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3 Beurteilende Statistik
im Federmappchen

Darum geht es - das Wichtigste in Stichworten
Anders als bei teilsymmetrischen Quadern verbindet man mit symmetrischen Zufalls-
objekten wie Miinzen, Wiirfeln oder Gliicksradern die Vorstellung eindeutiger objektiv
existierender (Laplace-)Wahrscheinlichkeiten.

- Dass auch diese nur Modelle sind, wird beim Rollen rotationssymmetrischer Sechs-
kantstifte — absolut iiberraschend — mehr als deutlich.
Abweichungsmafe zwischen Erwartung (Modell) und beobachteter Haufigkeit (Reali-
tat) werden erfunden, erprobt und interpretiert.
Durch simulationsgestiitztes Aushandeln von Grenzen werden sie TestgroRen, deren Be-
deutung sich durch Vergleich mit Primérintuitionen erschlielt: Sie modellieren ,Bauchge-
fiihl".

Experimente
Rollen von Bleistiften
Simulationen ermdglichen die Interpretation von TestgrofRien.

3.1 Perspektivwechsel

Beim Wiirfeln mit Quadern steht die Begriffsentwicklung (Wahrscheinlich-
keit auf der Modellebene versus relative Hiufigkeit auf der Realitdtsebene)
im Zentrum. Man sucht nach Modellen, die gut zur Realitdt passen, also
brauchbare Vorhersagen machen. Letztendlich bereitet man damit auf ganz
elementarem Niveau die Idee der Konfidenzbereiche vor, in denen man
Hypothesen sammelt, die gut zu einem experimentellen Ergebnis passen,
denen man ,vertraut”. Und man erlebt beim ,,Quadern” intuitiv, dass der Be-
reich vertrauenswiirdiger Hypothesen umso kleiner wird, je mehr Versuche
man macht - je genauer man hinschaut (vgl. Abb. 2-3).

Beim Wiirfeln mit Sechskantstiften nimmt man die hierzu duale Pers-
pektive ein: Wegen der Symmetrie industriell gefertigter Stifte steht nam-
lich einzig die Laplace-Hypothese im Raum. Und es gibt kaum ein reizvolle-
res (yerschiitternderes”) Experiment als diese sicher geglaubte Hypothese im
Klassenverband tatsdchlich experimentell zu liberpriifen. Wenn man dabei
gefiihlte Zweifel rechnerisch sortiert, entdeckt man, wie Testgrof3en funkti-
onieren, vor allem aber, wie sie - insbesondere auch unter Beriicksichtigung
des Versuchsumfangs - zu deuten sind.
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3.2 Laplace-Hypothese intuitiv bewerten

Abb. 3-1: Mit dem bloRen Auge erkennt man minimale Unsymmetrien nicht.
Beim Rollen werden sie nicht nur statistisch signifikant, sondern auch relevant!

3.2 Laplace-Hypothese intuitiv bewerten

Wenn man Sechskantstifte mit den Augenzahlen 1, 2, ..., 6 so beschriftet, dass
einander gegeniiberliegende Seiten die Summe 7 besitzen, dann kann man
mitihnen ,wiirfeln“, indem man sie durch leichtes Schnippen iiber den Tisch
rollt. Aufgrund der industriellen Fertigung scheinen die Stifte absolut rotati-
onssymmetrisch und es wire abwegig, Zweifel an der Giite des Laplace-Mo-
dells zu hegen. Genau diese Erwartungshaltung ist eine perfekte Grundlage
fiir den folgenden Arbeitsauftrag.

—0

Arbeitsauftrag 1

a) Rollt den Stift 120-mal in eine Richtung, anschlieBend 120-mal in die Gegenrichtung.
Haltet die Haufigkeiten der sechs Seiten jeweils in einer Strichliste fest.

b) Bewertet auf einer Viererskala intuitiv (,nach Bauchgefiihl“), wie gut das Laplace-
Modell zu eurem Stift passt.

Nach wenigen Minuten geht ein Raunen durch die Lerngruppe. Yusof: ,Ver-
dammt! Das gibt’s doch nicht! Ich bekomme nur Zweier und kaum Sechser!*
Antonia: ,Deine Zweier kann ich brauchen, die tausche ich gegen meine Fiin-
fer, die Sechser passen bei mir ...*

Die Stifte entfalten eine erstaunliche Individualitit (siehe Abb. 3-2) und die
Laplace-Hypothesen brechen vielfach wie Kartenh&user in sich zusammen,
manchmal schneller, manchmal langsamer. Das urspriinglich mit einem ho-
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3 Beurteilende Statistik im Federmappchen

hen Vertrauensvorschuss favorisierte Laplace-Modell ist nach 120 Versuchen
bei vielen Stiften ,fiir die Tonne"“ (genau wie das Proportionalitdtsmodell bei
den Quaderwiirfeln). Und das ist der Hypothesentest der beurteilenden Sta-
tistik auf praformalem Niveau.

P2 4.V |=Summe((C2:H2 - 20)?) / 20

A Blc[o[E[F[e]u[[s] k L v [N o P a R s T ulvw[x]

1 en | 4| 2| a| 4| 5| 8] [out [nocnok [schiecnt [senrscriecnt| |s: Elh— 20[|t cne2 | u: max(h) — min(h)| g : max(|hi— 20]) [ Ausreisser [#s #t #u #g #a
2 Yusolre| 165| 37| 42| 15| o] 12| 5[120 1 78 [ e0d) a7 22 42122 25]21] 22
3 Yusofli| 16.5| 23| 20| 18| 21| 15| 23|120 1 14 24 8 5 of 2f 2f 7{ 2 2
4 Felixre| 167 18| 21| 26| 17| 11| 27[120 1 28 9 16 9 of 7{ 7{ 7{ 7| 7
5 Felixli| 16.7| 22| 13| 22| 23| 15| 25(120 1 24 58 12 7 0| 5[ 6| 7 5[ 6
6 Juliare| 142| 21| 22| 10 9 31| 27|120 1 42 198 22 1 3| 9| 8/18| 9| 8
7 Juliali| 142| 18| 23| 24| 18| 17| 20120 1) 14 21 7 4 of 1f 1 7 1| 1
8 Annare| 12.7 4| 18| 45 1| 29| 23[120 1 74 668 44 25 3|26|24|18| 26|24
| 9 Annali| 127 33 9| 22 7| 11| 38[120 1 66 434 31 18 4[16(17[25[16[ 17
10 Leare| 118] 0] 33| 24] o] 19] 35120 1 64| 465 35 20 4] 19| 20] 25] 19| 20
11 Leail| 18] 28] 50| 38| o] o] a[120 1 12| 172 50 30 5| 27|27 28 27|27
12 | camennre| 188] 15| 17| 8| 20| 17| 43[120 1 T 35 2 2[19] 23] 12] 19| 23
18 | catmernti| 188] 14| 7| 16] 7| 30| 46120 1 72| ses 39 2 4| 23] 25] 25| 23] 25
14 Paulre| 16.5| 32| 26| 14| 36 5 7120 1 68 433 31 16 4[(16(14[25( 16| 14
15 Paulli| 165( 30| 21| 17| 26| 19 7120 1 34 158 23 13 2(10{11[12[10{ 11
16 Anneli| 165 24| 15| 13| 19| 27| 22120 1 26 72 14 7 0| 6( 6| 7 6] 6
17 Annere| 165| 33| 30| 20| 13| 13| 11|120 1 46 224 22 13 2 9f11[12| 9f11
18 Dominik re | 17.1 1| 26| 39 7| 22| 25(120 1 64 478 38 19 3|22|18| 18| 22|18
19 Dominik li| 17.1| 16| 22| 21| 49 6 6|120 1 64 627 43 29 3|25|26|18| 25|26
20 Stefanie re 17| 37| 35| 23| 13 5 7120 1 70 483 32 17 4[17(16[25[17[ 16
21| swetanien| 17| 5| 1] 2| 8] 15| 9|20 1 136|284 o7 68 5| 28] 28] 28] 28] 28
2 Lukasre| 15.6] 16| 27] 20| 20| 17] 19120 1 15| 875 1 7 o 4| 6] 7] 4] &
2 Lukas 1| 156| 22| 14| 23] 18] 25| 18] 120 1 20| a1 11 5 o[ a[s[ 7] 43
2 Lusere| 162| 14| 40| 35| 5| 4] 22|120 1 74| 73 % 20 4[20[20] 25| 20] 20
25 Luiseli| 162 30| 19| 14| 42| 14 1120 1 64 50.9 41 22 3|24|22|18| 24|22
26 Antoniare | 13.5 7 5| 16| 30| 31| 31|120 1 64 376 26 15 5|12| 12| 28| 12| 12
72; Antoniare | 13.5| 37 9| 13| 27| 10| 24|120 1 56 312 28 17 3|14 16| 18| 14| 16
28 AnnaZ re| 181| 16| 24| 31| 18 4| 27120 1 44 231 27 16 2(13[{14[12[{ 13|14
29 AnnaZ li| 181| 18| 23| 20| 17 9| 33|120 1 32 156 24 13 211 11[12[11[11

Abb. 3-2: Bewertung der Laplace-Hypothese Abb. 3-3: Spalten O-S: Werte erfundener Sortier-
nach Bauchgefihl. Uberraschend ist der Ein- grolen. Spalten T-X: Rangposition gemal zugehd-
fluss der Rollrichtung re/li (vgl. z. B. Lea). riger SortiergroRe (zweifel-sortieren.ggb €3)

3.3 Den Zweifel sortieren

Entscheidend fiir die intuitive Einschitzung der Glite des Laplace-Modells
sind die Abweichungen der absoluten Haufigkeiten vom Erwartungswert 20.
Bei den mit ,,gut” oder ,noch gut” bewerteten Verteilungen liegen alle Hau-
figkeiten zwischen 11 und 29. Falls Haufigkeiten besonders klein (<10) oder
besonders grof (>30) sind, gelten sie als Ausreiller und das Laplace-Modell
passt nach dem Gefiihl der Schiilerinnen und Schiiler schlecht oder sehr
schlecht. Luise linksherum hat drei, Antonia rechtsherum fiinf Ausreif3er.
Aber Luises Ausreil3er (42 und 1) sind extremer. Bei wem passt das Laplace-
Modell schlechter? Gute Frage!

25 Luise li 30 19 14 42 14 1
26 Antoniare 7 5 16 30 31 31
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3.3 Den Zweifel sortieren

Sie ist Anlass fiir folgenden Arbeitsauftrag, der genauso prazise wie offen ist.

—0

Arbeitsauftrag 2
Erfindet eine SortiergroRe — besser noch: viele SortiergréRen — mit der Eigenschaft:
Je groRer die SortiergroRRe, desto groRer der Zweifel an der Giite des Laplace-Modells!

Wie Abb. 3-4 zeigt, iiberraschen Schiilerinnen und Schiiler ab Klassenstu-
fe 8/9 mit konstruktiven Ideen, wenn man ihnen etwas Zeit zum Nachden-
ken ldsst. Falls quadratische Funktionen ,schon dran waren®, wird neben
der Summe s der betraglichen Abweichungen vom erwarteten Wert 20 oft
auch die Sortiergrofle q genannt, die durch das Quadrieren grofie Abwei-
chungen stérker ,bestraft als s. Die Division t= % macht g numerisch hand-
licher. Dass es sich hierbei um Chiquadrat (x*) handelt, wird man beildufig
erwahnen.

Luise linksherum ‘ Antonia rechtsherum ‘

30] 19] 1a[ 42] 1a] a|| 7] 5[ 16] 30] 31] 31|
s: Summe aller | Abweichungen| vom Sollwert 64 64
q: Summe aller Abweichungsquadrate 1018 752
t:q/20 (chi?) | 50.9] | 37.6|
u: max - min 41 26
g: grofte | Abweichung| vom Sollwert 20 22 15
a: Anzahl der " AusreiRRer " 3 5

Abb. 3-4: Vorschlage fur geeignete Sortiergrofien

Vielleicht wird man auch erginzen, dass das (analog zu g gebildete) Abwei-
chungsmalf$

ks=max (I H(X<1)-201+1H(X<2)-401 + -+ |H(X < 6)—1201)

von den beriihmten Statistikern Kolmogoroff/Smirnoff erfunden wurde.

Die erfundenen Grolien sortieren den Zweifel 2hnlich. Das zeigen die letzten
fiinf Spalten T ... X von Abb. 3-3, die fiir jede Haufigkeitsverteilung die Posi-
tion angeben, auf der sie landet, wenn man nach der jeweiligen Grofe sor-
tiert. Damit sind alle Sortiergrof3en sinnvoll. Die Schiilerinnen und Schiiler
nehmen im Sinne von Abb. 1.1 mit: ,Mathe hat etwas mit uns zu tun“. Das gilt
auch fiir den folgenden Arbeitsauftrag 3.
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3 Beurteilende Statistik im Federmappchen

3.4 Die SortiergroRen werden TestgroBen

—0

Arbeitsauftrag 3:

Betrachtet eine SortiergréRe, etwa g, s oder t, und einigt euch in eurer Gruppe auf eine
Obergrenze, also einen ,Benchmark®, ab dem ihr ,starke Zweifel” an der Fairness des
Bleistift-Wiirfels flir gerechtfertigt haltet. Ihr kdnnt dazu die in Abb. 3-2 vorgeschlagenen
,Bauchgefiihl-Einschatzungen” zurate ziehen und ggf. in eurer Gruppe modifizieren.

Naturgemal differieren die innerhalb der Gruppen ausgehandelten Bench-
marks von Gruppe zu Gruppe ein wenig. Diese Unterschiede sind Anlass fiir
den folgenden Arbeitsauftrag.

—0

Arbeitsauftrag 4:

Wiirfelt mit echten, dann mit computersimulierten Spielwiirfeln 120-mal
und sucht fiir jede der Sortiergrof3en g, s und t nach einer Obergrenze,
die nur selten (in 5% aller Félle) Gberschritten wird.

Die Verlangsamung durch das héndische Wiirfeln und das Berechnen der
verschiedenen Sortiergréf3en und die dabei ablaufenden Gespriche in einer
Atmosphire emotionaler Eingebundenheit sind sinnvoll investierte Unter-
richtszeit. Computersimulationen, bei denen die Schwankungen der Sortier-
grofen durch Boxplots (mit Ausreiflern) veranschaulicht werden, ergdnzen
(notfalls ersetzen) diese Experimente.

Die Experimente (Abb. 3-5) zeigen: Bei 120 Wiirfen eines Laplace-Wiirfels
gilt fastimmer (in ca. 95 % aller Fille) g< 11, s<30 und t< 11. Dadurch, dass in
der Computersimulation neben den Sortiergr6f3en auch die zugehorige Hau-
figkeitsverteilung zu sehen ist, entwickelt sich ein Gefiihl dafiir, wie ,krass“
die Verteilungen aussehen, die mit s>30, g>11, t>11 die kritischen Grenzen
iiberschreiten. Durch folgende - auch in der ,scientific community” nur aus-
gehandelte - Vereinbarung werden die Sortiergréf3en zu Testgroflen:

—®

Offiziell bezweifeln Statistiker die Fairness des Wiirfels erst dann, wenn die TestgroRe die kri-
tische Grenze Uberschreitet. Man spricht dann von einer statistisch signifikanten Abwei-
chung (der Wirklichkeit vom Modell).
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3.4 Die SortiergroBen werden TestgrofRen
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Abb. 3-5: Die abgebildete Haufigkeitsverteilung signalisiert starke Zweifel an der Giite des Laplace-
Modells. Die Window-Shuttle-Technik, durch welche (rechts) die Urliste, (links oben) die zugehérige
Verteilung, (rechts unten farbig markiert) die aktuellen SortiergroRen, Gber die Boxplots (links unten)
auch im Vergleich zu allen bisherigen SortiergroRen gleichzeitig sichtbar sind und miteinander
vernetzt werden, ist lernpsychologisch genial (03-bleistift-simulation.ggb €3).

Insgeheim zweifelt man natiirlich auch schon dann, wenn die Testwerte er-
hoht sind. Im Schiilerslang: ,,je hoher der Testwert, desto groRRer der Zweifel”
und wenn man sensibel mit der Sprache umgeht und den beim Bleistiftrollen
»geflihlten Zweifel“ als Begriff pflegt, kommt niemand auf die (absurde) Idee,
nach der Wahrscheinlichkeit zu fragen, mit der ein verwendeter Wiirfel ,la-
placeschist (vgl. auch 3.7). Es geht einzig und allein um die Einschitzung, wie
gut ,fiir den Hausgebrauch” das Laplace-Modell fiir das ,Wiirfelobjekt” taugt.

Und das wire die Antwort, die das Wiirfeln mit Bleistiften auf die von Am-
rhein u. a. aufgezeigten Interpretationsprobleme statistischer Aussagen lie-
fert, nicht erst kurz vor dem Abitur, sondern im Sinne einer langfristigen Pri-
vention - schon in Klasse 8. Gleichzeitig ist dies ein grandioser Briickenschlag
zwischen beschreibender und beurteilender Statistik, bei dem sich Boxplots
zur Beurteilung des Verhaltens von Sortiergrof3en als sehr hilfreich erweisen.

Im Normalfall kann man sich in der Sekundarstufe I mit dem festen Stich-
probenumfang n=120 begniigen. Wie reizvoll eine Erhdhung sein kann, zeigt
Abschnitt 3.5.

Tipp: Wer ohne experimentellen Mehraufwand im Sinne ,realistischen
Mathematikunterrichts“ erforschen mochte, ob bzw. wie sich die Rollrich-

43



3 Beurteilende Statistik im Federmappchen

tungen gegenseitig kompensieren, zerlegt die vorliegenden Ergebnisse der
120 Rechts- und Links-Rollversuche in je zwei 60er-Serien, um sie dann zu
120er-Serien mit gleichviel Rechts- und Linksdrehungen zu kombinieren. Die
TestgrofRen werden dadurchi. d. R. tendenziell etwas kleiner, es wire aber weit
verfehlt, von einem Ausgleich zu sprechen. Die Rollrichtungen kompensieren
sich bei realen Stiften nicht.

3.5 Stichprobenumfang und Hauptsatz
der beurteilenden Statistik

Wir blicken nochmals zuriick auf die Bewertungen der Bleistift-Daten: We-
gen der ,etwas erhohten“ Testwerte waren Felix’ leichte Zweifel an der Giite
des Laplace-Modells bei seinen rechtsherum Ergebnissen sicher gerechtfer-
tigt.

Was wire, wenn Felix seinen Stift sehr viel 6fter (statt 120 z. B. 480-mal)
rollen wiirde? Wiirden sich die leichten Zweifel an der Brauchbarkeit des
Laplace-Modells zu massiveren Zweifeln verfestigen? Wieder eine gute Frage!

= ©
-ﬂg) s
2 £
H il =
= e
o i Al c
© L =
< _|Z ¥ 5
= o|ls| ol T
s = =2 EE
el Q|| Z| I
it £ 3%¢|2
= L Vi
4 5 6 W| W| =S| =S| #]|=
480 1/6 1/6 1/6 t S g u a ks
95%-Quantile -> 11 62| 22| 36 0f 25
1 75 70 79 96 81 79 4.8 340[ 16| 26 0 16
2 66 76 80 86 88 84 4.1 36.00 14| 22 o 18
3 70 86 79 73 70 102 96| 560 22 32 0| 22
4 68 88 99 75 83 67 9.7 60.0] 19| 32 0 15
5 75 93 76 84 74 78 33 340, 13| 19 0 8
6 90| 81 84 76 63 86 57 420, 17| 27 of 15
7 76 92 76 75 87 74 3.6 38.0[ 12| 18 0 8

Abb. 3-6: 03-bleistift-simulation.xIm €3 liefert in Zeile 4 die 95 % Quantile der SortiergréRen fiir belie-
bige Stichprobenumfange (markierte Zelle).

Aber bevor Felix weiterrollt, werden die Sortier- bzw. Testgrofien an den
neuen Versuchsumfang 480 angepasst: Bei s, t, und u wird der Sollwert 20
durch 80 ersetzt und bei a erhShen Schiilerinnen und Schiiler die Ausreif3er-
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3.5 Stichprobenumfang und Hauptsatz der beurteilenden Statistik

Grenzen 10 bzw. 30 ohne Zogern proportional zum vierfachten Versuchsum-
fang auf 40 bzw. 120.

Erneute Simulationen zeigen: Der kritische 95 %-Wert zu t bleibt unveran-
dert bei 11, bei s erhoht er sich von 30 auf 62, bei g von 11 auf 22 und bei u
von 18 auf 36. Aber dass es nun keinen einzigen Ausreifler (das sind jetzt Wer-
te unter 80 oder iiber 120) gibt, erweckt grofles Staunen - und 6ffnet die Per-
spektive auf Kap. 4 (%—Gesetz).

Natiirlich werden nun die Ergebnisse realer Rollversuche mit vierfachem
Versuchsumfang mit Spannung erwartet.

n 1 2| 3| 4 5/ 6] t s| gl uaks
120(18[21/26|17[11[27| 9.0/28.0| 9|16|0| 7
120[19(17/25|19(12(28| 8.2/26.0| 8/16|0| 8
120|30(15/28|14(12({21|14.5/38.0/10| 18|0|13
120|16{31/20|19(11({23|11.4/28.0/11|20|0| 7
480|83|84|99|69|46(99| 25.3/90.0|34|53|0| 26

Und tatsachlich ergeben sich fiir Felix (re) auch in den drei folgenden 120er-
Serien erhohte SortiergréfRen, die den Zweifel schiiren. Fasst man die Hiufig-
keiten aber zu einem 480er-Versuch zusammen, signalisieren alle TestgréRen
ganz massive Zweifel. Und damit hat man den Einfluss des Stichprobenum-
fangs wirklich erlebt:

Ein hoher Stichprobenumfang wirkt wie ein VergroRerungsglas, das auch kleine, vielleicht fiir
den Alltagsgebrauch gar nicht so entscheidende Abweichungen zum Modell hervortreten [&dsst.

Wenn jetzt auch Anne und Lukas das Bediirfnis verspiiren, weiter zu wiirfeln,
ihre Stifte also durch das stochastische VergrofSerungsglas ... vielleicht sogar
durch das statistische Mikroskop mit n=800 ... zu analysieren, ist der Funke
yrealistischen” Mathematikunterrichts im Sinne Freudenthals tibergesprun-
gen ... Und man formuliert den ,,Hauptsatz der beurteilenden Statistik“ .

,Hauptsatz der beurteilenden Statistik"
Wenn man den Stichprobenumfang gro genug macht (also genau genug hinsieht),
dann kann man jede Hypothese bezweifeln.
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3 Beurteilende Statistik im Federmappchen

3.6 Kontrapunkt

Was dabei herauskommen kann, wenn man das Bleistiftwiirfeln nicht als
authentisches Fallbeispiel zur Begriffsbildung nutzt, sondern in den Dienst
standardisierter Signifikanztestaufgaben stellt, bestatigen die Bedenken, die
zur Petition (Amrhein u.a. 2019) fiihrten:

—0

Zweiseitiger Signifikanztest

Aufgabe: Ein Bleistift wird auf dem Tisch gerollt. Man vermutet, dass die beschriftete
Seite mit der Wahrscheinlichkeit p = % oben liegen bleibt.

Jana testet dies, indem sie ihren Bleistift 300-mal rollt. Dabei zahlte sie 35 Versuche mit
der beschrifteten Seite nach oben. Spricht dieser Test gegen die obige Vermutung?

Abb. 3-7: https://www.schule-bw.de/faecher-und-schularten/mathematisch-naturwissen-
schaftliche-faecher/mathematik/unterrichtsmaterialien/sekundarstufe2/stochastik/testen/
einf_signtest.jpg (16.04.2022)

Losung: Eine Rechnung ergibt: 36 liegt auRerhalb des 20 Intervalls [38; 62]. Damit wird die
Vermutung p =% unwahrscheinlich. p =% wird verworfen. Wir kdnnen aber nicht sicher sein,
dass die Vermutung falsch ist. Denn in etwa 5% aller Félle kénnen durchaus weniger als 38
oder mehr als 62 Treffer auftreten.

Wenn wir also behaupten, aufgrund unseres Tests ware die Vermutung p = % widerlegt, so ir-
ren wir uns mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 5 %. Genauer gilt: P(Irrtum) = P(X < 38) +
P(X >62) =0.052.

Die gut gemeinte Warnung ,Wir kénnen nicht sicher sein, dass p= % falsch
ist” fithrt in die Sackgasse. Tatsdchlich kann man sogar absolut sicher sein,
dass p= é nicht gilt. Um das sagen zu kdnnen, hitte Jana ihren Bleistift nach
dem Hauptsatz nicht einmal rollen miissen. Und die verkiirzte Aussage:
Wenn wir p= % verwerfen, irren wir mit 5.2 % wird dahingehend gedeutet,
dass wir uns mit der Wahrscheinlichkeit von 94.8% nicht irren, also die Ent-
scheidung richtig ist. Und diese Deutung ist fatal, denn Tests machen keine
quantitativen Aussagen iliber subjektive Sicherheiten, mit denen Hypothe-
sen gelten, sondern nur iber Wahrscheinlichkeiten fiir (kritische) Ereignisse
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3.7 Resimee

bei unterstellter Giiltigkeit von Hypothesen, die eigentlich keinen Anwender
interessieren. Und wenn man Signifikanztests nur in Form von Routineauf-
gaben durchrechnen ldsst, wird man Buth (2003, S. 30) zustimmen miissen:

,4Also gehoren Signifikanztests in den Papierkorb, und zwar auf allen drei Ebenen: in
der Mathematik, in den anwendenden Disziplinen und im Mathematikunterricht.”

3.7 Resiimee

Das Bleistiftrollen eignet sich hervorragend als authentisches Fallbeispiel
zum Sammeln von Grunderfahrungen beurteilender Statistik - und zwar
schon in der Sekundarstufe I.

Es zeigt, dass auch hochst plausible Laplace-Wahrscheinlichkeiten nur Hy-
pothesen sind. Damit ist das Bleistiftrollen nicht nur kognitiv, sondern auch
emotional aktivierend.

Der Auftrag, intuitiv gefiihlte Zweifel mathematisch zu sortieren, verkop-
pelt Intuition mit Préazision. Er fiihrt zum selbststdndigen (!) Entdecken und
Erproben von Sortiergréf3en, die durch das Vereinbaren kritischer Schran-
ken allesamt sinnvolle Testgro8en werden. Kinder erleben sich als ,Mathe-
matik schaffende® im Sinne von Abb. 1-1.

Das Bleistiftrollen hat gegeniiber dem Miinzenwerfen den Vorteil, dass
es eine Vielzahl sinnvoller Sortier- (und damit Test-)GroRen zu entdecken
gibt. Und es gibt keine Miinzen, bei denen das Laplace-Modell dhnlich
eindrucksvoll versagt wie bei den handelsiiblichen Sechskantbleistiften.¢
Wenn eine Testgrofle Zweifel an der Modellgiite signalisiert, weisen i.d. R.
auch alle anderen erhohte Werte auf, die aber nicht notwendig iiber den
jeweiligen kritischen Grenzen liegen miissen. Man erlebt somit, dass Tests
keine ja/nein Urteile {iber Hypothesen féllen, sondern ausschliefllich be-
hutsam zu interpretierende Anhaltspunkte zur Bewertung der Modellgii-
te liefern.

Und man erlebt: Es spielt eine erhebliche Rolle, ob man das Modell mit
Augenmal} (n=120), durch eine Lupe (n=480) oder durch ein Mikroskop
(n=1920) - bei dem auch irrelevante kleine Abweichungen der Realitdt vom
Modell signifikant werden - priift.

6

Wenn man Miinzen senkrecht um die eigene Achse kreiseln Idsst statt sie zu werfen, werden aber auch hier
kleinste Asymmetrien deutlich sichtbar. Es gibt US-Pennys, die mit > 80%iger Wahrscheinlichkeit auf der Seite
Zahl landen (vgl. Riemer u. a. 2024).
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Wichtige GeoGebra-Befehle aus dem Bereich der Stochastik

Befehl Erlauterung

nCrink]
n: Anzahl der Versuche; k: Anzahl der Treffer

Berechnung von (E)

Binomial [n, p] (p: Erfolgswahrscheinlichkeit)

erzeugt ein Balkendiagramm einer Binominalverteilung

Binomial [n, p, <Wahrheitswert Verteilungs-
funktion>]

erzeugt ein Balkendiagramm einer Binomialverteilung, wenn der
Wahrheitswert false ist;

erzeugt ein Balkendiagramm einer kumulativen Binomialverteilung,
wenn der Wahrheitswert true ist

Binomial [n, p, k, <Wahrheitswert
Verteilungsfunktion>]

Sei X eine B(n; p)-Zufallsvariable.
P(X = k), wenn der Wahrheitswert false ist
P(X = k), wenn der Wahrheitswert true ist

Normal [Mittelwert, Standardabweichung, x]

erzeugt die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Normalverteilung

Normal [Mittelwert, Standardabweichung, x,
Wahrheitswert Verteilungsfunktion]

Ist der Wahrheitswert true, dann wird die kumulative Verteilungsfunkti-
on erzeugt, ansonsten die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
der Normalverteilung.

InversNormal [<Mittelwert>,
<Standardabweichung>, <Wahrscheinlich-
keit>]

Es wird ®-1(p)-0 +1 berechnet. @ ist die Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung.

Mit diesem Befehl wird der Wert der N(y; o )-verteilten ZufallsgroRe X
ermittelt, welche zu dem gegebenen p-Wert gehort.

Zufallszahl [<Minimalwert>, <Maximalwert>]

erzeugt eine ganzzahlige Zufallszahl zwischen Minimalwert und
Maximalwert (einschlieBlich) Beispiel: Mit Zufallszahl [1,6] kann der
Wurf mit einem normalen Wiirfel simuliert werden.

ZufallszahIBinomialverteilt [n, p]

Realisation (Anzahl der Treffer) einer binomialverteilten ZufallsgréRe X
n: Wiederholungen, p: Trefferwahrscheinlichkeit

ZufallszahIBinomialverteilt [n, p] / n

Realisation (Stichprobenanteil h) einer binomialverteilten ZufallsgroRe
n: Wiederholungen, p: Trefferwahrscheinlichkeit

ZufallszahlGleichverteilt [<Min>, <Max>]

erzeugt die Realisation einer gleichverteilten ZufallsgroRe X in einem
Bereich [Min, Max]

ZufallszahINormalverteilt [<Mittelwert p >,
<Standardabweichung o >]

erzeugt die Realisation einer normalverteilten ZufallsgréRe N (, o)

Stichprobe [<Liste L>, <Gr6Re n>, <Wahr-
heitswert Wiederholung méglich>]

Erzeugt eine Liste mit n beliebig gewéhlten Elementen aus der Liste L.
Wahrheitswert true: Die Elemente kénnen mehrfach

vorkommen (Ziehung mit Zuriicklegen)

Wahrheitswert false: Die Elemente kdnnen nur einfach vorkommen
(Ziehung ohne Zuriicklegen).

Beispiel: Stichprobe [{1, 2, 3}, 3, false] erzeugt eine zufillige
Permutation von {1, 2, 3}

Mittelwert [<Liste von Zahlen>]

Berechnung des Mittelwertes

Standardabweichung [<Liste von Zahlen>]

Berechnung der Standardabweichung

StichprobenStandardabweichung [<Liste
von Zahlen>]

Berechnung der Stichprobenstandardabweichung

Stichprobenvarianz [<Liste von Zahlen>]

Stichprobenvarianz
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