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VORWORT

Konnen Computer hellsehen - und andere interessante Fragen

1. Frage:

Beschriften Sie einige Wirfel gemdB der Anleitung auf
Seite 7. Legen Sie beiliegende Diskette in Ihren Computer
(IBM-PC mit Betriebssystem MS-DOS oder Apple II mit CP/M
Betriebssystem) ein und starten Sie das Programm BAYS/NLS
(Anmerkungen dazu in 3.5). Bitten Sie dann Ihren Partner,
zwlischen einem normalen Wirfel, dem kurzen L "Wirfel" und
dem Spat "Wilrfel" auszuwdhlen. Lassen Sie Ihren Partner mit
dem gewdhlten Objekt wlirfeln und tippen Sie die gewlirfelten
Zahlen in den Computer ein. Sie werden staunen, wie schnell
Ihr Computer herausgefunden hat, welchen "Wirfel" Ihr Part-
ner benutzt... Wie macht er das? Kann er hellsehen?

Eine Antwort finden Sie in 3.2.

2. Frage:

Ein "Wirfel" liegt um so stabiler, je grdBer die Grundflé&che
(F) ist und je niedriger (h) sein Schwerpunkt liegt. Ist die
Wahrscheinlichkeit P einer Lage proportional zur Grundfl&che
(P~ F), zum Kehrwert der Schwerpunkthdhe (P~ 1/h), zum
Produkt aus beiden GréBen (P~ F/h) oder...?

3. Frage:
Hiangt die Wahrscheinlichkeit der "Wirfel" von Wurftechnik
und Unterlage ab?

Die letzten beiden Fragen werden in 4.2 und 4.3 untersucht.

Wenn Sie in diesem Leitfaden weiterlesen, werden Sie erken-
nen: die Experimente, die man mit den Wirfeln anstel-

len kann, sind z. T. begrifflich recht anspruchsvoll. Sie
gehen Uber bloBes Auszdhlen von Hdufigkeiten weit hinaus.
Richtig eingesetzt werden die Wirfel den gesamten Stocha-
stikunterricht von Klasse 5 bis 13 um faszinierende Bei-
spiele, um Hypothesen und Erkenntnisse bereichern.

Ihren Schilern und Ihnen wilinsche ich viel SpaB beim Experi-
mentieren

Kéln, im November 1987 Wolfgang Rieme:

1. Zur Einfiihrung

Guter Stochastikunterricht braucht "reale" Experimente. Nur
mit computer-simulierten Versuchen sollte man sich nicht
zufrieden geben.

Die klassischen Zufallsobjekte wie Wirfel, Minze und Reif-
zwecke haben daher einen festen Platz im Stochastikunter-
richt. Allerdings werden sie hauptsdchlich benutzt, um rela-
tive Hdufigkeiten zu bestimmen und deren Stabilisierung in
langen Versuchsreihen zu demonstrieren. Damit hat es sich.

Das vorliegende Material ist interessanter als die klassi-
schen Zufallsobjekte. Schon die duBere Form regt zum Speku-
lieren, zum Aufstellen von Hypothesen an. Lassen Sie jingere
Schiler Mensch-argere-Dich-nicht, Malefiz , Monopoly ... mit
normalen und Riemer-Wirfeln spielen. (Dabei darf man vor
Jedem Wurf den Wirfel wdhlen, der in der augenblicklichen
Situation besonders glinstig erscheint.) Es ist erstaunlich,
welche Vorstellungen lber Wahrscheinlichkeiten ("Chancen")
zum Vorschein kommen.

Die Faszination, die die Objekte ausstrahlen, 1&B8t sich
jedoch nicht nur spielerisch, sondern auch systematisch in
vielfdltiger Weise nutzen. Drei Einsatzfelder sollen in
diesem Leitfaden ausfihrlich angesprochen werden.

Einsatzfeld I (ab Klasse 7/8):

Aufbau eines tragfdhigen Wahrscheinlichkeitsbegriffs:
Wahrscheinlichkeiten als Vorhersagen relativer Hdufigkeiten.

Das teilweise symmetrische Material unterstiitzt die Bildung
eines "prognostischen”, "hypothetischen" Wahrscheinlich-
keitsbegriffs. Dieser Wahrscheinlichkeitsbegriff ist tragfa-
hig bis in die hoheren Curriculumstufen (Testen von Hypothe-
sen) . Er umfaBt den Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsbegriff
(Wahrscheinlichkeit = Anzahl der glinstigen F&lle / Anzahl
der moglichen Fdlle) und auch den frequentistischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff (Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der
relativen Haufigkeit) als Spezialfdlle.

Ndheres in Abschnitt 2.

Einsatzfeld I1 (ab Klasse 9/10):

Einfihrung in Aspekte der Beurteilenden Statistik -
Entscheiden zwischen Alternativhypothesen durch wiederholtes
Anwenden der Bayesschen Regel.

Die Wirfeltypen unterscheiden sich in ihrem stochastischen
Verhalten. So wird es m&glich, aus experimentellen Ergebnis-
sen zu erschlieBen, von welchem Wirfeltyp sie stammen. Die



Bayessche Regel liefert die quantitative Grundlage fiir diese
Entscheidung. Fundamentale Ideen der Statistik werden vorbe-
reitet. Bei einer informellen Behandlung der Bayesschen
Regel ist nur die Pfadregel als Hilfsmittel erforderlich,
man braucht keine Verteilungen komplizierter Testgr&Ben.

Ein Computereinsatz mit den beiliegenden (oder besser selbst
geschriebenen) Programmen zur wiederholten Anwendung der
Bayesschen Regel ist durch die Sache begriindet und fihrt zu
faszinierenden Experimenten, die {liber bloBe Simulation weit
hinausgehen. Man kommt aber auch mit einem Taschenrechner
aus. Ndheres in Abschnitt 3.

Einsatzfeld III (Klasse 12/13):
Testen von Hypothesen.

Die Wirfel reizen zum Aufstellen lberaus interessanter Hypo-
thesen, die mit Mitteln der klassischen Testtheorie (Bino-
mialtest, Chi-Quadrat-Test) untersucht werden k&dnnen.
Ndheres in Abschnitt 4.

Einsatzfeld IV (Klasse 12/13):
Additivitdt der Varianz, Zentraler Grenzwertsatz

Man ermittelt Erwartungswert und Varianz einzelner Wirfel.
Dann wirft man mehrere (auch verschiedene) Wirfel hinterein-
ander und addiert die Augenzahlen. Erwartungswert und Vari-
anz der Augensumme lassen sich vorhersagen, man kann mit dem
Zentralen Grenzwertsatz Ndherungsaussagen Ulber die Wahr-
scheinlichkeiten der Augensummen machen und diese Uberpri-
fen. Die Thematik gehdrt zum Standard, so daB wir in diesem
~Leitfaden hierauf nicht ndher einzugehen brauchen.

Beschriftung:

Bevor Sie mit den Experimenten anfangen, lassen Sie bitte
die bendtigten Wirfel von Ihren Schiilern gem&B der folgenden
Anleitung beschriften. Verwenden Sie Aufkleber oder direkt
einen spitzen Bleistift, der sich notfalls auf Holz radieren
14B8t. Achtung: Die Summe gegenliberliegender Seiten betrégt
stets 7. Beim L-Wlirfel sehen die Ergebnisse 1,3,4,6 so aus:

Ergebnis 1 Ergebnis 3 Ergebnis 4

L

Wegen der Handanfertigung kann es passieren, daf Lage 1
instabil ist. Leichtes Schmirgeln schafft dann Abhilfe.

Ergebnis 6
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Wirfelbecher:

Die Experimente sollten zundchst stets mit der gleichen
Sorte Wirfelbecher (etwa 0.3 1 Pappbecher) auf der gleichen
Unterlage ("blanker Tisch") durchgefihrt werden. Die Becher
sollten auf den Tisch gestlilpt werden, damit die Wirfel
nicht ldber den Tisch rollen. Die Wahrscheinlichkeiten der
Wirfel hdngen ndmlich von der Unterlage und der Wurftechnik
ab. (Auch das untersuchen wir in Abschnitt 4).

Anhand folgender Hiufigkeitstabellen k&nnen Sie sich eine
grobe <0Hmwmwuc:@ vom stochastischen Verhalten der Wiirfel
machen (n ist der zugeh&rige Stichprobenumfang) .

0.3 1 Wirfelbecher, Holzunterlage:

1 2 3 4 5 6 n Form

8.7% 1 6.9%123.1%141.0%| 7.93112.7%(481] U lang

6.7%|18.3%(17.9%(30.6%|20.5%| 6.0%|268| U kurz —

0.6% ) 6.0%(30.8%[42.0%| 7.0%]13.6%(500| L lang

0.2%114.0%121.5%(39.7%(14.2%|10.2%{400] L kurz

21.4%120.6% | 7.3% | 7.1%(22.2%(21.2%/490| s

freier Fall, 0.5 m, Wollteppichunterlage:

1 2 3 4 5 6 n Form

4.7% | 2.0%028.0%)57.3%| 1.3%| 6.7%[150| U lang < |- |-

2.0%|17.3%(14.0%(45.3%[20.7%| 0.7%]|150| U kurz e |

22.9%(|23.1%(1.3% 1.3%)27.1%]24.2%|450]| s Alg

0.3 1 wirfelbecher, Holzunterlage:

B R Z n Form
25.0%|57.0%(18.0% 200| O ungezinkt
9.0%41.0%(50.0% 200} O gezinkt

2. Unterrichtsvorschlag zur Einfithrung der Wiirfel

Wahrscheinlichkeiten sind Prognosen relativer Haufig-
keiten - Klasse 7/8 und Sekundarstufe II

2.1 Ziel der Lernsequenz

Wir streben an, daB die Schiiler intuitiv einen "prognosti-
schen" Wahrscheinlichkeitsbegriff erwerben, der sowohl den
Laplaceschen als auch den frequentistischen Wahrschein-
lichkeitsbegriff umfaBt:

Die Wahrscheinlichkeit ist die (subjektiv beste) Schdtzung
der in einer langen Versuchsreihe zu erwartenden relativen
Hdufigkeit.

Im einzelnen sollen die Schiiler erkennen:

- Wahrscheinlichkeiten sind Vorhersagen relativer Hdufigkei-
ten

- Wahrscheinlichkeiten kdnnen nur in besonders symmetrischen
Fillen genau bestimmt werden. Ebenso oft haben sie nur
provisorischen Charakter (den Charakter mehr oder weniger
sicherer Annahmen - "Hypothesen") .

- aufgrund dieses hypothetischen Charakters miissen Wahrschein-

lichkeiten mitunter verworfen oder verbessert werden.

Wir wollen eine Beschrdnkung auf den Laplaceschen
Wahrscheinlichkeitsbegriff vermeiden:

Verwendet man im Stochastikunterricht ausschlieBlich v&llig
symmetrische Objekte (wie Wirfel, Minze, Gliucksrad,...), so
entsteht bei Schiilern schnell die falsche Vorstellung, Wahr-
scheinlichkeiten lieBen sich stets genau bestimmen (Laplace-
scher Wahrscheinlichkeitsbegriff). Flr den Begriff der Hypo-
these, die Tatsache, daB Wahrscheinlichkeiten oft nur unge-
nau bekannt sind und verworfen werden miissen, wenn sie zu
schlechte Vorhersagen machen, bleibt in ihrer Vorstellung
kein Platz. Die Verstdndnisschwierigkeiten beim Testen von
Hypothesen legen hiervon ein beredtes Zeugnis ab.

Wir wollen eine Beschrdnkung auf den frequentistischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff vermeiden:

Auch die Beschridnkung auf v8llig unsymmetrische Objekte
(wie ReiBnigel, Knopfe...) ist nicht empfehlenswert. Da man
hier Wahrscheinlichkeiten als Grenzwert der relativen
Hiufigkeit definieren muB (frequentistischer Wahrscheinlich-
keitsbegriff), verschwindet der begriffliche Unterschied




zwischen Wahrscheinlichkeiten (als Vorhersagen) und den
relativen Hdufigkeiten (als Versuchsergebnissen). Die Folge
sind Begriffsverwirrungen. Welcher Lehrer hat seine Schiiler
noch nie von "relativen Wahrscheinlichkeiten" sprechen
hdéren?

Die Riemer-Wiirfel sind teilweise symmetrisch und ihr Einsatz
verhindert das Entstehen der beiden genannten Vorstellungs-

defizite. Sie fordern die Genese eines prognostischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriffs auf sehr eingdngige Weise.

Schauen wir uns ndmlich die Wiirfel an, so sind wir schon
vor jedem Versuch in der Lage, sinnvolle Prognosen tiber
deren stochastisches Verhalten abzugeben. Folgende Vertei-
lungen wurden vor jeglichem Experiment geschdtzt:

langer U-Wiirfel kurzer U-Wirfel

1 12 |13 la |5 |6 1 12 13 la 15 e
10% | 5% 20% | 50% | 5% 10% 4% 17% | 23% | 35% _Huw~ 4%
15% | 5% 25% | 35% | 5% 15% 3% 18% | 15% | 433 | 183 | 3%
langer L-Wirfel kurzer L-Wirfel

1 2 13 (4 15 1686 1 2 13 |4 |5 |6
0.5%6% 40% | 40% | 63 7.5% 1% 20% | 26% | 30% | 20% | 3%
0.5%]8% 43% | 38% | 8% 2.5% 0.5%|11% | 40% | 35% | 11%{ 2.5%

gezinkter O-Wirfel

B _|rR |z B |rR |z
30% |40% |30% 10% |30% | 60%
25% |50% |25% 5% |45% | 50%
S-Wirfel

12 I3 la 15 ys

22% | 223 |6% |63  [22% |22%

20% |23% |7% |73 {233 |20%

Die Verteilungen dricken Erwartungen (Vorhersagen) aus:
- symmetrische Seiten werden (im Schnitt) gleich oft fallen

- je schwerer und stabiler eine Lage, desto hidufiger wird
sie auftreten.
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Dadurch, daB die Wirfel zu solchen Spekulationen anregen,
wird von Anfang an sinnfidllig:

- Wahrscheinlichkeiten machen Vorhersagen relativer Hiufig-
keiten

- zufallsbedingte Abweichungen von den Vorhersagen sind

natirlich (so wird niemand beim U-Wirfel die Symmetriean-
nahme flir Wahrscheinlichkeiten bzgl. 1-6 und 2-5 fallen-
lassen, obwohl die relativen Hidufigkeiten fast immer un-
symmetrisch sind)

- daB Wahrscheinlichkeiten oft provisorischen Charakter
haben und nach umfangreichen Versuchen mitunter verworfen
bzw. durch bessere Vorhersagen ersetzt werden .ilissen.

Um einem MiBverstdndnis vorzubeugen:

normaler Wirfel, Minze und ReiBnagel sind nicht schlecht.
Natlrlich sollen sie im Stochastikunterricht eingesetzt
werden. Das Arbeiten mit den teilweise symmetrischen Wiirfeln
ist jedoch ungleich spannender. Es sollte (ilber den Motiva-
tionseffekt hinaus) aus Grinden einer addquaten Begriffsbil-
dung gleichberechtigt neben das Arbeiten mit klassischen
Zufallsobjekten treten.

Wenn Sie weitere Anregungen zum Einsatz der Riemer-Wirfel im
Rahmen eines Einfilihrungskurses "Wahrscheinlichkeiten als
Vorhersagen relativer Hdufigkeiten" wilinschen, so k®nnen Sie
sich an den folgenden Arbeitsbldttern oder an der Ubersicht
orientieren, in der die wichtigsten Ergebnisse in Form von
Merksdtzen festgehalten wurden.

11




Arbeitsblatt 1: wir stellen Vermutungen auf

1) Schaue den langen und den kurzen U-Wiirfel genau an. Du
sollst nun (ohne Probewilirfeln) vorhersagen, welche Seite(n)
beim Wirfeln am hdufigsten, am zweithidufigsten, am dritthiu-
figsten... oben liegen wird (werden). Wenn Du glaubst, daB
verschiedene Seiten die gleiche Chance haben, so trage sie
in die gleiche Zeile ein.

Meine Vorhersage:
kurzer Wirfel: langer Wirfel:

am hdufigsten oben:
am zweithdufigsten:
am dritthdufigsten:
am vierthdufigsten:

2) Versuche gefiihlsmdBig vorherzusagen, in wieviel Prozent
die einzelnen Seiten (ungefidhr) oben liegen werden, wenn Du
den Wirfel oft hintereinander wirfst.

Meine Schdtzung:

kurzer Wiirfel langer Wirfel

Arbeitsblatt 2: wir fassen unsere Ergebnisse zusammen
und verbessern unsere Vorhersagen fiir spdtere Versuche

4) Trage hier die Ergebnisse Deiner Klassenkameraden ein:
(jeder sagt, ob er einen kurzen oder einen langen Wirfel
hatte und diktiert langsam zum Mitschreiben!)

kurzer Wirfel langer Wirfel

1 2 3 4 5 6 Name 1 2 3 4 5 6 Name

3) Wirfle mit Deinem Wirfel 50 mal (wenn Du viel Zeit hast
~auch 100 mal) und trage die Ergebnisse ein

(jeweils 20 in einer Zeile). Ich habe einen Wirfel
A A VA A A A A A A A 20
A A A A A 40
A A A A A A A A A A 60
VA A A A A A 80
VA A A A A A A A 100
Auswertung: 1 q 2 3 4 5 6
Strichliste

absolute

Hiufigkeit

relative

Hidufigkeit

War Deine Vorhersage aus Aufgabe 2 brauchbar?

12

Summe Summe

7, in % in %

5) Sicher waren unsere Vorhersagen (Aufgabe 2) noch nicht
optimal. Wir wuBten damals ja auch sehr wenig Uber unsere
Wirfel. Wir sollten jetzt verbesserte Vorhersagen (Wahr-
scheinlichkeiten) fir andere Klassen aufstellen, die mit den
Wirfeln spdter experimentieren wollen.

Verbesserte Vorhersagen (Wahrscheinlichkeiten):

kurzer Wirfel langer Wirfel

1 7 3 4 5 6 1 2 3 14 5 6

Merke: Vorhersagen flir relative Hdufigkeiten, zwm &HH m%m in
2) und in 5) gemacht haben, nennen wir Wahrscheinlichkeiten.

13



Arbeitsblatt 3:

Wir arbeiten mit unseren Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wir haben unser "Wissen" {iber das Verhalten der U-Wirfel in
Wahrscheinlichkeitsverteilungen niedergelegt. Diese Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen sagen voraus, in wieviel Prozent
der F&lle wir eine 1, 2, ..., 6 erwarten, wenn wir eine
lange Versuchsreihe anstellen. Schreibe diese Wahrschein-
lichkeitsverteilungen nochmals auf:

1 2 3 4 5 6
kurzer U-Wirfel: 3 3 3 % % 2
langer U-Wirfel: % 2 % % % %
normaler Wirfel: 2 3 2 2 3 %

6) Jemand hat beim Wiirfeln folgende Ergebnisse erhalten. Du
sollst jetzt sagen, mit welchem der drei Wirfel die betref-
fende Person wohl gewlirfelt hat. Mit dem Zeichen (+, o, =)

kannst Du andeuten, wie sicher Du bei Deiner Vermutung bist.

Unterstreiche die absoluten Hiufigkeiten, die den Ausschlag
fir Deine Vermutung gaben

1 2 3 4 5 6 meine Vermutung Sicherheit
(kurz/lang/normal) (+ o -)
11| 20/ 21] 33 201 7](112)
7 29127 49 35] 9 (156)
11| 8 12 7 8 110 (56)
5 6 | 18] 35 5 91 (78)
3 5 126] 25 3 91 (71)
- 7) ("Pfadregel") Du sollst gleich mit einem Wiirfel Doppel-

wlirfe (jeweils zweimal direkt hintereinander) anstellen und
beobachten, wie oft eine Doppelvier (4,4), eine Doppeldrei
(3,3) und eine Einszwei (1,2) auftritt.

a) mache eine Vorhersage, in wieviel Prozent aller Fille Du
eine Doppelvier, Doppeldrei, Einzwei erhalten wirst, wenn Du
einen der Wirfel verwendest:

Arbeitsblatt 4: wir Uberpriifen die Vorhersagen flir Doppel-
wiirfe ("Pfadregel", "Und Regel")

8) Uberpriife Deine Vorhersage durch ein mxmmwwsmzﬁ. Mache
dabei 50 Doppelwiirfe (also insgesamt 100 mH:NmHsmv:c:Q trage
die Ergebnisse ein. Ich verwende einen Wirfel:

— o~ —~
-

~— = e = —
~

—_———~ o~ —~
~

—~ o~
~

—

— o~~~ —~
~

-~
~

o ——
-

—
~

— o —

PRGN
~

o~ — o~
~

— — —

Zidhle Deine 50 Versuche aus:

Doppelvierer (4,4)|Doppeldrei (3,3)|Einszwei (1,2)

absolute
Haufigk.

relative
Haufigk.

Was meinst Du zu Deiner Vorhersage aus Aufgabe 72

9) Wir fassen die Ergebnisse aller xpmmmmswwamﬁmam:.N5mm5|
men. Jeder sagt erst, welchen Wirfel er hatte G:@ diktiert
langsam zum Mitschreiben, wie oft er mH:mUowva<HmH ,:uiw
Doppeldrei (Dd) und Einszwei (Ez) hatte. Wir tragen 1in die
entsprechende Spalt2 ein.

Doppelvier Doppeldrei Einszwei
kurzer U-Wirfel: 2 % 3
langer U-Wirfel: 2 % 3
normaler Wirfel: % % %

b) Warum ergeben die Zahlen in einer Zeile weniger als 100%?

c) Gelingt es Dir, Deine Vorhersage zu begriinden? Tip: In
welchem Prozentsatz filihrt der erste Wurf zum Erfolg, in
welchem Prozentsatz davon auch noch der zweite?

14

kurz Name lang Name normal Name

Dv |Dd |Ez Dv |Dd [Ez Dv |Dd |Ez
abs. Hfk.
rel. Hfk.

Werden die Gesamtergebnisse durch die Pfadregel gut vorher-
gesagt?

15



Weitere Ubungen

10) (zZur Kontrolle. Du kannst Deine 50 Doppelwiirfe mit dem
U-Wirfel aus Aufgabe 9 nachtridglich als 100 Einzelwlirfe :
deuten, sie nochmals auszdhlen (die absoluten und relativen
Hiaufigkeiten fir 1,2,...,6 feststellen) und testen, ob sie
durch unsere friiher aufgestellten Wahrscheinlichkeiten gut
vorhergesagt wurden.

11} a) Mache 50 Doppelwiirfe mit dem gezinkten/ungezinkten
O-Wirfel. Protokolliere die Versuchsergebnisse wie folgt:
(R,2) (2,B) ... (Z=Zahl, B=Baum, R= Rand).

b} Bestimme die relativen Hiufigkeiten fiir die neun mégli-
chen Ausgédnge (B,B),(B,R),...(R,B),...,(2,2).

c) Deute das Versuchsprotokoll als 100 Einzelversuche und
bestimme die relativen Hidufigkeiten der drei mdglichen Ver-
suchsausgédnge.

d) Fassedie Ergebnisse der ganzen Klasse zusammen, bestimme
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fir die O-Wiirfel.

e) Leite daraus eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den
Doppelwurf her und Uberprife durch Vergleich mit b) die
Pfadregel.

12) Jemand hat folgende absolute Hdufigkeiten gewliirfelt:

1 2 3 4 5 6
7 29 27 49 35 9
1 49 37 63 27 23

105] 101 36 35 109] 104
12 14 55 93 14 26

Dabei wurde ein S-Wirfel, je ein kurzer und ein langer

U-Wirfel und ein kurzer L-Wirfel verwendet.

a) Berechne die zugehdrigen relativen Hiufigkeitsverteilun-
gen

b) Ordne die vier Wirfel den vier Hiufigkeitsverteilungen
Zu.

13) Beim normalen Wirfel ist es gleichwahrscheinlich, daB

man eine gerade bzw. ungerade Zahl wiirfelt. Gilt dies auch
fir den

a) S-Wirfel

b) kurzen U-Wirfel?

b) kurzen L-Wirfel?

Bei welchen Wirfeln kann man das sofort (ohne Experimente)
beantworten?
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14) Berechne die Wahrscheinlichkeit, daB8 man bei dem
Doppelwurf des (kurzen/langen) U-Wirfels

a) zwel gerade

b) eine gerade und eine ungerade

c) zwel ungerade

Zahlen erhdlt. Vergleiche mit dem Versuchsprotokoll von
Aufgabe 8.

15) Jemand hat im Laufe eines Spiels 18 Sechser erhalten.
Was meinst Du: Wie oft hat er wohl (ungefdhr) gewiirfelt,
wenn er einen

a) normalen Wirfel

b) einen kurzen/langen U-Wiirfel

c) einen kurzen/langen L-Wiirfel

d) einen S-Wirfel

verwendet hat? Uberpriife Deine Vermutung durch ein Klassen-
experiment.

16) Du sollst mdglich viele

a) Einser

b) Dreier

c) Vierer

wlirfeln. Welcher der Wirfel (kurzer/langer U-Wlirfel, kurzer/
langer L-Wirfel, S-Wirfel, normaler Wirfel) erscheint Dir zu
diesem Zweck besonders glinstig? Uberpriife diese Vermutung in
einem Klassenexperiment.

17) Jemand hatte filir einen unserer Wirfel notiert:

1 2 3 4 5 6
6% 15% 15% 43% 15% 6%
6.4%[12.8%[15.4%({42.3%]17.9%{5.2%

a) Er hat aber vergessen, in welcher Zeile die Wahrschein-
lichkeiten, in welcher Zeile die relativen Hdufigkeiten
standen. Kannst Du helfen?

b) Er hat auch vergessen, ob er einen L-oder einen U-Wiirfel
verwendet hat. Kannst Du helfen? Hatte er einz kurze oder
eine lange Ausfihrung?

18) Wer zuerst mit dem O-Wirfel alle drei MoOglichkeiten B
(Baum), Z (Zahl), R (Rand) mindestens einmal (zweimal) gewlr-
felt hat, gewinnt. Wirdest Du lieber den gezinkten oder den
ungezinkten O-Wiirfel verwenden? Oder ist es Dir egal?
Bestimme in einem Klassenexperiment welcher der Wirfel
glinstiger ist. Wie lange braucht man im Mittel, um alle
Ergebnisse mindestens einmal (zweimal) zu erhalten?
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19) Du sollst einen "Zweier-Pasch", wirfeln, d. h. bei einem
Doppelwurf missen beide Wiirfel das gleiche Ergebnis liefern.
Du darfst Dir aussuchen, ob Du

a) mit zwel normalen Wirfeln

b) mit zwel langen U-Wlrfeln

c) mit zwel ungezinkten O-Wiirfeln

d) mit zwel gezinkten O-Wirfeln N
wirfeln méchtest. Welchen Wirfeltyp wilirdest Du wdhlen?
Berechne die Wahrscheinlichkeit fiir einen "Zweier-Pasch",
indem Du von den Wahrscheinlichkeitsverteilungen ausgehst,
die Du filir die 4 Wirfeltypen besitzt. Uberpriife in einem
Experiment!

20) Du mbchtest beim "Mensch-drgere-Dich-nicht”
a) aus dem "Hduschen" und brauchst eine Sechs

b) Deinen Feind "rausschmeiBen", der drei Felder vor Dir
steht

c) Deinen Freund "nicht schlagen", der vier Felder vor Dir
steht

Du darfst jeweils zwischen dem kurzen U-Wiirfel, dem S-Wiirfel
und einem normalen Wirfel wdhlen. Welcher erscheint Dir in
den einzelnen Situationen besonders glinstig?

21) Man sagt einem Lehrer nach, er bestimme die Zeugnisnoten
durch wWirfeln. Welchen Wiirfel wirdest Du Deinem Lehrer ge-
ben, damit die Klassenarbeiten "mdglichst gqut" ausfallen?

22) Wenn ein Drittel aller Klassenarbeiten "unter dem
Strich" liegt (5 oder 6), dann muB sie vom Direktor geneh-
migt werden. Bel welchem Wirfel ist die Gefahr besonders
‘groB (besonders klein), daB die Arbeit genehmigt werden muB?

23) Bestimme Erwartungswert und Streuung fiir die einzelnen
Wiirfel. Mit welchem der Wirfel kommt man beim Mensch-&rgere-
Dich-nicht am schnellsten voran? Gibt es flir jeden der
Wirfel eine andere Beschriftung, bei der man im Mittel
schneller vorankommen wiirde?

24) Jemand hat entdeckt, daB man beil einem normalen Wiirfel

im Mittel sechsmal wilirfeln muB, um eine 6 zu bekommen.

a) Wie lange muB man im Mittel wilirfeln, um eine 4 zu
bekommen? Probiere es aus.

b) Wie lange braucht man im Mittel, um mit dem langen U-
(L-) Wirfel eine 4 (3, 2) zu wilirfeln? Filhre ein Experi-
ment aus (oder werte Aufgabe 3 und 8 neu aus}).

c) Entdeckst Du einen Zusammenhang mit den Wahrscheinlich-
keiten p(4), p(3), p{(2), des U- (L-) Wirfels?
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Zusammenfassung (Merkregeln):

1) Die Wahrscheinlichkeit ist eine (subjektiv beste) Schdt-
zung der in einer langen Versuchsreihe zu erwartenden rela-
tiven Haufigkeit.

2) Wahrscheinlichkeiten driicken Erwartungen aus (vor Ver-
such), absolute und relative Hdufigkeiten sind Versuchser-
gebnisse (nach Versuch). Bei unseren Wirfeln sind alle Wahr-
scheinlichkeiten fiir symmetrische Seiten gleich. Die abso-
luten und relativen Hdufigkeiten aber nur in Ausnahmef&llen.
Sie schwanken von Versuch zu Versuch.

3) Wenn Wahrscheinlichkeiten sehr schlechte Vorhersagen
machen, dann miissen wir sie verwerfen und versuchen, bessere
zu finden.

4) Wahrscheinlichkeiten, "bel denen man sich nicht so sicher
ist", nennt man oft auch Wahrscheinlichkeitshypothesen.

Anzahl / Gesamtzahl
Anteil * Gesamtzahl

4) Die Formel: Anteil
oder Anzahl

wird in der Wahrscheinlichkeitsrechnung meist so verwendet:

a) vor Versuch:
erwartete Anzahl = Wahrscheinlichkeit * Versuchszahl

b) nach Versuch:
relat. Hiufigk. = absolute Hdufigkeit / Versuchszahl

5) Additionsregel (Oder-Regel, einstufiger Versuch)

Wenn man einen Treffer dadurch erreicht, daB man entweder
ein Ergebnis A (Wahrsch. p) oder ein Ergebnis B (Wahrsch. qg)
erzielt, dann ist die Wahrscheinlichkeit flir einen Treffer

p+q

6) Multiplikationsregel (Und-Regel, zweistufiger Versuch)
Erreicht man in einem zweistufigen Versuch einen Treffer
dadurch, daB man auf der ersten Stufe ein Ergebnis A
(Wahrsch. p) und zusdtzlich auf der zweiten Stufe ein Ergeb-
nis B (Wahrsch. gq) erzielt, dann ist die Wahrscheinlichkeit
fir einen Treffer p*qg.
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3. Beurteilende Statistik mit Hilfe der Bayesschen Regel

(Klassen 9, 10 und Sekundarstufe II)

In der Beurteilenden Statistik versucht man, von experimen-
tellen Daten ("Indizien”) auf die Giiltigkeit von Hypothesen
zurlickzuschlieBen.

In diesem Abschnitt betrachten wir folgende Variante stati-
stischer Probleme: Es werden mehrere Alternativen (Hypothe-
sen) zur Auswahl vorgegeben. Die Aufgabe besteht darin
herauszufinden, welche der Hypothesen zutrifft, 4. h. mit
den experimentellen Daten am besten vereinbar ist.
Beispielsweise werden wir mehrere Riemer-Wirfel zur Auswahl
vorlegen und dann versuchen, aus den gewlirfelten Augenzahlen
zu erschlieBen, welcher Wirfel benutzt wird. Die Hypothesen
werden in diesem Beispiel also durch die Wiirfel dargestellt.
Die Frage nach statistischen Fehlentscheidungen und ihrer
Abhidngigkeit vom Umfang der Stichprobe drdngt sich auf.

Besonders eindrucksvoll werden die Experimente zur Bayes-
schen Regel, wenn man sie durch einen Computer begleitet.

So einfach die Programme sind, ihre Wirkung ist verbliffend.
Man kommt aber auch mit einem Taschenrechner aus.

3.1 Ein Experiment

Jemand darf zwischen

(N) einem normalen Laplace-Wirfel,
(L) einem kurzen L-Wirfel und
(S) dem Spat-Wirfel wdhlen.

Wir beschreiben das Verhalten der Wirfel durch folgende
Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

1 2 3 4 5 6
N 16.6% 16.6% 16.6% 16.6% 16.6% 16.6%
L 0.5% 14 % 21.5% 40 % 14 % 10 %
S 22 % 22 % 6 % 6 % 22 % 22 %
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Wir wollen herausfinden, welchen der drei Wirfel die Ver-
suchsperson ausgewdhlt hat. Anfangs sind wir sehr unsicher.
Jeder Wirfel kommt in Frage, wir besitzen fir alle drei die
gleiche (subjektive) Wahrscheinlichkeit:

N | L | s
33.3% | 33.3% | 33.3%

Die Versuchsperson wiirfelt und teilt uns das "Indiz" 4 mit.
Das spricht am meisten flir L und sehr gegen S. Denn 4 tritt
bei L sehr hdufig (40%) auf, bei S dagegen sehr selten (6%).
Wir driicken unser Gefiihl durch folgende Verteilung aus:

N L | s
30% | 60% | 10%

Dann wird 1 gewilirfelt. Das spricht extrem stark gegen den L~
Wiirfel, denn bei diesem tritt 1 nur mit der Wahrscheinlich-
keit 0.5% auf. Wir missen obige Verteilung ganz erheblich
revidieren:

z_b_m
75% | 58 | 20%

Der ndchste Versuch liefert das Indiz 3, es spricht sehr
gegen S. N gewinnt an Glaubwlirdigkeit:

N |JL | S
85% | 63 | 9%

Die ndchste 1 macht uns noch sicherer:

N |L | s
m@w_pw_pow

nach einer weiteren 3:

N | L | S
95% | 1% | 4%

riskieren wir die Entscheidung: "Es handelt sich um den
normalen Laplace-Wirfel".

Die Wahrscheinlichkeit 5% fiir L und S zusammen ist unsere
subjektive Irrtumswahrscheinlichkeit. Obwohl wir uns fir N
entschieden haben, glauben wir ja, daB8 L oder S mit 5%
vorliegen, daB wir uns also geirrt haben. Nur weitere Versu-
che kdnnten unsere Sicherheit erhdhen.
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3.2 Versuchsauswertung mit der Bayesschen Regel

Verschiedene Personen haben trotz gleicher Informationen
verschiedene subjektive Wahrscheinlichkeiten fiir N, L und S.
Gibt es eine flr alle verbindliche und verstandesmdBig be-
grindbare Methode zur Revision unserer subjektiven Wahr-
scheinlichkeiten? Ja, die Bayessche Regel. Zur Erinnerung
sei sie kurz informell hergeleitet:

Hétten wir vor dem ersten Versuch gefragt: "mit welcher
Wahrscheinlichkeit erwarten wir das Indiz 4?", so hdtten wir
(mit Pfad- und Additionsregel) folgende Antwort erhalten:

P(4) P(N)-P(4/N) + P(L)-P(4/L) + P(S)'P(4/9)

Al

0.33:0.16 + 0.33-0.40 + 0.33°0.06 = 0.21 .
(Dabei bezeichnet z. B. P(N) die Wahrscheinlichkeit fir den
normalen Wirfel, P(4/N) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit
flir 4 bei Verwendung eines normalen Wirfels. Die numerischen
Werte sind gerundet.) Nun ist aber 4 eingetreten. Und der-
Anteil an P(4), der von N herriihrt, ist gleichzeitig die
Wahrscheinlichkeit, daB N vorliegt, also die bedingte Wahr-
scheinlichkeit P(N/4). Und das ist schon die Bayessche Re-
gel:

P(N):P(4/N) _0.05 _ .0
PINI%) = BTR)-B(4/N +P(L) - B(4/L)+B(8) - B(4/8) ~ 0.21 7%

Analog erhdlt man P(L/4)=64% und P(SX4)=10%.

Ergebnis:

Durch Beobachtung des Indizes 4 hat sich die subjektive
(a priori) Wahrscheinlichkeitsverteilung

N | L s
0.33]0.33]0.33

verdndert zu

N _| L S
0.27 | 0.64] 0.10

Man nennt sie a posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilung.

22

Wir fassen in eilnem Diagramm zusammen:

P(N)=1/3 P(L)=1/3 P(S)=1/3 < a priori Wahrscheinl.

E [ ] [s ]

P(4/N) P(4/L) P(4/9) < bedingte Wahrscheinl.
=0.16 =0.40 =0.06

Indiz 4
P(N/4) P(L/4) P(S/4) < a posteriori Wahrscheinl.
=0.27 =0.64 =0.10

Fiir den zweiten Wurf lbernimmt diese a posteriori Verteilung

die Rolle der a priori Verteilung. Die Bayessche Regel
liefert:

e P(N)- P (1/N)
Plvi) P(N)-P(1/N)+P (L) -P(1/L)+P(S) -P(1/S)
0.27-0.16 _0.045 _ s
=0.27-0.16 +0.64-0.005 +0.10:0.22 ~ 0.070 .

und analog P(L/1)=0.05, P(5/1)=0.31.

Wir veranschaulichen wieder durch ein Diagramm:

P(N)=0.27 P(L)=0.64 P(S)=0.10 < a priori Wahrscheinl.

R I

P(1/N) P(1/L) P(1/S) <« bedingte Wahrscheinl.
=0.16 =0.005 =0.22

Indiz 1
P(N/1) P(L/1) P(S/1) <& a posteriori Wahrscheinl.
=0.65 =0.05 =0.31
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Wir setzen unser Experiment fort und wenden in jedem Schritt
die Bayessche Regel an, die wir etwas allgemeiner so formu-
lieren k&nnen:

P(Ai)« P(I/Ai)
P(AL/I) = 3
S~ P(Ak)- P(I/Ak)
k=4

Dabei ist I das Indiz, also die gewlirfelte Augenzahl. Fir
die Alternativen schreiben wir: Al=N, A2=L, A3=S.

Wir erhalten folgende Tabelle (Ausdruck gerundet, sie wurde
durch das auf Diskette mitgelieferte Programm BAYS/NLS
berechnet) :

zum Vergleich

Bayessche Regel: intuitiv geschédtzt:

I N L S N L S
0.33}10.3310.33 0.33) 0.33) 0.33
4 0.27 ) 0.64 | 0.10 0.30| 0.60} 0.10
1 0.65| 0.051 0.31 0.751 0.05| 0.20
3 0.79 1 0.07) 0.14 0.85) 0.064) 0.09
1 0.8110.00(| 0.18 0.89] 0.01} 0.10
3 0.92 1 0.00] 0.07 0.95] 0.014 0.04

(Es lag Ubrigens tatsdchlich ein N-Wiirfel vor.)

Der Vergleich der errechneten mit den vorher (!) intuitiv
geschdtzten Wahrscheinlichkeiten ist immer wieder spannend.
Oft ist die Ubereinstimmung brauchbar, d. h. die Bayessche
Regel beschreibt unsere Intuitionen recht gut.

In obigem Beispiel brauchten wir zur Entscheidung nur wenige —

Schritte. Das lag daran, daB durch das Aufteten von 1 der L-
Wirfel rasch ausschied, ebenso schied der S-Wirfel durch das
Auftreten von 3 und 4 schnell aus.

Es kann passieren, daB die Versuche lidnger dauern. Wir
geben zwel Beispiele:
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Versuchsreihe 2 Versuchsreihe 3

Wahrscheinl. fir Wahrscheinl. fiir

I N L S I N L S
0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 0.33
0.32 0.27 0.42 3 0.38 0.49 0.14
0.39 0.42 0.19 5 0.39 0.42 0.19
0.44 0.29 0.28 4 0.27 0.69 0.05
0.54 0.01 0.45 4 0.14 0.85 0.01
0.48 0.00 0.52 4 0.06 0.94 0.00
0.72 0.00 0.28 5 0.07 0.92 0.00
0.66 0.00 0.34 4 0.03 0.97 0.00
0.84 0.00 0.16 5 0.04 0.96 0.00
0.80 0.00 0.20 3 0.03 0.97 0.00
0.92 0.00 0.08 5 0.04 0.96 0.00
0.89 0.00 0.10 3 0.03 0.97 0.00
0.87 0.00 0.13 3 0.02 0.98 0.00
0.83 0.00 0.17 3 0.02 0.98 0.00
0.79 0.00 0.21
0.91 0.00 0.09 Entscheidung:

0.89 0.00 0.11 der (kurze) L-Wirfel wird
0.86 0.00 0.14 benutzt —

0.82 0.00 0.18
0.77 0.00 0.23
0.72 0.00 0.28
0.66 0.00 0.34
0.84 0.00 0.16
0.94 0.00 0.06
0.92 0.00 0.08
0.97 0.00 0.03
0.99 0.00 0.01
1.00 0.00 0.00
0.99 0.00 0.01
0.99 0.00 0.01
0.99 0.00 0.01

NUTRERE R BRSO OOROANDRFRPURLPNWNOAEUNWEREROWDND

Entscheidung:
der S-Wirfel wird benutzt

Um ein Gefiihl fiir die Bayessche Regel zu erhalten, sollten
Sie selbst einige Experimente mit dem Programm BAYS/NLS
anstellen oder selbst entsprechende Programme - auch fir
andere Wirfel - schreiben (lassen). Vgl 3.4 Aufgabe 7.

Wenn Sie nicht gleich erzdhlen, daB der Rechner die Wahr-
scheinlichkeiten der N-, L-und S-Wirfel kennt, k&nnen Sie
ihre Zuschauer mitunter ganz schon zum Staunen bringen:
Wie kann der Computer wissen, mit welchem dieser exotischen
Wirfel ich arbeite? Kann er hellsehen?
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3.3 Anwendung der Bayesschen Regel

(zusammengesetzte Indizien, Taschenrechner)

Beispiel 1: Wenn man sich fir den Proze8 des Erkenntnisge-
winns bei wiederholter Anwendung der Bayesschen Regel nicht
interessiert, kann man zum gleichen Endergebnis auch in
einem Schritt gelangen. Man betrachtet "zusammengesetzte"
Indizien. Bel unserem Wirfelbeispiel aus 3.1 und 3.2 etwa
I1=(4,1,3,1,3). Dieses Indiz hat die Wahrscheinlichkeit
(Pfadregel) :

2 2
P(1) * P(3) - P(4) .

Fiir den normalen Laplace-Wirfel (N), den kurzen L-Wirfel (L)
und den Spat-Wirfel (S) ergeben sich unterschiedliche Werte:

P(I/N)=0.0001286

P(I/L)=0.0000005
P(I1/S5)=0.0000105

Die Bayessche Regel liefert mit

P(I) = (1/3)0P(I/N)+(1/3)P(I/L)+(1/3)P(I/S) = 0.0000465
P(N/I) = (1/3)P(I/N) / P(I) = 0.921754250.92
P(L/I) = (1/3)P(I/L) / P(I) = 0.0033132=0.00
P(S/I) = (1/3)P(1/S) / P(I) = 0.0749325%20.07

das gleiche Endergebnis wie bei schrittweiser Anwendung in
3.2. Wenn die auftretenden Wahrscheinlichkeiten zu klein
werden, arbeitet man mit Logarithmen. (Man berechnet
zundchst die Verhidltnisse der a posteriori Wahrscheinlich-
keiten, die Nenner in der Bayesschen Formel fallen dabei
weg). Vgl auch Beispiel 2.

Beispiel 2: Besonders einfach wird die Anwendung der Bayes-
schen Regel (auch bei wiederholter Anwendung), wenn man nur
zwischen zwei Alternativen zu entscheiden hat. Es reicht
dann, den Quotienten der a posteriori Wahrscheinlichkeiten
zUu bestimmen. Nehmen wir an, es ist zu entscheiden, ob (L1l)
der lange oder (Lk) der kurze L-Wirfel vorliegt. Wenn das
Indiz I (= 2) fdllt, sieht der zugeh&rige Rechenschritt (mit
P(2/L1)=0.065, P(2/Lk)=0.14 und P(2/L1)/P(2/Lk)=0.464) wie
folgt aus:

26

P(L1/I) _ P(L1l) . P(I/L1) _ Ebt.oi;
P(Lk/I) P (Lk) P(I/Lk) - P (Lk) s

Man hat das Verhdltnis der a priori Wahrscheinlichkeiten nur
mit dem Verhdltnis der bedingten Wahrscheinlichkeiten zu
multiplizieren, um das Verhdltnis der a posteriori Wahr-
scheinlichkeiten zu erhalten.

Beispiel 3 (Fortsetzung von Beispiel 2):
Wir beschreiben die L-Wiirfel durch folgende Wahrschein-
lichkeitsverteilungen:

1 2 3 4 5 6 I

0.5% 6.5% |31.0% |42.0% 6.5% [13.5% P(I/L1)

0.5% | 14.0% }21.5% [40.0% |{14.0% |10.0% P(I/Lk)

1 0.464] 1.442| 1.050| 0.464| 1.35 P(I/L1) / P(I/LKk)

0 3 12 28 4 13 a(I) abs. Hfgk.

Die letzte Zeile enth&dlt das Ergebnis einer Stichprobe vom
Umfang 60. Stammt sie vom langen {(L1) oder vom kurzen (Lk)
L-Wirfel? Wir vermuten: vom langen L-Wirfel, weil 2 und 6

selten gefallen sind. Was sagt die Bayessche Regel?

Wenn die a priori Wahrscheinlichkeiten fiir L1 und Lk je 0.5
waren, ergibt sich flir die a posteriori Wahrscheinlichkeiten

gemdB Beispiel 2 (wir fassen die Hiufigkeitsverteilung als
Indiz J auf):

P(Lel3) 0,8 3 12 28 4 13

ﬁQPEun 9m..o.¢m¢ - 1.442 - 1.05 + 0.464 - 1.35 = 71.38

Die Wahrscheinlichkeit, daB der lange L-Wiirfel verwendet
wurde, verhdlt sich zur Wahrscheinlichkeit, daB der kurze L-
Wirfel verwendet wurde wie 71:1 oder (98.6% : 1.4%). Unsere

Vermutung wird durch die Bayessche Regel sehr bestdrkt.

Wie die drei Beispiele belegen, ist ein Computer nicht
unbedingt erforderlich. Ein Taschenrechner reicht aus, wenn
man sich bei wiederholter Anwendung der Bayesschen Regel auf
zwel Alternativen oder bei mehr als zwei Alternativen auf
eine komprimierte Anwendung beschrénkt.
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3.4 Aufgaben und Anregungen

1) Jemand darf zwischen einem normalen und einem kleinen U-
Wirfel wdhlen. Er teilt uns seine Ergebnisse mit:

a) 3 4
2 2

5
b) 6

4 32354 4
4 36 6515
Berechne mit der Bayesschen Regel nach jedem Zug die Wahr-
scheinlichkeit dafir, daB die Ergebnisse vom normalen bzw.
vom kurzen U-Wirfel stammen. Verwende fiir den kurzen U-

Wirfel Deine eigene Wahrscheinlichkeitsverteilung oder die

folgende:

2 |3 |4 |5 16|
[7% | 19% | 163 | 32% | 19% | 7%

Kontrolliere Dein Endergebnis, indem Du die Regel von Bayes
nur ein einziges mal anwendest.

2) Jemand darf zwischen einem kurzen und einem langen U-
Wirfel auswdhlen. Fir den langen U-Wirfel benutzeri wir fol-
gende Wahrscheinlichkeiten:

-~

2 |3 14 15 16 |
[12% | 6% | 223 | 413 ] 6% | 12%]

Die Wahrscheinlichkeiten fir den kurzen U-Wirfel entnehme
man Aufgabe 1. Es wurden folgende Ergebnisse gewlirfelt:

1 2 3 4 5 6
i) 11 20 21 33 20 7 1(112)
11) 11 6 25 46 7 16 | (112)
iii) 4 3 11 33 6 8 (65)
iv) 1 14 19 20 8 3 (65)

a) Stelle intuitiv eine Vermutung auf, ob die Ergebnisse
einer Zeile jeweils von einem kurzen oder einem langen U-
Wirfel stammen.

b) Berechne das Verhdltnis der Wahrscheinlichkeiten, daB den
einzelnen Ergebnissen der kurze bzw. der lange U-Wirfel
zugrunde lag. Die a priori Wahrscheinlichkeit flir kurz oder
lang sei jeweils 50%.
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3) Dein Banknachbar wiirfelt mit einem gezinkten oder einem

ungezinkten O-Wlirfel. Er teilt Dir seine Ergebnisse mit.
Kannst Du nach 5 (10) Schritten schon sicher sagen, von
welchem O-Wiirfel die Ergebnisse stammen? Driicke Deine
Vermutung nach jedem Schritt in Prozent aus. Kontrolliert
zusammen Deine intuitiven Wahrscheinlichkeiten mit der
Bayesschen Regel. Wechselt Euch mit dem Raten ab.

Zusatz: Veranstaltet ein Wettraten: Jede Information, die Du

von Deinem Nachbarn anforderst, kostet Dich einen Punkt.
Gibst Du aber (nach wenigen Informationen) einen falschen
Tip ab, kostet das zusdtzlich 5 Punkte. Fir einen richtigen
Tip erhdltst Du dagegen 5 Punke zuriick. Wer hat nach 10
Rateversuchen das glinstigste "Punktekonto"?

4) Jemand wlrfelt mit einem kurzen U-Wirfel. Er kann seine
gewlirfelten Ergebnisse auf zwei Arten verschliisseln:

bedeutet Rand

a) 1 bedeutet Baum, 6 bedeutet Zahl, 2,3,4,5
1,2,5,6 bedeutet Rand.

b) 3 bedeutet Baum, 4 bedeutet Zahl,

Es ergab sich B Z Z BB Z Z Z R Z R B R. Berechne mit der
Bayesschen Regel die Wahrscheinlichkeit, daB diesen Ergeb-
nissen die Verschliisselung a) bzw b) zugrunde lag.

Tip: Benutze die Wahrscheinlichkeiten des U-Wirfels aus
Aufgabe 1, und berechne damit die bedingten Wahrscheinlich-
keiten fir B, Z, R, wenn man nach a) bzw. b) verschliiselt.
Mache eigene Experimente - auch mit anderen Verschlisselung-
en.

5) (Je mehr Information desto sicherer sind wir):
Dein Partner wdhlt zwischen einem normalen Laplace-Wirfel
und dem langen U-Wirfel. Er wirfelt 50 mal.

a) Er teilt Dir mit, wie oft er eine der Zahlen 2;5
(+) oder eine andere (-) gewlirfelt hat.
b) Er gibt Dir die volle Information.

Berechne mit der Bayesschen Regel jeweils das Verhdltnis der
Wahrscheinlichkeiten filir das Vorliegen des U-bzw. des
Laplace-Wirfels. Kommentiere, was Dein Rechenergebnis mit
der Uberschrift zu dieser Aufgabe zu tun hat.

29



6) (die Grenzen der Bayesschen Methode):
In Abschnitt 4.1 berechnen wir fir den langen U-Wirfel
mehrere Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

1 2 3 4 5 6

PA| 0.15] 0.12 | 0.23 | 0.23| 0.12 | 0.15
PB| 0.15) 0.12} 0.19| 0.27| 0.12 [ 0.15
pCc| 0.12] 0.08 ) 0.24 | 0.53] 0.08 |]0.12

Bei PA verhalten sich die Wahrscheinlichkeiten wie die Auf-
lageflidchen F, bei PB wie die Kehrwerte der Schwerpunkth&hen
1/h, bei PC wie die Quotienten F/h. Anfangs mégen alle
Hypothesen die gleiche subjektive Wahrscheinlichkeit (1/3)
besitzen. Zwei Versuchsreihen lieferten:

1 2 3 4 5 6
a) 11 6 25 46 7 16 (112)
b) 42 33 111 | 197 | 38 60 (482)

Welche Hypothese hat nach a) bzw. b) die groSte a posteriori
Wahrscheinlichkeit? .

Tip: Berechne die Logarithmen der Verhdltnisse von jeweils
zwel a posteriori Wahrscheinlichkeiten.

Anmerkung: Die Bayessche Regel kann immer nur Antwort auf
die Frage geben: welche von mehreren vorgegebenen Hypothesen
ist die wahrscheinlichste. Sie bietet keine Moglichkeit zu
priifen, ob Hypothesen iiberhaupt mit den Versuchsergebnis-
Sen vereinbar sind. Dazu wendet man Signifikanztests (vgl.
Abschnitt 4 ) an.

7) Schreibe ein (allgemeines) Computerprogramm fiir die
wiederholte Anwendung der Bayesschen Regel. Vorschlag:

Eingabe:

- Anzahl der Alternativhypothesen (k) ‘

- Wahrscheinlichkeitswerte P(1)...P(n) fir jede der k
Hypothesen .

- a priori Verteilung Q(1)...0(k) fir die k Hypothesen

- in jedem Schritt: das Indiz I (zwischen 1l...n)

Ausgabe: _ . )
- in jedem Schritt die momentane a posterioril Verteilung
R(1)...R(k) fir die k Hypothesen.

Du kannst dieses Programm fir die >cm@mvm: H|m~.mﬁw die
folgenden Aufgaben und flr eigene Experimente einsetzen.
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8) Wdhle zwischen einem normalen Wirfel, dem kurzen oder dem

langen U-Wiirfel. Experimentiere mit dem gewdhlten Wiirfel und
gib die jeweils erhaltene Augenzahl als Indiz I in das
Computerprogramm von Aufgabe 7 ein. Wie lange brauchst Du im
Mittel, bis die Wahrscheinlichkeit fir eines der Objekte auf
mehr als 80 % angewachsen ist? (Auch das Programm BAYS/NUU
auf der beiliegenden Diskette 186st dieses Problem.)

9) Es sind drei Kisten mit folgenden Inhalten gegeben:

I: 100% weiBe Kugeln

II: 75% weiBe, 25% rote Kugeln

ITII: 25% weiBe, 75% rote Kugeln

Jemand wdhlt eine der Kisten aus und teilt die gezogenen
Ergebnisse mit. Verfolge das Experiment mit dem Computerpro-
gramm aus Aufgabe 7 solange, bis Du sicher bist, welche
Kiste vorliegt. (Das Programm BAY/KIST auf der beiliegenden
Diskette 16st speziell dieses Problem). Wie &dndert sich das
Problem, wenn statt der Kiste III eine weitere Kiste vom Typ
II zur Auswahl steht?

10) (Erweiterung einer Aufgabe von A. Engel):

Angenommen, es gibt einen sehr zuverldssigen Test zur Krebs-
diagnose. Habe ich Krebs (Alternative 1), dann ist der Test
Positiv (Indiz +) mit Wahrscheinlichkeit 96%. Habe ich kei-
nen Krebs, so ist der Test negativ (Indiz -) mit Wahr-
scheinlichkeit 94%. Ich unterziehe mich dem Test. Er ist
positiv.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ich tatsdchlich
Krebs habe, wenn von 145 Personen meines Alters einer Krebs
hat? (A priori Wahrscheinlichkeit fiir Krebs 1/145).

b) Natirlich unterziehe ich mich dem Test ein zweites mal.
Diesmal fallt er negativ aus. Wie groB ist jetzt die Wahr-
scheinlichkeit, daB ich tatsdchlich Krebs habe?

c) Wie groB ist dagegen die Wahrscheinlichkeit, wenn auch
der Nachtest positiv ausfdllt?

11) Man erforsche, wie sich die Bayessche Regel verhdlt,
wenn man verschiedene a priori Verteilungen mit der gleichen
Folge von Indizien revidiert. Konvergieren die a posteriori
Verteilungen gegen die gleiche Grenzverteilung? Zur Anre-
gung: man studiere und modifiziere das Programm BAY/4MNZ
(Vvgl 3.5), das mit einem Zufallsgenerator arbeitet.
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3.5 Einsatz der Computerprogramme

Man kann auch umfangreiche Experimente zur Bayesschen Regel
ohne viel Aufwand mit einem Taschenrechner auswerten. Das
wurde in 3.3 dargelegt. -

Wirklich faszinierend wird es aber dann, wenn man die Bayes-
sche Regel mit Computerhilfe sukzessive Schritt flr Schritt
anwendet und dabei genau verfolgt, wie sich die "Erkenntnis"”
durch einzelne Informationen ("Indizien") verdndert.

Ihre Programmierung ist nicht schwer, so daB sie bei Fihrung
durch den Lehrer in einer Unterrichtsstunde besprochen oder
von "Computefreaks" als Zusatzaufgabe geleistet werden kann.
Alle Programmiersprachen (Pascal, Basic, Logo) sind geeig-
net.

Die beigelegten Disketten enthalten finf kleine Programme
zur Bayesschen Regel. Sie kdnnen filir Demonstrationszwecke
eingesetzt werden oder als Anregung fiir eigene Arbeiten mit
der Bayesschen Regel dienen.

1. Programm: BAYS/NLS

gl. Abschnitt 3.1 bis 3.3). Sie wdhlen aus: entweder

) einen normalen Wirfel, (L) einen kurzen L-Wirfel oder

) den Spat-Wirfel. Dann wirfeln Sie mit dem gewdhlten
Objekt und tippen jeweils die gewlirfelte Zahl <1..6> gefolgt
von der <Return> Taste ein. Der Rechner sagt Ihnen unter
Verwendung der Bayesschen Regel, mit welcher Wahrscheinlich-
keit Sie mit den Wirfeltyp N, L oder S wilirfeln.

(v
(N
(s

2. Programm: BAYS/NUU

(vgl. 3.4, Aufgabe mvm Sie wdhlen aus: entweder (N) einen
normalen Wirfel, (Uk) einen kurzen U-Wirfel oder {Ul) einen
langen U-Wirfel... Das Programm arbeitet fiir diese Wirfel

analog zu BAYS/NLS (s.o.).

3. Programm: BAYS/MOO

(Vgl. 3.4, Aufgabe 3). Sie widhlen aus: entweder (M) eine
normale Minze, (Qu) einen ungezinkten O-Wirfel oder (0Qg)
einen gezinkten O-Wirfel. (Ergebnisse: <B> Baum, <2> Zahl,
<R> Rand gefolgt von der <Return> Taste eingeben)...

Das Programm arbeitet flir diese Wirfel analog zu BAYS/NLS.

4. Programm: BAY/KIST

(Vgl. Abschnitt 3.4, Aufgabe 9). Sie haben drei Kisten mit
(I) 100% weiBen Kugeln
(II) 75% weiBen, 25% roten Kugeln,

(ITI) 25% weiBen, 75% roten Kugeln.

Wdhlen Sie eine der Kisten und ziehen Sie mit Zuriicklegen.
Tippen Sie die gezogene Farbe <W> oder <R> gefolgt von der
<{Return> Taste ein. Der Rechner sagt Ihnen, mit welcher
Wahrscheinlichkeit Sie aus Kiste I, II oder III ziehen.

5. Programm: BAY/4MZN

Anmerkung: Dieses und die folgenden Programme benutzen fir
die Wirfel folgende Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

(N) (L) (S) (Uk) (Uul) (M) (Ou) (09)
110.166| 0.0054{ 0.22 1 0.07 0.12 B| 0.5 0.225} 0.07
21 0.166 | 0.14 0.22 1} 0.19 0.06 Z | 0.5 0.225| 0.52
310.166 | 0.215| 0.06 | 0.16 0.22- | R| 0.0 0.55 0.41
41 0.166 | 0.40 0.06 | 0.32 0.41
510.166 ] 0.14 0.22 ] 0.19 0.06
6 | 0.166 | 0.10 0.22 {1 0.07 0.12
N=normaler Wirfel, L=kurzer L-Wirfel, S=Spat-Wlirfel
Uk=kurzer U-Wirfel, Ul=langer U-Wirfel M=normale Milinze
Ou=ungezinkter O-Wirfel, Og=gezinkter O-Wirfel.

B=Baum (Kopf) Z=7Zahl R=Rand
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Flinf Personen: Christoph, Alexander, Herr Binom, Oliver und
Wladimir haben vier Hypothesen iiber die Wahrscheinlichkeiten
aufgestellt, mit denen sie beim gleichzeitigen Wurf von 4

Minzen 0 Kopfe, lKopf, .... 4 Kdpfe erwarten.
CHR | ALEX | BINOM OLIV | WLAD
0 0.2 0.05 0.0625 0.15 0.025
1 0.2 0.2 0.25 0.2 0.1
2 0.2 0.5 0.375 0.25 0.75
3 0.2 0.2 0.25 0.25 0.1
4 0.2 ] 0.05 0.0625 | 0.15 0.025

Sie ko&nnen nun selber vier Minzen werfen, und nacheinander
die Anzahl der gefallenen Kopfe <0..4> eingeben oder durch
Dricken der Leer-Taste einen eingebauten Zufallsgenerator
zum Erzeugen der Vierfachmiinzwlirfe benutzen. Sie beobachten,
wie sich die Wahrscheinlichkeiten filir die finf Hypothesen
durch wiederholte Anwendung der Bayesschen Regel &ndern und
wie sich allmdhlich die Hypothese von Herrn Binom (Binomial-
verteilung) durchsetzt, weil sie die Versuchsergebnisse
besser vorhersagt als die anderen Hypothesen.
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6. Programm: BOLZ/CHI

(Vgl. 4.3). Es handelt sich um ein Programm, mit dem man
durch einen Chi-Quadrat-Anpassungstest (mit einem Parameter
b) testen kann, ob die Wahrscheinlichkeitsverteilungen unse-
rer (oder auch beliebiger anderer) Wirfel einer Boltzmann-—
Verteilung geniligen. Dazu geben Sie die Schwerpunkthohen, die
zu den 6 Wirfellagen gehdren und danach die gewlirfelten
absoluten Hdufigkeiten ein. Dann werden Sie nach einem
Startwert fur den Parameter b (vgl. 4.3) gefragt und nach
einer Schrittweite / Schrittzahl filir seine Verdnderung. Zu
jedem Parameter b erhalten Sie eine Boltzmannverteilung und
die Chi-Quadrat-TestgréBe t, die diese Verteilung mit der
eingegebenen Hiufigkeitsverteilung vergleicht. Wenn der Wert
dieser TestgrdBe t durch geeignete Parameterwahl hinreichend
klein gemacht werden kann, dann sind die Versuchsergebnisse
mit der Boltzmann-Hypothese vereinbar. Filir ndhere Erldu-
terungen studiere man unbedingt 4.3.

Das Programm hat mit der Bayesschen Regel nichts zu tun.

Die Programme liegen bei

- flir den IBM PC (und kompatible Rechner) unter MS/DOS
- fiir den Apple II (und kompatible Rechner) unter CP/M.

Sie sind in der Sprache (Turbo) Pascal geschrieben. Die
Disketten enthalten die Textfiles (etwa BAYS/NLS.PAS) und
die sofort lauffdhigen COM Files (etwa BAYS/NLS.COM) .

Zum Starten der Programme laden Sie Ihr Betriebssystem
MS/DOS (IBM) oder CP/M (Apple). Dann legen Sie die entspre-
chende Diskette ein und tippen den Programmnamen gefolgt von
der <Return> Taste.
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4. Test von Hypothesen

/

Wdhrend man bei den statistischen Problemen aus Abschnitt 3
stets zwischen verschiedenen Alternativen abwdgen muBte
(eine Alternative war immer die richtige), haben wir hier zu
entscheiden, ob eine bestimmte Hypothese durch experimentel-
le Ergebnisse widerlegt wird oder nicht. Alternativen sind
oft nicht spezifiziert. Solche Problemstellungen bearbeitet
man mit Signifikanztests. Die Wirfel regen zu interessanten
Hypothesen an, die mit solchen Tests Uberpriift werden
kénnen.

Insbesondere werden wir untersuchen, inwiefern die Wurf-
technik das Verhalten der Wirfel beeinfluBt, und ob sich die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Wiirfel berechnen lassen.
Letztere Frage 148t sich durch einen Chi-Quadrat-Anpassungs-
test mit Parameter flir die U-und S-Wirfel (sowie beliebige
Quader, die aber nicht zu unserem Wirfelsatz gehdren), posi-
tiv beantworten. Der Rechenaufwand erfordert einen Computer.
Das Problem kann Inhalt eines Unterrichtsprojekts sein. Die
Ergebnisse sind bisher in der Literatur noch nicht ver-
offentlicht.

Wichtig: man behandle im Unterricht Hypothesen iber solche
Wirfel, die den Schiilern aus Versuchen noch nicht bekannt
sind!

4.1 Tests mit Binomialverteilung und Normalverteilung

1) U-und L-Wirfel, Binomialverteilung

Man mdchte zeigen, daB bei den beiden U-und L-Wirfeln 4
Ofter oben liegen wird als 3 (P(4)>P(3)). Versuche dazu, die
Gegenhypothese P(4)=P(3) auf dem 5% Signifikanzniveau bei
einem Stichprobenumfang 50 (100) zu widerlegen.

Anleitung: Wenn bei einem Wurf 3 oben liegt, notieren wir
"-", liegt 4 coben, so notieren wir "+" (bei anderen Ergeb-
nissen wirfeln wir weiter, bis 50 (100) +/- Ergebnisse vor-
liegen). Wenn 3 und 4 die gleiche Wahrscheinlichkeit h&dtten,
dann miBte gelten: P(+)=0.5. Man teste diese Hypothese gegen
die Alternative P(+)>0.5 auf dem 5% Signifikanzniveau.
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2) kurzer U-Wirfel, Binomialverteilung

Gelingt es Dir in einem Experiment vom Umfang 50 (100 ,500)
fir den kurzen U-wWirfel die (plausible) Hypothese P(3)=P(5)
auf dem 5% Signifikanzniveau zu widerlegen? (vergl.Aufgabe 1.)

3) O-Wirfel, Binomialverteilung

a) Wir sind Uberzeugt, daBf flr den gezinkten O Wirfel gilt:
P(Z)>P(B). Gelingt es Dir, die Gegenhypothese P(B)=P(Z) auf
dem 5% Signifikanzniveau zu widerlegen? (Versuchsumfang 50).
b) L&Bt sich die Hypothese P(B)=P(Z) (P{(B)=P(R)) flr den
ungezinkten Wiirfel widerlegen (Stichprobenumfang 100)?
Wegen einer Anleitung vergleiche man Aufgabe 1.

4) langer U-Wirfel, Normalverteilung
Abhdngigkeit der Ergebnisse von der Wurftechnik

Eine Schulklasse ermittelte fir den langen U-Wirfel
P(4)=40%. Dabei wurde ein 0.3 1 Wirfelbecher und ein
Holztisch als Unterlage verwendet.

a) Fihre dieses Experiment selber aus und Uberpriife diese
Hypothese P(4)=0.4 auf dem 5% Signifikanzniveau. Benutze
einen zweiseitigen Test.

b) Verwende ein Teppichstliick (Wollpullover/Handtuch) als
Unterlage und lasse den Wirfel aus einer festen HShe (0.5 m)
fallen. Es wdre moglich, daB sich der Wert P(4) dadurch
erhdht, weil sich die stabilsten Lagen auf unebenen Unterla-
gen noch eher durchsetzen als auf glatten. Teste durch 100
Experimente, ob P(4/Teppich)>P(4/Holz) gilt, indem Du
versuchst, die Alternative P(4/Teppich)=P(4/Holz} (=0.4) auf
dem 5% Signifikanzniveau gzu verwerfen.

5) S-Wirfel (kurzer U-oder L-Wirfel)
Abhidngigkeit der Ergebnisse von der Wurftechnik

Man vermutet, daB die unstabilen Seiten unserer Wiirfel sel-
tener auftreten, wenn die Wirfel frei auf eine weiche Unter-
lage fallen und nicht mit einem Becher auf einen harten
Tisch gestiilpt werden. (Der Rand des Wirfelbechers stilitzt
instabile Lagen). Bei dem kurzen U-und L-Wirfel sind die
unstabilen Seiten 1-6, beim S-Wilirfel 3-4. Versuche, die
Hypothese P (unstabil/Holz)=P(unstabil/Wollunterlage) auf dem
5% Signifikanzniveau zu verwerfen.
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6) ungezinkter O-Wirfel: Berechnung der Wahrscheinlich-
keitsverteilung (I), Test mit Normalverteilung

Der O-Wlirfel kann auf dem Rand (R, Fldche 7.35 oBNv oder auf
den Kreisfldchen (S, zuwsammen 5.09cm?) landen. Wir stellen
folgende Hypothese auf: Die Wahrscheinlichkeiten von R und S
verhalten sich zueinander wie die Fldchen, also
P(8)=5.09/(5.09+5.35)=41% und P(R)=59%.

Man werfe den O-Wirfel 100mal und teste, ob sich die Hypo-
these P(R)=59% auf dem 5% Signifikanzniveau halten 148t
(zweiseitige Fragestellung).

7) ungezinkter O-Wirfel: Berechnung der Wahrscheinlich-
keitsverteilung (II), Test mit Normalverteilung

Es gibt flr den O-Wirfel eine weitere sehr plausible Hypo-
these. Die nebenstehende

Skizze zeigt ihn im Aufrig.

Beim Fall wird er stets mit

der "Kreiskante" den Boden

berihren. Der Aufschlagwinkel

x (B <x<90% R ) wird fiur die
Endlage entscheidend sein.

Gilt x<90° , so wird der Wirfel

in Stellung R kippen, sonst in
Stellung S (= Z oder B). Wenn alle
Winkel x gleiche Wahrscheinlichkeit
besitzen, so miBte gelten: Die Wahrscheinlichkeiten P{(R) und
P(S) verhalten sich zueinander wie die Winkel « =35.8° und

P =54.2° . Es miiBte gelten: P(R)= 40% P(S)=60% (gerundet).
Teste diese Hypothese auf dem 5% Signifikanzniveau.

8) ungezinkter O-Wirfel, Binomial-/Normalverteilung

Stich auf der Seite Z eine kurze leichte Nadel oder einen
dinnen Nagel ein, so daB B nicht mehr oben liegen kann. Wir
vermuten, daB sich durch diese Operation die Wahrscheinlich-
keit flir Z nicht erhdht. (Die gesamte Wahrscheinlichkeit,
die B besessen hat, kommt R zugute, denn von B fdllt man ja
auf R und nicht auf Z). Teste, ob man diese Vermutung auf-
rechterhalten kann.

Benutze dazu Deine eigenen Wahrscheinlichkeiten lber den 0O-
Wirfel aus friiheren Versuchen, oder fllhre einen Vorzeichen-
test durch.
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4.2 Berechnung der Wirfelwahrscheinlichkeiten. Wurftechnik.
Tests mit der Chi-Quadrat-Verteilung

Wir besitzen intuitiv recht brauchbare Hypothesen liber die

Verteilungen der Wiirfel - auch dann, wenn wir sie nur anse-
hen, also noch keine Experimente ausfiihren Adilirfen (Vgl.
2.1). Welche Strategien liegen unserer Intuition zugrunde?

Verschiedene Antworten sind denkbar:

A) Je gréBer die Auflagefliche F desto stabiler (wahrschein-
licher) ist die Lage. Die Wahrscheinlichkeiten verhalten
sich zueinander wie die GrdBen ihrer Auflagefldchen

B) Je hdher der Schwerpunkt h desto instabiler (unwahr-
scheinlicher) ist die Lage. Die Wahrscheinlichkeiten verhal-
ten sich zueinander wie die Kehrwerte 1/h der zugeh&rigen
Schwerpunkth&hen

C) KompromiB zwischen A und B: Die Wahrscheinlichkeiten
verhalten sich zueinander wie die Quotienten F/h aus Aufla-
gefldche und Schwerpunkthdhe.

Man k&nnte mit der Bayesschen Regel feststellen, welche der
Strategien die brauchbarsten Hypothesen liefert. Wir wollen
jetzt aber mit dem Chi- Quadrat-Anpassungstest (Signifi-
kanztest) priifen, ob sich Gberhaupt eine der Hypothesen
halten ldB8t. Wenn der Anpassungstest nicht zur Verfigung
steht, greife man einzelne Wahrscheinlichkeiten (etwa die
fir "4") heraus und teste mit der Normalverteilung.

FlUr den weniger experimentierfreudigen Leser verraten wir
das Ergebnis: C ist eine sehr gute Faustregel, sie liefert
i. a. die besten Hypothesen . Allerdings halten sie (abgese-
hen vom S-Wirfel) bei hohen Stichprobenumfdngen einem stren-
gen Anpassungstest nicht stand. Fiir noch bessere Hypothesen
sei auf 4.3 verwiesen.

Zur Berechnung der Grundflichen F und der Schwerpunkth8hen h
ziehen wir die in 1. gemachten MaBangaben heran. (Die MaBe
kénnen wegen der Handanfertigung der Wiirfel aber schwanken).
Als Beispiel diene die Berechnung der Schwerpunkthdhen fir
den L-Wirfel (Einheit cm bzw. cm? ):
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Teilfldchen: G1=0.4 G2=1
5chwerpunkte der Teilfl&chen:
P1=(0.25/0.9) P2=(1/0.25)
Gesamtschwerpunkt P3=(x3/y3) mit
x3=(Gl-x1 + G2-x2)/(G1+G2)=0.786
y3=(Gl:yl + G2-y2)/(G1+G2)=0.436
Er hat zur Grundlinie 4 den
Abstand t=0.63

rlrrs

h)/

Nun lassen sich die Wahrschenlichkeitshypothesen PA, PR, PC
berechnen, die zu den Strategien A, B, C gehdren. Wir geben
die Ergebnisse (mit den nétigen Zwischenrechnungen) in
Tabellenform an: \ {

langer L-Wirfel

1 2 3 4 5 6
F 1.20 2.00| 4.08 [4.80 2.00/3.12
h 1.21 1.20 %0.63 ¥0.44 1.20 %0.79
1/h 0.82 0.83 1789 2730 0.83 1.27
F/h 0.99 1.67 6.48 11.02 1.67 3.97
PA 0.07[0.12] 0.24] 0.28] 0.12 ] 0.18
PB 0.11{0.11| 0.21{ 0.30{ 0.11 { 0.17
PC 0.04 ] 0.06} 0.25| 0.43 | 0.06 | 0.15

kurzer L-Wirfel

1 2 3 4 5 6
F 0.70 2,00 3.38 2.80 2.00 1.82
h 1.21 0.70 0.63 0.44 0.70 0.79
1/h 0.82 1.43 1.59 2.30 1.43 1.27
F/H 0.58 2.86 5.37 6.43 2.86 2.32
PA C.06 J0.16 [0.27 [0.22 [0.16 |0.14
PB 0.09 | 0.16 | 0.18 | 0.26 | 0.16 |0.14
PC 0.03 [0.14 | 0.26 | 0.32 {0.14 |0.11

langer U-Wiirfel

1 2 3 4 5 6
F 3.12 2.60 4.80 4.80 2.60 3.12
h 1.00 1.20 0.76 0.54 1.20 1.00
1/h 1.00 0.83 1.31 1.86 0.83 1.00
F/h 3.12 2.17 6.31 8.91 2.17 3.12
[PA 0.15] 0.12] 0.23[ 0.23[0.12]0.15
PB 0.15| 0.12| 0.19| 0.27 ] 0.12 | 0.15
PC 0.12] 0.08| 0.24| 0.35]| 0.08 ] 0.12
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kurzer U-Wirfel .

1 2 3 4 o) 6
F 1.82 2.60 2.80 2.80 2.60 1.82
h 1.00 0.70 0.76 0.54 0.70 1.00
1/h 1.00 1.43 1.31 1.86 1.43 1.00
F/h 1.82 3.71%1 3.68 5.19 3.71 1.82
PA 0.13 0.18 [0.19 0.19 | 0.18 0.13 -
PB |0.12 | 0.18 | 0.16 | 0.23 |0.18 }0.12
PC {0.09 {0.19 [0.18 | 0.26 {0.19 |0.09

S-Wirfel

1 2 3 4 5 6
F 2.80 2.80 0.99 0.99 2.80 2.80
h 0.70 0.70 1.00 1.00 0.70 0.70
1/h 1.43 1.43 1.00 1.00 1.43 1.43
F/h 4.00 4.00 0.99 0.99 4.00 4.00
PA [0.21] 0.21] 0.08] 0.08] 0.21] 0.21
PB |0.19{ 0.19| 0.13} 0.13 ] 0.19| 0.19
PC |0.22] 0.22| 0.06| 0.06} 0.22 | 0.22

Aufgaben:
1) Stimmt unsere Intuition?

Betrachte den Wirfel, fir den Du experimentelle Daten
besitzstund teste mit dem Chi-yuadrat-Anpassungstest, welche
der drei Hypothesen PA, PB, PC verworfen werden missen.
Erinnerung: die Anpassungs-TestgrdBe ist

. umM (ni-npi)t

Az P4

wobeil n4 die absoluten Hdaufigkeiten der sechs moglichen Er-
gebnisse, ps die zugehdrigen (hypothetischen) Wahrschein-
lichkeiten sind. n ist die gesamte Versuchszahl. Man hat die
Hypothese auf dem 5% (1%) Signifikanzniveau zuriickzuweisen,
wenn die TestgrdBe t den Wert 11.1 (15.1) Uberschreitet.
(Die Anzahl der Freiheitsgrade ist 5.)

]
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Z2) "Schidrfe" des Anpassungstests

Wirfle mit einem der I-, U-oder S-Wiirfel. Wir wollen fest-
stellen, nach wie vielen Versuchen man mit dem Chi-Quadrat-
Anpassungstest auf dem 5% Signifikanzniveau die (natiirlich
falsche) Hypothese zurickweisen kann, daB es sich um einen
normalen Wirfel handelt. (Wir intersessieren uns also daflr,
wie "scharf" der Chi-Quadrat-Anpassungstest ist.)

Berechne dazu nach 12, 24, 48, 96 ... Versuchen die Chi-
Quadrat- TestgréB8e und schaue, wann der kritische Wert 11.1
(5% Signifikanzniveau) und 15.1 (1% Signifikanzniveau)
Uberschritten wird. Vorschlag: Programmiere einen Rechner

so, daB er nach jedem Versuchsausgang den aktuellen Chi -
Quadrat-Testwert ausgibt.

3) Beliebiger Wirfel, Abhidngigkeit von der Wurftechnik,
Chi-Quadrat-Unabhdngigkeitstest

Es soll untersucht werden, ob die Wurftechnik einen EinfluB
auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Wiirfels hat. Wirf
dazu den Wirfel 100 mal in einem Wirfelbecher, den Du auf
den Holztisch stiilpst. Wirf ihn 100 mal ohne Becher mit
etwas Schwung horizontal auf den Tisch, so daB er rollt. LaB
ihn dann 100 mal aus konstanter H8he auf eine Wollunterlage
frei fallen (Wirfelarbeit teilen!). Notiere dann die Ergeb-
nisse in einer 9-Felder-Tafel:

Becher Rollen Wollunterlage
n,, n,, N, ay Lage A (3 oder 4)
Ny, n,, njs; a, Lage B (2 oder 5)
N, ngig njg ajg Lage C (1 oder 6)
U*uwoo JNnHoo Uunuoo 300

und fihre einen Chi-Quadrat-Unabhidngigkeitstest durch.
Dabei ist die TestgrdBe t so definiert:

3 a,; quﬁ

o MMHH ASAQLWUm 2] AfequOV.

4,1=1 g

Man muB die Hypothese der Unabhidngigkeit auf dem 5% Signifi-
kanzniveau ablehnen, wenn die Testgr&$ge den Wert 9,5 iber-
schreitet (4 Freiheitsgrade).
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4.3 Der Boltzmannsche Verteilungssatz,
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wiirfel

In Abschnitt 4.2 haben wir "aus dem Stehgreif" drei plausib-
le Hypothesen iliber die Wahrscheinlichkeitsverteilungen unse-
rer Wirfel formuliert. Sie sind filir grobe Absch&tzungen
brauchbar, wenngleich sie einem Chi-Quadrat-Anpassungstest
meist nicht standhalten.

Tatsdchlich gibt es aber einen Satz der statistischen Mecha-
nik, den Boltzmannschen Verteilungssatz, der das Verhalten
von statistischen Systemen (etwa von Gasen in einem Schwer-
kraftfeld) beschreibt. Der Satz besagt, da8 die Wahrschein-
lichkeit eines Zustandes z (der Ort eines Gaspartikels) in
Abhdngigkeit von der Energie E(z) des Zustandes gegeben ist
durch

E(2)
kT

P(z) = c- e

Dabei ist k die Boltzmannkonstante, T die absolute Temperatur
und ¢ eine Konstante, die dafiir sorgt, daB die Summe der
Wahrscheinlichkeiten 1 ergibt. Je h&her also die Energie E
desto unwahrscheinlicher ist der Zustand z. Wir wollen pri-

fen, ob der Boltzmannsche Verteilungssatz auf unsere Wirfel
anwendbar ist.

Da die Energie, die zur Lage eines Wiirfels geh&ért, direkt
proportional zur HBhe des Schwerpunktes ist, folgt aus dem
Boltzmannschen Verteilungssatz: Je hdher der Schwerpunkt,
desto unwahrscheinlicher ist die Lage. Das ist die qualita-
tive Aussage der Hypothese B aus 4.2. Wihrend wir aber dort
einen umgekehrt proportionalen Zusammenhang unterstellten:

mwwv = c¢/h(i), liefert der Boltzmannsche Verteilungssatz
elnen exponentiellen Zusammenhang:

-bh (1)
P(i) = c-e

Dabei sind h(i) (1 € i € 6) die Schwerpunkthdhen, die zu den
Wirfellagen gehSren. Unser Problem besteht nun darin, daB
wir keinen Wert flir die Konstante b kennen. (Bei Gasen hingt
b 21/kT von der Temperatur T ab.)

Betrachten wir als Beispiel den langen U-Wiirfel mit den
Schwerpunkthdhen:

1 |2 |
h(i) | 1.0 1.2 | 0.761] 0.539 |
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und schauen wir, welche Hypothesen sich flir die Werte b=2,
b=3 und b=4 ergeben. (Der Normierungsfaktor ¢ ergibt sich
aus der Bedingung P(l)+P(2)+...+P(6)=1.)

t

o K I N O C O R L

211 0.134(0.090(0.216{0.337(0.090/0.134) 19.2| -760.81
312.2 0.109/0.060/0.22410.437|0.060]0.109 7.7 -754.47
4 (4.6 0.085/0.03810.22010.535{0.038[0.085{ 56.7| =-775.46

Wir vergleichen die Hypothesen mit einem Versuchsergebnis,
das sich bei einem Experiment vom Umfang 481 ergab (a(i) und
r(i) sind die absoluten bzw. relativen Hdufigkeiten.)

i 1 |2 13 14 L5

_m =
mAHv AN uw HHH qu wm _mo _
r(i) 0.087[0.685(23.02|0.408[0.078|0.124

Der Vergleich geschieht lUber die Chi-Quadrat-Testgr&Be
A (ald Sy 2
_ ali)- hP4))
t = WMW nP(L) !
deren Werte wir in der obigen Tabelle bereits mit aufgefiihrt

haben. Flir b=3 ist die Ubereinstimmung besser als fiir b=2
oder b=4.

Der Chi-Quadrat-Anpassungstest besteht nun darin, den Wert
fir den Parameter b zu finden, bei dem die Ubereinstimmung
optimal ist. Man schidtzt also b aus der Stichprobe. Dann
untersucht man, ob der Testwert t fiir diesen Parameter
oberhalb der kritischen Grenze der Chi- Quadrat-Verteilung
(jetzt mit 4 Freiheitsgraden, weil wir einen Parameter aus
der Stichprobe bestimmt haben) liegt.

Es gibt zwei Methoden zur Schidtzung des Parameters:

1) die Chi-Quadrat Minimum Methode:

Hierbei berechnet man b so, daB der Testwert t minimal wird.
Das haben wir oben schon angedeutet, b wird zwischen 2 und 4
liegen.

2) die Maximum likelihood Methode:

Fir jeden Wert von b bestimmt man die Wahrscheinlichkeiten
P(l)...P{6) und berechnet hieraus (mit der Pfadregel) die
Wahrscheinlichkeit Q, mit der das gerade beobachtete Ver-
suchsergebnis a(l)...a(6) eingetreten ware.

a(l) a(2) a(6)
Q = p(l) * p(2) * ... * p(6)
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Nun wdhlt man flir b den Wert, bei dem diese Wahrschein-
lichkeit Q am grdBten wird (daher der Name maximum likeli-
hood) . Die Werte von Q sind i. a. sehr klein, es ist daher
bequemer, den Logarithmus von Q zu maximieren:

m = log Q = a(l) * log p(l) + ... + a(6) * log p(6) .
Die Werte flr m haben wir in der obigen Tabelle schon aufge-
fihrt. Wie man sieht, liefert auch diese Methode einen Wert
flir b zwischen 2 und 4.

Zur Minimierung von t bzw. Maximierung von m berechnen wir
mit einem Computer zu jedem Wert b zwischen 2 und 4 die
Verteilung p(l)...p(6) und die zugehdrigen Werte fir t und
m. Wir erhalten folgende Tabelle

i 1 2 3 4 5 6

h(i) [1.000(1.200[0.761{0.539]1.200]1.000

a(i) 42 33| 111] 197 38 60 | (481)

[x(i) J0.087]0.069(0.231]0.410]0.079]0.125] t m
b=2.300.1270.080]0.220]0.366|0.080]0.127 9.5 [-755.86
b=2.4010.12410.077[0.221]0.376[0.077|0.124 7.4 [-754.80
b=2.5010.1220.074(0.222(0.386|0.074|0.122 6.0 |-754.03
b=2.60)0.1200.071/0.223]0.396/0.071]0.120 5.1 |-753.55
[0=2.70]0.117]0.068]0.223]0.406]0.068]0.117 4.8 [-753.36]
b=2.80[10.115[0.065]0.224[0.416]0.065]0.115 5.1 [-753.45
£=2.9010.1120.063(0.224{0.426{0.063|0.112 6.0 [-753.82
b=3.00{0.109{0.060/0.224]0.437/0.060]|0.109 7.5 |-754.47

aus der wir mit ausreichender Genauigkeit b=2.7 entnehmen
(t ist hier minimal, m ist maximal).

Der Testwert betrdgt t=4.8, er liegt weit unterhalb der
kritischen Grenze 9.5 (5% Signifikanzniveau) der Chi- Quadrat-
Verteilung mit 4 Freiheitsgraden.

Ergebnis: die Hypothese, daB8 die Wahrscheinlichkeiten des
langen U-Wirfels (bei Verwendung eines 0.3 1 Wirfelbechers
und einer Holzunterlage) einer Boltzmann-Verteilung geniigen,
ist mit unseren Versuchsergebnissen vereinbar. (Das ist um
so erstaunlicher, als der Anpassungstest flr groBe Stichpro-
ben sehr scharf reagiert.) Die zugehdrige Verteilung lautet:

Damit noch nicht genug:

Lassen wir den gleichen Wirfel wiederholt aus 0.5 m HShe auf
vinen Wollteppich fallen, so ergibt sich eine ganz andere
Verteilung. Ein Experiment vom Umfang 150 lieferte folgende
#bsolute und relative Hiufigkeiten

i 1 2 3 4 5 6
a(1) 7 3 42 86 2 10
r (1) 0.04% |0.020 [0.280 |0.573 ]0.0133 |0.066

Wie schon in fritheren Aufgaben angedeutet, nimmt durch die
verdnderten Versuchsbedingungen die Wahrscheinlichkeit fiir
instabile Lagen betridchtlich ab.

Folgende Tabelle belegt, daB aber auch dieses Ergebnis mit
der Hypothese einer poltzmann-Verteilung vereinbar ist:

1 1 2 3 4 5 6

h(i) 1.000{1.200{0.761{0.539{1.200{1.000

a(i) 7 3 42 86 2 10 || (150)

[r(3) 0.047]0.02010.280]/0.573]0.013[0.067] t m
b=4.60}0.071]{0.028{0.212{0.590(0.028]/0.071 6.1 | -173.36
b=4.70}10.069{0.027|0.211]{0.598|0.027{0.069 5.9 | -173.19
b=4.80(0.066]/0.025[0.209]/0.607{0.025|0.066 5.8 | -173.09
[b=4.590[[0.064]0.024|0.207]0.616|0.024] 0.064 5.5 | -173.05]]
b=5.00[10.062{0.023[{0.206][0.624[0.023]0.062 5.9 | -173.06
b=5.10/0.060}0.022{0.204]0.632/0.022{0.060 6.2 | -173.14
b=5.20§0.058{0.021(0.202/0.640]/0.021|0.058 6.5 | -173.27

Die Schdtzung liefert jetzt einen wesentlich hdheren Parame-
ter b=4.9 und eine TestgrdBe t=5.8. Sie liegt wieder weit
unter der kritischen Grenze. Die zugehdrige Verteilung ist

i |z | 2 | 3 | 4 | 5 | 6

p(i) _o.oma_ o.omg_ 0.207 _o.mHm | 0.024 1 0.064

-4.9 h(i)
oder analytisch p(i) =8.63¢e

i | 1 | 2 | 3 | 4 s | 6

p (i) | 0.117] o.omm_ 0.223 _o.»om_ 0.068 _o.HHq
-2.7 h{(i)

oder analytisch: p(i)= 1.74 e
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Wenn man die Konstante b=1/(kT) thermodynamisch deutet, kann
man sagen: durch freies Fallen auf die Wollunterlage ist die
Temperatur T des Systems gesunken (je grdBer b desto kleiner
T). In der Tat sinkt bei kleiner Temperatur die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit fir hochenergetische ZzZustdnde, die stabi-
len Lagen mit niedrigen Lageenergien werden bevorzugt.
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Diese Ergebnisse sind kein Produkt einer speziellen Stich-

probe.

Der Leser erkennt aus folgenden Tabellen,
auch fir den kurzen U-Wirfel und den S-Wirfel gelten.

daB sie

Die

Tabellen selbst brauchen wir jetzt nicht weiter zu kommen-

tieren.
kurzer U-Wirfel, 0.3 1 Wirfelbecher, Holzunterlage R
i 1 2 3 4 5 6
h(i) 1.000}10.700{0.761| 0.539| 0.700[1.000
a(i) 18 49 48 82 55 16 | (268)
[ (1) 0.067{0.183]0.179{0.306] 0.205 o.omo_ t m
b=3.00[0.077{0.190{0.158[{0.308[/0.190[(0.077 2.6 | -445.04
b=3.10{0.075|/0.190{0.157|0.313|0.190|0.075 2.3 -444.89
b=3.20{0.073|0.190{0.156{0.318/0.190(0.073 2.2 | -444.80
»[0=3.30]]0.071]0.190[0.155[0.323{0.190]0.071 2.1 [ -444.77]
b=3.40[0.069/0.190]/0.154{0.32810.190]0.069 2.2 | -444.80
b=3.50{0.066{0.190|0.153]0.334{0.190{0.066 2.4 | -444.88
b=3.600.064{0.190|0.152{0.339(0.190/0.064 2.6 | —445.02
b=3.7040.063[{0.19010.151[/0.344/0.190{0.063 3.0 [ —-445.22
kurzer U-Wirfel, aus 0.5 m Hohe, Wollteppich
i 1 2 3 4 5 6
h(i) 1.000{ 0.700{0.7611 0.539] 0.700[ 1.000
a(i) 3 26 21 68 31 1| (150)
[r(i) 0.020/0.17310.140{ 0.453[ 0.207[ 0.007] t m
b=5.80{0.03110.179/0.125{ 0.455] 0.179/ 0.031 4.5 -209.23
b=6.00j0.029/0.177{0.123| 0.465{ 0.177| 0.029 4.2 -208.99
»[b=6.2070.027/0.175[0.120/0.475[ 0.175[0.027 4,11 -208.83]
b=6.40{0.025/0.173{0.117] 0.485/ 0.173| 0.025 4.2 -208.77
b=6.60/0.024{0.171{0.115/0.496] 0.171| 0.024 4.4 | -208.79
b=6.80}0.022{0.169]0.112{ 0.506/ 0.169| 0.022 4.8 -208.90
b=7.00{0.020;0.167|0.10910.516| 0.167| 0.020 5.3 ] -209.09
b=7.20[0.019]0.165/0.106| 0.526} 0.165} 0.019 6.0 -209.36
S-Wiirfel, 0.3 1 Wirfelbecher, Holzunterlage
i 1 2 3 4 5 6
h(i) 0.700/0.700(1.000]1.000}0.70010.700
a(i) 105 101 36 35 109 104 1{(490)
(1) 0.214]0.206]/0.073[0.071]0.222[0.212] t m
b=3.00(0.208[0.208{0.08410.084]0.208{0.208 2.4 | -833.86
b=3.20}0.210(0.210{0.080(0.080{0.210(0.210 1.2 | -833.28
b=3.40]0.212{0.21210.076]0.076[0.212}0.212 0.6 {—-832.93
b=3.6010.214]0.214[0.073[0.073]0.214]0.214 0.3 |-832.81]
b=3.80(0.216(0.216(0.069|0.069(0.216(0.216 0.5 [-832.91
b=4.0010.217(0.217{0.065|0.065|0.217]0.217 1.2 | -833.22
b=4.200.219{0.219|0.062|0.062(0.219}0.219 2.2 | -833.73
b=4.40/0.221(0.221]0.059§0.059]0.221|0.221 3.8 | —-834.44
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-Wirfel, 0.5 m, Wollteppich
1 1 2 3 4 5 6

7 h(i) 0.700]0.700{1.000({1.000|0.700|0.700

oaf(i) 103 104 6 6 122 109 (450)

RITEN 0.22900.231]0.013/0.013]0.271[0.242] £ m
b=9.00(0.24210.242]|0.016]0.0161{0.242|0.242 2.6 |-671.11
b=9.20(0.242(0.242j0.015]0.015(0.242|0.242 2.3 |-670.97
b=9.40[0.243[0.243(0.014]0.014(0.243]|0.243 2.2 |-670.89
[b=9.60]0.243]0.243]0.014[0.014]0.243]0.243 2.1 1-670.85]
p=9.80(0.244(0.24410.013]|0.013{0.244[0.244 2.1 |-670.85
b=10.000.24410.2440.012{0.012{0.244|0.244 2.2 |-670.90
b=10.20{0.244({0.244)|0.011{0.011|0.244|0.244 2.4 |-670.98
b=10.4040.24510.245(0.011]0.011(0.245(0.245 2.6 |-671.10

Als Ergebnis halten wir fest:

I) Die Wahrscheinlichkeiten, die zu den Wirfeln gehd&ren,
kann man nicht genau berechnen. Sie hdngen in betrdchtli-
chem MaBe von den Versuchsbedingungen ab.

2) Die Form der Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist stets
die gleiche. Sie geniigt der Beziehung:

-b-h(i) .
AonﬁNBm:5|<demHHc:@V.

3) je "freier" die Wirfel geworfen werden und je unebener die
Unterlage desto unwahrscheinlicher werden instabile Lagen
(groBe Schwerpunkth&hen) angenommen. Desto gréBer ist der
Parameter b.

4) Diese Aussagen gelten nur flir Objekte mit "reguldren"
Formen. Flr die L-Wirfel (insbesondere den langen) gelten
sie nur angendhert, filir den O-Wirfel gelten sie nicht.
Hier wird die Lage R mit h&herer Wahrscheinlichkeit
angenommen als die Lagen B und Z, obwohl der Schwerpunkt
fir R h6her liegt. (Der Parameter b wird negativ.)

Wir beschlieBen unsere Ausfiihrungen durch eine Anmerkung zu
den L-Wirfeln:
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Folgende Tabellen protokollieren einen-Chi-Quadrat -
Anpassungstest

fdr den kurzen L-Wirfel, 0.3 1 Becher, Holzunterlage:

i 1 2 3 4 5 6

h(1i) 1.210]0.700(0.630}10.436(0.700(0.786 -
a(i) 1 56 86 159 57 41  (400)

[r (1) 0.00210.140[0.215]0.397[0.14210.102] t m
b=3.40(0.027]0.150/0.191{0.369]|0.150(0.112 11.6 [-608.11
b=3.60}0.024]10.148{0.190(0.382{0.148|0.108 9.4 |-606.54
b=3.80§0.021(0.145(0.189]0.395(0.145|0.105 8.0 (-605.38
p=4.00}0.018]0.142]0.188/0.409/0.142]|0.101 7.2 |-604.63
[0=4.20]0.016[0.139[/0.187[0.422[0.139[0.097 7.1 [-604.26]
b=4.4010.014(0.136|0.185{0.435|/0.136]0.093 7.7 [-604.28
p=4.60)0.013}0.133{0.184|0.448|0.133|{0.090 8.9 |-604.66
p=4.80[0.011[0.13010.182J0.461/0.130{0.086 10.7 [-605.40
fir den langen L-Wirfel, 0.3 1 Becher, Holzunterlage:

i 1 2 3 4 5 6

h(1) 1.210(1.200(0.630[0.436|1.200|0.786

a(i) 3 30 154 210 35 68  (500)

[r (1) 0.006]0.060/0.308]0.420{0.070]0.136] t m

b=2.4010.062]0.063{0.248[0.394{0.063{0.170 37.2 | -718.71
b=2.60)0.055]0.057[0.250]/0.414{0.057]|0.167 33.2 | -715.44
{b=2.80[0.050]0.051]0.252]0.434]0.051]0.163 32.1 [ -713.64]
b=3.000.044]0.046;{0.253|0.453|0.046/0.158 34.0 | -713.23
b=3.20110.040|0.04110.253|0.471]0.04110.154 38.8 | -714.12
b=3.40110.0350.036{0.253/0.490f{0.036{0.149 46.6 | -716.24
b=3.60§0.031]0.032}0.252|0.507/0.032/0.144 57.6 | =719.51

Flr den kleinen L-Wlirfel kann die Hypothese einer Boltzmann-
Verteilung bei einem Testwert t=7.1 auf dem 5% Signifi-
kanzniveau noch nicht zurilickgewiesen werden. Der kritische
Wert ldge bei 9.5 (4 Freiheitsgrade).

Beim langen L-Wirfel dagegen Ubertrifft der Testwert t=32
sogar den kritischen Wert fur das 1% Signifikanzniveau
(13.3) erheblich.

Wie ist das zu erkldren?

Betrachten wir in der Zeile h(i) die Schwerpunkthdhen, so
erkennen wir: h(l), h(2) und h(5) sipd beim langen L-Wiirfel
fast identisch. Jede Boltzmann-Verteilung muB8 also fiir die
Lagen 1, 2, 3 (fast) gleiche Wahrscheinlichkeiten liefern.
Tatsdchlich sind bei unserem langen L-Wirfel aber die Lagen
2 und 5 sehr viel stabiler als die hdchst kritische Lage 1,
die praktisch nie auftritt.
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hieser Unterschied zwischen Hypothese und Versuchsergebnis
wird durch den Chi-Quadrat-Test aufgedeckt. Er ist auf die
"oxotische" Form des L-Wirfels zurlickzufiihren.

iie relativ guten Ergebnisse fir den kleinen L-Wirfel sind
Jdarauf zurlickzufithren, daB die exotische Lage 1 einen viel
hbheren Schwerpunkt besitzt als die Ubrigen Lagen. Ihr wird
tfolglich durch die BoltzmannVerteilungen eine sehr viel
kleinere Wahrscheinlichkeit zugewiesen.

has Programm BOLZ/CHI:

Der Leser, der eigene Experimente mit dem Chi-Quadrat-Anpas-
sungstest und der Boltzmann-Verteilung machen m&chte, findet
als Werkzeug ein Programm "BOLZ/CHI" auf beiliegender Dis-
kette. Mit ihm wurden obige Tabellen berechnet. Eine Kurzbe-
schreibung findet sich in 3.5.
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