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Rot setzen — oder Schwarz? 5.1

Voriiberlegungen

Ziele und Inhalte:

* Die Schiiler entwickeln eine Vorstellung von der Wahrscheinlichkeit, die an ihre eigenen Konzepte und
Erfahrungen ankniipft.

* Sie erleben, dass sich die relative Hdufigkeit eines Ereignisses nach vielen Wiirfen stabilisiert.

* Sie erleben, dass sich die absolute Hdufigkeit eines Ereignisses auch nach vielen Wiirfen nicht stabili-
siert.

* Sie akzeptieren diesen ,,Widerspruch“ und lernen, ihn fiir Vorhersagen einzusetzen.

e Sie bilden und vergleichen verschiedene Definitionen fiir die Wahrscheinlichkeit.

»Ja, Statistiken. Aber welche Statistik
stimmt schon? Nach der Statistik ist je-
der vierte Mensch ein Chinese, aber hier
spielt gar kein Chinese mit!

Werner Hansch, Fufballreporter

Zentrales Anliegen:

Die Schiiler sollen sich zur Wahrscheinlichkeit sicheres Wissen erarbeiten. Wenn das Thema ,,Statistik*
nicht von Beginn an auf eine solide Basis gestellt wird, entsteht bei manchen Schiilern das Gefiihl, dass
die Statistik zwar ein in sich stimmiges Regelgebédude darstellt, aber mit ihnen selbst und ihren Erfahrun-
gen fast nichts zu tun hat. Statt die erlebte Realitiit zu erkliren, liefert der Mathematikunterricht damit
eine Parallelwelt, die nur in der Schule niitzt, nicht aber im Leben.

Mit dem hier beschriebenen Unterrichtsgang lauft es in der Regel anders: Die Schiiler erschliefen sich
den neuen Begriff der Wahrscheinlichkeit, der zundchst zu Widerspriichen fiihrt, die sich aber dann doch
kldren lassen. Ausgangspunkt ist nicht eine Definition, sondern die Schiiler entwickeln den Begriff in
seiner ganzen Reichhaltigkeit fiir sich selbst. Ziel ist, die Schiiler nicht mit unserem Wissensvorsprung
zu {iberrumpeln, sondern ihre Vorstellungen und ihre Argumente zum Ausgangspunkt des Lernens zu ma
chen.

Die Auseinandersetzung der Schiiler mit dem Begriff ,,Wahrscheinlichkeit* ist in dieser Einheit beson-
ders intensiv, weil die Schiiler einerseits durch ganz unterschiedliche Aktivititen an den Begriff heran-
gefiihrt werden, den Begriff wirklich fiir sich bilden konnen, wihrend andererseits eine Definition des
Begriffs so lange hinausgezogert wird, bis sie ihn selbst definieren konnen.

Von zentraler Bedeutung sind die Diskussionen, in denen die Rolle der Lehrkraft besonders schwierig
und reizvoll ist: Einerseits muss sie sich inhaltlich so weit wie moglich zuriickhalten, aber andererseits
muss sie methodisch konsequent darauf achten, dass die Beobachtungen und Uberlegungen der Schiiler
nicht durch voreilig akzeptierte ,,Wahrheiten* eingeengt werden. Es hat sich hiufig als sehr fruchtbar er-
wiesen, den Unterricht in drei Abschnitte zu unterteilen: Zu Beginn eine kurze Plenardiskussion, in der
jede der verschiedenen Positionen vertreten werden kann. AnschlieBend Diskussionen in Gruppen mit
dem Auftrag, eine oder zwei Positionen schriftlich zu fixieren und zu begriinden. Zum Schluss werden
die unterschiedlichen Positionen der Gruppen vorgetragen. Hausaufgabe: Stelle deine Position mit Be-
griindung dar.

Um das unterschiedlich besetzte Wort ,,Wahrscheinlichkeit* zunéchst zu vermeiden, habe ich zu Beginn
meistens Formulierungen mit ,,Haufigkeit* vorgezogen. Wenn aber die Schiiler von Anfang an unbefan-
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gen von , Wahrscheinlichkeit™ sprechen, habe ich das zu- o,
gelassen, Eine Priizisierung des Begriffes ist aber erst A
dann sinnvoll, wenn die Schiiler geniigend Erfahrung ha- - | _—
ben, um selbst eine Definition zu geben. ;/—;/ . 6}5

1.#- _:J > —
Einerseits davert es bei diesem Konzept ziemlich lange, N = 1; <t 11‘
ca. 9 Stunden, bis der Begriff ., Wahrscheinlichkeit™ defi- ~ Ll

niert ist und in dieser prizisierten Form fiir die weiteren Ak-

tivititen bereitsteht. Andererseits haben die Schiiler mit diesen 9

Stunden ein so griindliches Verstiindnis des Begriffes und seiner Problema-

tik erworben, dass sich die Zeit zu groben Teilen spiiter wieder einsparen lisst. Die
Einfithrung des fairen Wiirfels (10. Schritt) und die weiteren Unterrichtsstunden lassen dies bereits deut-
lich erkennen.

Fiir dieses Vorgehen ist es wesentlich, die Eingangsfrage (1. Schritt) wirklich einige Wochen vor Beginn
der Unterrichiseinheit zu stellen.

Einordnung:

Die Unterrichtseinheit stellt eine tragfihige begriffliche Basis flir die Statistik bereit. Sie setzt eine ge-
wisse geistige Reife der Schiiler voraus und ist insofern nicht fiir die Unterstufe gedacht, in der man sich
mit ersten statistischen Aktivititen eher im Intuitiven bewegt.

Literaturtipps:

Ausfiihrlichere Darsiellungen des Themas:

= Kihler, Meyer-Bothling, Ringkowski et al.; Erfahrungen mit der Stochastik in Klasse 10 = eine Anre-
gung zum Einstieg, Stuttgart, Landesinstitut fiir Erziehung und Unterricht, Heft M39, Januar 1997

* Wolfgang Riemer; Stochastische Probleme aus elementarer Sicht. Mannheim 19491

Berugsquelle fiir Quaderwiirfel
Dr. Wolfgang Riemer, August-Bebel-Str. 80, 50259 Pulheim, Tel.: (0 22 34) 8 42 36, www.riemer-
koeln.de

Die einzelnen Unterrichtsschritte im Uberblick:

Schritt:  Die Frage vor der Unterrichtseinheit
Schritt:  Gemeinsame Auswerlung der Befragung
Schritt:  Roulettespiel
Schritt:  Spiel mit Quaderwiirfeln
Schritt:  Einschiitzung der Quaderwiirfel
Schritt: ~ Systematische Forschung (4 Stunden)
Schritt:  Auswertung der Schaubilder
Schritt: Hausaufgabe - drei Fragen zur Hiufigkeit
Schritt:  Definition der Wahrscheinlichkeit

. Schritt:  Vorstellen des fairen Wiirfels

e = R T
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1. Schritt: Die Frage vor der Unterrichtseinheit

Einige Wochen vor Beginn der eigentlichen Unterrichtseinheit stellt man diese Eingangsfrage kurz zur
Diskussion:

Stell dir vor: Du hast beim Roulette zehnmal gespielt. Jedes Mal hast du auf Rot gesetzt. Jedes Mal
hat Schwarz gewonnen. Einmal kannst do noch spielen, bevor dein Geld verbrauchi ist.
Auf welche Farbe setzt du? Warum?

Um die Spannung zu erhalten, empfiehlt es sich, die Diskussion bald abzubrechen und zu betonen, dass
es offenbar unterschiedliche Meinungen gibt, die nicht leicht durch Diskussion zu vereinen sind. Die
Klasse wird informiert, dass auch bei Erwachsenen erstaunlich verschiedene Meinungen anzutreffen
sind.

MNun stellt man die Aufgabe, als Vorbereitung auf die Unterrichtseinheit in einer informellen Befragung
herauszufinden, welche Meinungen in der Bevilkerung vorherrschen. Die Aufgabe lautet ausdriicklich:
Hort euch die Meinung anderer Menschen an. Eure eigene Meinung 15t nicht Thema der Befragung, bt
also keinen Einfluss aus.”

Tatséichlich sollen die Schiiler sehr wohl eine eigene Meinung entwickeln. Dabei sollen sie sich aber

nicht primiir einer Schulaufgabe entledigen, sondern aus der Beschiiftigung mit dem Thema quasi beiliiu-
fig selbst ins Nachdenken kommen.

- Es vergehen zwei Wochen -

2. Schritt: Gemeinsame Auswertung der Befragung

Die Antworten (s, auch das Beispiel, M5) werden gezihlt und an der Tafel festgehalten, z.B.:
{a) bei Rot bleiben; 63; (b) zu Schwarz wechseln: 23, (c) weill nicht: 5
Typische Begriindungen werden sinngemil aufgeschrieben, z.B.

Begriindungen fiir Rot:
* Irgendwann muss es ja mal kommen.
* Die Chance ist jetzt grisber.

Dies ist die populidre Argumentation der ausgleichenden Gerechtigkeit. Sie geht von der (richtigen) Mei-
nung aus, dass langfristig die Hiufigkeiten beider Ereignisse etwa gleich sein miissen. Die (falsche) Fol-
gerung ist; Wenn zu Beginn Schwarz fter vorkommt, muss danach Rot verstiirkt aufireten, damit beides
insgesamt gleich hiinfig ist. Auf Erkliirungen ex Cathedra sollte man hier unbedingt verzichten. Stattdes-
sen sollen die Schiiler spiiter selbst aus der Erfahrung lemen.

Begriindungen fiir Schwarz:
* Das Gesetz der Serie sagt, dass jetzt Schwarz gewinnt.
= Jetzt muss Schwarz kommen.
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Irrationale Begriindungen:

* Ich wiirde auf Schwarz setzen, da ich den Glauben an Rot lingst verloren gehabt hiitte. Aber dann
kommit bestimmt Rot,

* Rot, Farbe der Liebe.

= Schwarz, Lieblingsfarbe,

* Ich hasse Roulette.

Mun erst, nach dieser Vorbereitung, ist der Zeitpunkt fiir die eigentliche Diskussion in der Klasse gekom-
men. Die Fragestellung an jeden Schiiler: Wie wiirdest du selbst entscheiden?

Typisch ist an dieser Stelle eine Diskussion, in der verschiedene Argumentationsebenen und -richiungen,
Begriindungen und Hoffnungen, Gefiihl und rationale Verstindigung ineinander flieBen. Dies sollte nicht
vom Lehrer korrigiert werden. Ziel ist ja, dass die Schiiler selbst ihre eigenen Beobachtungen und Vor-
stellungen in ein priziseres Bild des Begnffs Wahrscheinlichkeit einbringen.

Als Argumentationsfiguren tauchen hier auf:
* Rot, Farbe der Liebe,

* das Gesetz der Serie,

= es gibt doch kein Gesetz der Serie,

= ich will nicht noch einmal verlicren,

* das Roulette hat kein Gedichtnis,

= denn der Zufall spielt anders,

= der Zufall wirkt,

* die Technik des Apparates.

Um den Stand der Diskussion festzuhalten, werden die Schiiler aufgefordert, gruppenweise eine oder
(bei bleibendem Dissens) mehrere Antworten schrifilich mit Begriindung zu formulieren. Die Begriin-
dungen werden am Ende der Stunde eingesammelt.

Sie werden hier nicht weiter diskutiert. Gegen Ende der Einheit wird dieselbe Aufgabe noch einmal ge-
stellt und die neven Antworten der Schiiler werden mit ihren einstmaligen verghichen. Von den Antwor-
ten, die im Vergleich sehr aufschlussreich sind, sei hier nur eine aufgefiihri:

zu Beginn der Einheit [2. Std.] gegen Ende der Einheit

Ich wiirde auf Rot emeut setzen, jedoch nur  Ich glaube, dass es egal ist, auf welche Far-
des Gefiihls wegen. Ich denke man kann be man setzt, da die Wahrscheinlichkeit so-
keine Wahrscheinlichkeit aufstellen, da es  wohl bei Rot als auch bei Schwarz etwas
ein reines Gliicksspiel ist, und die Bedin- weniger als 50 % betriigt, und somit die
gungen jedesmal unterschiedlich sind Wahrscheinlichkeit, bei Rot oder Schwarz
{ Rouletterad ist schneller, Ball langsamer zu gewinnen, gleich ist. (Matthias)

etc.). (Matthias)

Weitere Beispiele kann man auf M35 nachlesen.
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3. Schritt: Roulettespiel

Erfahrungsgemil gibt es zu diesem Zeitpunkt immer noch einige unbeteiligte Beobachter, Um noch
mehr von diesen ans der Reserve zu locken und um bei miglichst vielen die fiir das Gliicksspiel charak-
teristischen Emotionen zu wecken, wird fiir die niichste Stunde ein tatsiichliches Roulettespiel angesetzt,
Es sollte um einen Einsatz gehen, der als wesentlich angesehen wird.

Einsatz:
Der Gewinner wird von seinem niichsten einwichigen Tafeldienst befreit. Stattdessen macht der Verlie-
rer den Tafeldienst.

Regeln:

Verlierer ist derjenige Spieler, der als Erster bankrott ist.

Gewinner ist der Spieler, der am Ende der Sitzung am meisten Kapital hat,

Erlaubte Wetten sind: Rov/Schwarz, Gerade/Ungerade, kleine Hilfte/grole Hilfte, reine Zahl.

4. Schritt: Spiel mit Quaderwiirfeln

2,3cm In dieser Stunde spielen die Schiiler in Gruppen ,,Hausnummern wiir-
L feln®™ {Arbeitsblatt 1, M1). AnschlicBend erkliren sie ihre Strategie.

e 1, 3cm Zum Wiirfeln verwenden sie spezielle .,Quaderwiirfel”. Diese haben ge-

2 geniiber reguliiren Wiirfeln den Vorteil, dass die Symmetne nicht zu

: erof ist. Sie sind in Riemer 1991 (s. die Literaturtipps in den Voriiber-

Zcm legungen) beschrieben. Man kann solche Wiirfel aber auch selbst her-

stellen: Latte aus dem Baumarkt, zuschneiden, abschleifen, beschriften. Wichtig ist, dass sich die drei

Wahrscheinlichkeiten fiir die unterschiedlichen Fliichen ausreichend unterscheiden, und dass die Wiirfel

miiglichst dieselben MaBe haben. Zum bequemen Arbeiten sind etwa 3 Wiirfel je Schiiler angemessen.

Das Verhalten von Quaderwiirfeln ist weniger leicht vorhersagbar als das von fairen Wiirfeln. Es bietet
auch mehr Moglichkeiten, durch Betrachtung verschiedener Aspekte schwache wie gute Schiiler ange-
messen zu fordern. Damit die Schiiler Entscheidungen treffen miissen, werden fiir dieses Spiel 3 Anten
von Wiirfeln eingesetzt, die gleiche Form haben und nur unterschiedlich beschriftet sind:

blave Wiirfel: 3, 4 haben hohe, 1. 6 mittlere, 2, 5 geringe Wahrscheinlichkeit.
griine Wiirfel: 2, 5 haben hohe, 3, 4 mittlere, 1, 6 geringe Wahrscheinlichkeit.
rote Wilrfel: 1, 6 haben hohe, 2, 5 mittlere, 3, 4 geringe Wahrscheinlichkeit.

Die Regeln fiir das Spiel . Hausnummem wiirfeln™ sind auf dem Arbeitsblatt 1 erklirt.

AnschlieBend sollen die Schiller die Frage beantworten: . Wie setzt du die Wiirfe] ein? - Erklidre und be-
griinde!" Als Beispiel ist hier die Begriindung einer Gruppe (Ingo, Korhan, Levent, Melanie) angegeben:

Wir spielen immer mil dem roten Wilrfel — auf volles Risiko! Besser wire es allerdings, wenn man
zit Beginn des Spiels mit dem roten Wiinfel wirft, da bei ihm die Maglichkeit am griifiten isi, eine |
ader eine & zn wiirfeln. So kann man die 1 an den Anfang und die 6 an den Schiluss stellen. Beim
2. und 3. Wurf wiirde man darn am besten den griinen Wiirfel nehmen, da bei dem auch noch ein
Risiko da ist (grifre Fléchen 2 und 5), das man falls es schlecht ist, bei den letzten Wiirfen noch
ausgleichen kann, Wenn man auf Sicherheir spielen will, sollte man den blauen Wiirfel nehmen,




5.1 Rot setzen ~ oder Schwarz?
Unterrichtsplanung

da bei diesem die griften Flichen 3 und 4 sind. So kann man gewinnen, falls die Anderen zu gro-
fies Pech mit ihren Wiirfen harten.

Die Schiiler zeigen hier schon eine griBere Bereitwilligkeit, ihre Gedanken zu formulieren, als zu Be-
ginn der Einheit. Yor allem aber zeigt ihr strategisches Geschick, dass sie die Wahrscheinlichkeiten der
verschiedenen Wiirfel aufgrund ihrer Intuition v6llig korrekt einschitzen — schon bevor der Begriff im
Unterricht behandelt wird.

5. Schritt: Einschidtzung der Quaderwiirfel

Die Schiiler sollen die Wahrscheinlichkeit fiir jede Seite des Wiirfels schiitzen. Eine vorbereitete Folie
{Arbeitsblatt 2, M2) licgt auf dem Projektor. Jeder nennt seine Schiitzung und sie wird zunéchst nur ein-

getragen.

Einmal hat ein Schiiler hier erklin, dass es reichte, die Wahrscheinlichkeiten fiir 1-3 anzugeben, weil die
fiir 4-6 aufgrund der Symmetrie gleich seien. Die Klasse war sofort einverstanden. Deshalb haben wir da
auch nur die linke Hilfte der Tabelle benutzt.

Am Beispiel dieser Klasse beschreibe ich das weitere Vorgehen.

Bei der Sammlung nahmen die Schiiler die Schiitzungen der anderen mit durchaus unterschiedlichen
Lauten der Anerkennung oder des Zweifels auf. AnschlieBend fragie ich die Schiiler, welche der 24
Schiitzungen ihnen nun am glaubwiirdigsten vorkommi. Die Glaubwiirdigkeit der Schiitzungen haben wir
in offener Abstimmung ermittelt. Die Ergebnisse stehen in der rechten Spalte.

Name 1 2 3 4 5 6 Glaubwiirdigkeit
Fabian 2% 2% 46 9% 12,5 %
Levent 125% |125% |25% 0%
Sebastian T % 1% 40 % 21 %
Melanie 0% |[5% 3[R 62,5 %
Katrin 6 % 1 % 43 % 0%
Markus I5% |5% 30 % 4 %

Es ist schon erstaunlich, dass die Klasse damit denjenigen Wert auswiihlte, der sich in den spiiteren Mes-
sungen als der genaveste herausstellte. Es zeigte sich damit auch, dass das intuitive Verstiindnis der ge-
samten Gruppe durchaus funktionierte, obwohl der Begriff ,,Wahrscheinlichkeit” noch nicht systema-
tisch erarbeitet worden war.
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6. Schritt: Systematische Forschung (4 Stunden)

Mit dem Arbeitsblatt 3 (M3) beginnt die systematische Untersuchung unseres Problems. Wir bestimmen
die Hiiufigkeit Hix) fiir jede Seite des Quaderwiirfels bei insgesamt 100 Wiirfen und wiederholen das
Experiment und notieren dabei jedes Mal das Ergebnis. (Anregung fiir die Schiiler: Wie kannst du den
Aufwand sinnvoll verringern, wenn dir 2 Wiirfel zur Verfiigung stehen?)

Die Tabelle auf dem Arbeitsblatt 3 beginnt mit zwei Zeilen fiir die Wurfzahl 50, um die Unterscheidung
zwischen absoluter und relativer Hiufigkeit zu provozieren. Diese Malnahme erweist sich manchmal als
iiberflilssig, wenn einige Gruppen aus Versehen zu oft wiirfeln und 2.B. in einer Zeile 104 Wiirfe eintra-
gen. Daraus ergibt sich die Unterscheidung von absoluter und relativer Hiufigkeit ganz von selbst,

Die Schiiler sollen erkennen, dass eine Ant von Unsicherheit auch nach vielen Wiirfen bleibt. Sie sollen
den sicheren und den unsicheren Aspekt selbst unterscheiden und charakierisieren,

Um die Emwicklung der Hiufigkeit geht es im niichsten Schritt mit dem Arbeitsblatt 4 (M4): Die Schii-
ler addieren die Ergebnisse auf und tragen die kumulierte Hiufigkeit hix) in eine weitere Tabelle ein.
Danach erstellen sie ein Schaubild.

Es folgen drei Beispiele entsprechender Schaubilder,

05 4

Y EEE NI "

Typischer Verlauf der kumulierten Hiufigkeit: Die einzelnen Hiufigkeiten werden mit zunehmender
Wurfzahl stabiler und die Schaubilder fiir gegeniiberlicgende Zahlen (2.B. 3, 4) nihern sich bei groBen
Wurfzahlen an.
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Auch hier werden die einzelnen Hiinfigkeiten mit zunchmender Wurfzahl stabiler. die Schaubilder fiir 3
und 4 nihern sich bei groBen Wurfzahlen aber nicht an. Dies ist willkommener Anlass zur Diskussion:
~Werden sie jemals wieder zusammenkommen?”
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Hier stabilisiert sich die Hiufigkeit fiir 3 und 4 nicht. Die Gruppe hat versehentlich nicht die kumulierte,
sondemn die Einzelhiiufigkeit aufgetragen. Man erkennt gut, dass die Einzelhiufigkeit immer unsicher
bleibt. Stabiler wird die Hiufigkeit nur durchs Kumulieren,
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Die meisten Gruppen wollten die Hiufigkeiten H(3) und H{(4) mitteln, weil beide wegen der Symmetne
des Wiirfels eigentlich gleich sein sollten. Ich strebe fiir die Auswertung eine misglichst differenzierte
Diskussionsgrundlage an und ermutige deshalb die Schiller, beide Hiufigkeiten zu trennen.

Mit dem Bestimmen der Hiufigkeiten haben wir in dieser Klasse 4 Stunden verbrachi,

Das ist eine lange Zeil, und man fragt sich, ob dieser Teil nicht auch zu Hause hiitte erledigt werden kiin-
nen. In den 4 Stunden haben die Schiiler aber nicht nur gewiirfelt, sondern sie haben die bis dahin ge-
wonnenen Ergebnisse dargestellt und bewertet. Es fanden lebhafte und kontroverse Diskussionen statt,
die auch fiir mich von grofem Interesse waren.

Einige Gruppen zeigten am Ende der zweiten Stunde Ermiidungserscheinungen. Dies lag an der Enttiu-
schung, dass die Hiiufigkeiten manchmal erheblich voneinander und von den Erwartungen abwichen.
Z.B. ist bei einigen Serien die 2 bzw. 5 hiiufiger erschienen als die 1 bzw. 6. Das Interesse stieg aber
wieder erheblich, als in den beiden folgenden Stunden bei einigen Gruppen eine Stabilisierung der relati-
ven Hiufigkeit eintrat.

Withrend des Wiirfelns kamen die Schiiler immer wieder auf Fragen zum richtigen Vorgehen. Hier hat
sich einerseits gezeigl, dass sic motiviert waren, die gestellie Aufgabe nichtig zu lésen, es wurde aber
auch offenbar, dass sie ohne die Hilfe der Lehrkraft ratlos gewesen wiiren.

Ist es beispielsweise zuliissig, mehrere Quaderwiirfel gleichzeitig mit einem Becher zu werfen oder ris-
kiert man dabei, dass sie sich gegenseitig beeinflussen? Die Schiiler sind Uberzeugt, dass man einzeln
wiirfeln muss, denn ., wenn es im Becher eng wird, stellen sich die Wilrfel eher auf eine kleine Seite”
MNach einiger Zeil bitten einige Gruppen jedoch um insgesamt drei Wiirfel, die dann gleichzeitig von drei
Schiilern mit der Hand geworfen werden. Spiiter kommit eine Gruppe auf die Idee, die 17 insgesamt noch
itbrigen Wiirfel in einem geriumigen Plastikbeutel griindlich zu schiitteln und auf einmal zo werfen. Sie
versuchen dabei, jedem Wiirfel einen unabhiingigen Fall zu ermiglichen,

Die Schiiler interessieren sich aber auch fiir philosophische Aspekte: Wenn wir unsere Kenninis der
Hiufigkeit vergangener Wiirfe auf das Verhalten des Wiirfels in der Zukunft iibertragen, kann es keine
absolute Sicherheit geben. Die Vorhersagen, die wir auf dieser Basis treffen, kinnen nur im pragmati-
schen Sinne einigermaBen sicher sein.

7.Schritt: Auswertung der Schaubilder

Die Schaubilder werden vergriBert in der Klasse ausgehiingt. Dort bleiben sie auch fiir einige Wochen
hingen. Sie wecken grobes Interesse und werden ausfilhrlich und kontrovers diskutient. Die Diskussion
hat drei Kernsiitze zum Ergebnis:

I. Die kumulierte relative Hiufigkeit (h) stabilisiert sich zunehmend um einen Wert, aber absolute Stabi-
litiit wird nie erreicht.

2. Die nicht kumulierte Haufigkeit (H) schwankt unverindert.

3. Die relative Hiufigkeit einer Zahl hiingt auch von den anderen Hiufigheiten ab, Wenn sie bei der Zahl
4 sinkt, muss sie durch andere Zahlen ausgeglichen werden, indem sie bei diesen Zahlen steigt. Alle
Hiufigkeiten zusammen miissen 100 % ergeben,

Die Qualitit der Argumente zeigt den Erfolg der langen Erfahrungsphase. Als Haosaufgabe sollten die

Schiiler ihre Meinung schrifilich darlegen. Die Ergebnisse zeigten eine hohe Bereitschaft, sich mit den
Fragen differenziert auseinander zu setzen.

ldeenbdese Mathematik Sekundarstula |, Hett 1, 042005
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8. Schritt: Hausaufgabe — drei Fragen zur Haufigkeit

Nachdem die Schiiler ausfiihrlich mit den Quaderwiirfeln experimentiert haben, sollen sie in einer Haus-
aufgabe ihre Erfahrungen zusammenfassen, Zu beantworten sind die Fragen:

1.
2
3,

Wie verindert sich die relative, wie die absolute Hiufigkeit?
Kann man sie vorhersagen?
Von welchen Eigenschaften des Wiirfels hiingen sie ab?

Die Schiiler waren sehr motiviert, die Frage ausfiihrlich zu beantworten. Hier nur zwei Beispicle:

Katja:

1

Die absolute Hiufigkeit verdndert sich kaum. Sie schwanki zwar immer ein bisschen, aber wenn die
Bedingungen gleich Bleiben, kann sich die absolure Héiufigkeit natiilich nichr wesentlich verdndern.
Das gilt auch fiir die relative Hiufigkeit. Die kunndierte relative Héiufigheit wird immer genauer, je
dfter man wiirfelr.

. Man kann die Héiufigkeit ungefiilr schéitzen, aber ich glaube nicht, dass man sie genau vorhersagen

kann, Das ist immer so: man kann vermuten, was in der Zukunft passiert, aber wissen kann man es
nichs.

. Die Hitufigheir hingt von dev Form und vom Marerial des Wiirfels ab. Auferdem spielen das Gewichi

und die Verteilung des Gewichtes auf den Wiirfel eine Rolle,

Alexander:

L

Angenommen wird, dass diese beiden Hiiufigkeiren kumuliert gemeint sind, Bei der absoluren Hiufig-
keir kann man dann sagen, dass sich die Anzall der jeweiligen Zahl evhihi. Unter bestimmien Um-
stéinden kann sie auch gleich bleiben, was aber bei einer Wurfzahl von 100 Wiirfen rechr unwakhr-
scheinlich ist. Wird jeweils gleich oft gewtirfels, dann kann man bei gleichen Bedingungen erwarten,
dass die jeweilige Zahl gleich afr gewiirfelt ist. Wenn man rarséichlich exakr dieselben Bedingungen
bei allen 10 Witrfen schaffen kann (keine/eleiche Kilre, Wiirme, Luft, exaky die gleiche Wurfrechnik,
- ), x0 miisste theoretisch die Zahl nach jeweils 100 Wiirfen exaly gleich oft vorkommen, Dies wird in
der Praxis vom Menschen garvantiert nicht ervveicht (Maschine???). Jedoch kiinnen die von unter-
schiedlichen physikalischen Bedingungen stammenden Unterschiede nach jeden 100 Wiirfen durch
hitufiges Wiirfeln verhiflmisméfig Hein gehalten werden. So hat ein Wurf bei 100 Wiirfen einen Anteil
von immerhin 1%. Nach 10000 Wiirfen betrigt dessen Anteil nur noch 0,1 %e. Hiermit kann man auch
beantworten, wie sich die relative, kumulierte Hiufigheir verhdlt und verdndert. Man kann sagen,
dass sich diese Hiufigkeit bei jeder Zahl bei einem bestimmien prozentualen Anteil wund nach einer
lingeren Zeit stabilisiert, eben deshall weil ein Zufall bei 10000 Wiirfen niche so viel ausmacht wie
bei 100 oder 50 Wiirfen. Es kann durchaus vorkommen, dass auf dem Schaubild der eine oder andere
LLacken”, eben wegen der unterschiedlichen (physikalischen) Bedingungen, das Bild der immer sta-
biler werdenden Gerade ‘verunreinigt’,

. Bei jeweils denselben Bedingungen (5.0.) kann man in der Theorie sicherlich den prozentualen Anieil

einer Zahl vorhersagen. Dies wird in der Praxis auf keinen Fall erreichi, deshalb ist es notwendig,
dass man sehr hiiufig wirfi, um die  Ausrutscher” also die Unterschiede wegen der unterschiedlichen
Bedingungen so niedrig wie méglich zu halten.

. Um eine relativ realitdtsnahe Prognose machen zu kiinnen, ist es nétig, dass man bei allen Wiirfen

denselben oder zumindest einen exakt gleich aufgebawten Wiirfel benurzt. Die Zahlen miissen bei fe-
dem benutzien Wiirfel auf der gleichen Seite stehen. Die Inhalte der jeweiligen Fldichen milssen exake
gleich grofl sein. Die Kanten und Ecken miissen immer gleich geschiiffen sein.
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Unterrichtsplanung

Zu Alexanders deterministischer Sicht, dass dieselben Bedingungen immer wieder zu demselben Ergeb-
nis fithren, ist mir kein Argument eingefallen, mit dem ich einen Schiiler der Klasse 10 hiitte iiberzeugen
kiinnen. Ich habe mich deshalb zuriickgehalten. Erfreulich ist die grobe Bereitschaft des Schiilers, seine
Gedanken zu formulieren. Dies war zu Beginn der Einheit nicht so.

9. Schritt: Definition der Wahrscheinlichkeit

Zu diesem Zeitpunkt haben die Schiiler geniigend Erfahrung, selbst eine Definition der Wahrscheinlich-
keit zu versuchen. Bestitigt wird dies, weil es den Schiillern in den Diskussionen zunehmend bewusst
wurde, dass ihre sprachlichen Mittel nicht mehr ausreichten. Gelegentlich wurde sogar explizit gefordert,
man miisste sich mal einigen, was man denn unter Wahrscheinlichkeit zu verstehen habe. Da auch der
Fachwelt keine einzige, allseits befriedigende Definition gelungen ist, sollten die Schiller das Bemiihen
um eine akzeptable Lisung selbst erleben,

Wie die Definition im Einzelnen lauten wird, kann bei einer wirklichen Diskussion nicht vorhergesagt
werden, Nur als Beispiel wird hier unser Ergebnis genannt. Zuerst wurde die folgende Definition gege-
ben:

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis ist gleich der relativen Hiufigkeit des Ereignisses,
z.B. p(3) = h(3).

Diese Definition wurde an die Tafel geschrieben und anschlieBend zur Diskussion gestellt. Mehrere
Schitler kritisierten sie: .. Verschiedene Leute wiirden verschiedene Werne herausbekommen.™ Daraus ent-
wickeln wir eine verfeinerte Definition;

Offensichtlich gibt es einen Wert, um den sich bei groben Wurfzahlen die kumulierte relati-

ve Hiufigkeit eines Ercignisses stabilisiert. Diesen Wert nennt man die Wahrscheinlichkeit

p des Ereignisses,

Diese Definition haben wir gleich auf die Quaderwiirfel angewendet und kamen aufgrund unserer Mes-
sungen mit Beriicksichtigung der Symmetrie zu den Werten

p(1) H,.9 %:; p(2) H, 4 %: p(3) H. 37 %

In den Schiitzungen (Schrint 4) stimmie Melanies Vorhersage mit den relativen Hiufigkeiten am besten
iiberein. Sie hatte vermutet:

pll)=10%; pl2)=5%; p3)=35%
Bemerkenswert ist dabei, dass die beste Vorhersage in der Abstimmung auch von der Mehrheit (63 %)

gewithll worden war, Dies zeigl, dass die Schiiler von vorneherein durchaus ein Gefiihl fiir statistische
Zusammenhiinge mitbrachten. Dies sollte im Unterricht nicht ignorien, sondern ausgebaut werden.

10. Schritt: Vorstellen des fairen Wiirfels

Wenn der faire Wiirfel erst nach dem viel interessanteren Quaderwiirfel vorgestellt wird, kiinnen die
Schiiler diesen leichien Sonderfall ohne weiteres abhandeln.

11




5.1 - oder Schwarz?
Unterrichtsplanung

Besonderheiten des fairen Wilrfels:

1. Alle Seitenflichen sind gleich grob.

2. In jeder Lage ist der Wiirfel gleich hoch.
3. Die Dichte ist konstant.

Daraus folgt: Die Wahrscheinlichkeit fiir jede Seite ist gleich.

= p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6)

Das Laplace-Experiment und die daraus resultierende Definition der Wahrscheinlichkeit wird vorgestellt.

Anzahl der giinstigen Ereignisse
Anzahl der miglichen Ereignisse

Wahrscheinlichkeit: p=

Bei vielen Spielen ist der Wurf zweier Sechsen mit zwei Wiirfeln (6er-Pasch) ein besonders giinstiges
Ereignis. Wir planen die experimentelle Bestimmung der Wahrscheinlichkeit. Dieser Teil soll zu Hause
durchgefiithrt werden,

Als Vorbereitung der Berechnung besprechen wir das Baumdiagramm fiir einen einmaligen Wurf eines
fairen Wiirfels.

Hausaufgabe:

Bestimme die Wahrscheinlichkeit p(6,6) fiir einen 6er-Pasch, indem du entweder mit zwei Wiirfeln
gleichzeitig oder mit einem Wikrfel immer zweimal hintereinander wirfst und dies als ein Ereignis wer-
test.

(Die Beurteilung dieser beiden Wurftechniken ist fiir die Schiiler keineswegs selbstverstindlich.)




5.1

M1

Hausnummern wiirfeln

Spieler:

A B: ..
C D: ..
E F: i
Spielregeln:

Hausnummer.

Spielfelder:

Spiel 1:
A I B:
e [ [ [ [ |1 o[ [ [ [ |
B[ | | E[ |

Spiel 2:

E: | F: |
eI 1 f 0 ®i 0 1 |
E:I J F:I

Gespielt wird mit 3 Quaderwiirfeln, die gleiche Form haben und nur unterschiedlich beschriftet sind. Je-
der Spieler fiillt sein Zahlenfeld mit 5 Ziffern, jede wird einzeln gewiirfelt. Vor jedem Wurf darfst du dir
einen der drei Wiirfel aussuchen, den roten, den griinen oder den blaven. Nach jedem Wurf entscheidest
du selbst, in welches Zahlenfeld du die gewiirfelte Ziffer eintriigst. Gewonnen hat am Ende die kleinste
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5.1

M2

Geschiitzte Wahrscheinlichkeiten
fiir den Quaderwiirfel

Vermutungen am blauen Wiirfel

Ty dem

1,%m

Zem

Name 1 2 3 4 5 [

Glaubwiirdigkeit




= Arbeitsblatt 4

Kumulierte Haufigkeiten

Bestimme die kumulierte Hiufigkeit h(x) fiir jede Seite des Wiirfels aus deinen Werten und trage sie ein.
Fiille die Tabelle aus, soweit du kommst.

Anzahl der
Wiirfe h(1) h(2) h(3) h(4) h(5) h(6)

50

100




= Arbeitsblatt 4

Kumulierte Haufigkeiten

Bestimme die kumulierte Hiufigkeit h(x) fiir jede Seite des Wiirfels aus deinen Werten und trage sie ein.
Fiille die Tabelle aus, soweit du kommst.

Anzahl der
Wiirfe h(1) h(2) h(3) h(4) h(5) h(6)

50

100




Rot setzen — oder Schwarz? 5.1

Beispiel M5

L)

Weitere Antworten auf die Eingangsfrage

Stell dir vor: Du hast beim Roulette zehnmal gespielt. Jedes Mal hast du auf Rot gesetzt. Jedes Mal
hat Schwarz gewonnen. Einmal kannst du noch spielen, bevor dein Geld verbraucht ist.
Auf welche Farbe setzt du? Warum?

Es folgen weitere Beispiele filr Antworten von Schillern. Sie zeigen oft eine Verinderung im erwiinsch-
ten Sinne (korrekte Einschiitzung, rationale Begriindung, quantitative Aussage). Gelegentlich bleiben
aber auch falsche Konzepte erhalten.

Generell zeigen die Antworten eine hohe Bereitschaft der Schisler, sich ausfithrlich und differenziert aus-
zudriicken — keine Selbstverstiindlichkeit. Vorausgegangen waren lebhafte Diskussionen, in denen die
Lehrkraft immer wieder das Begriinden, das gegenseitige Zuhtren und das Aufeinander-Eingehen gefir-
dert hatte.

Wichtig ist dabei eine gewisse Toleranz gegeniiber falschen Aussagen. Wenn wir Lehrkriifte alle Fehler
immer reflexartig sofort korrigieren, fiihren wir dem Schiiler auch immer wieder seine Unmiindigkeit vor
Augen und reduzieren damit seine Bereitschaft, eine eigene Meinung zu entwickeln und klar darzustel-
len. Die folgenden Aussagen sind Stationen individueller Lernwege. Respektieren wir sie als solche!

2u Beginn der Einheit [2. Std.) gegen Ende der Einheit

ek ban fiir schwarz, denn wenn 10 x Schwarz gekommen .lch bin inzwischen der Meinung, dass es egal ist, ob man
ist, dann muss beim 11, Mal auch Schwarz kommen. Es ist auf rot oder schwarz setet. Es gibt 18 rote und 18 schwarze
spwigso fast unmiglich, dass 10 x hintercinander ¢ine Far- Felder (und ein griings Feld). So ergibt sich fiir rot

be kommt, aber es kann ja ein Zufall sein. Wenn ich auf {schwarz) jeweils die Wahsscheinlichkeat von 48,6 % (fily
Schwarz setze, hoffe ich, dass beim 11, Mal auch Schware griin 2.7 %), Ich bin aber auch weiterhin der Meinung. dass
kommit. Wenn ich 10 x mit Rot verloren hiinne, dann hiine es sehr unwahrscheinlich ist, dass 10 x hintereinander gine

ich die Hoffnung aul Rot auch verloren, deshalb setzte ich Farbe kommt.” (Ingo)
auch auf schware."” (Ingo)

Wlch wiirde auf Kot emeut setzen, jedoch nur des Gefithls Wlch glaube, dass es egal ist, auf welche Farbe man setet,
wegen. Ich denke man kann keine ‘Wahrscheinlichkeit auf- da die Wahrscheinlichkeit sowohl bei Rt als auch bei
stellen, da es ein reines Gliicksspiel ist, und die Bedingun- Schwarz etwas weniger als 50 % betrigt, und somit die
gen jedes Mal unterschiedlich sind (Rouletterad ist schnel- Wahrscheinlichkeit, bei Kot oder Schwarz zu gewinnen,

ler, Ball langsamer etc.).” (Matthias) gleich ist.” (Matthias)

WJeh wiirde auf Rot setzen. Die Chancen sichen zwar 30:50 HJech wiirde auf rot setzen, weil rot jetzt einfach kommen
aber die Wahrscheinlichkeit dass nach 10 Mal Schwarz Rot muss, Die Wahrscheinlichkeit, dass rot kommt, ist zwar
kommi, st grifer” (Markus) penauso grod wie die, dass schwarz kommt, nimlich "/

oder ca. 48.5 % aber ich glaube an rot.” (Markus)

WIch wiirde weiterhin auf Rot setzen, weil die Wahrschein- Baumdiagramm:
lichkeit, dass jetzt Rot kommt, griBer ist als beim 1.-10. L
Mal setzen. Ich glaube, dass die Wahrscheinlichkeit fiir "}_.-'l"-—_._? "_: rhwmww:
Rot 10 x grédBer ist, als fir Schware.” (Alexander 5.) s 4-‘\<g
.'.Il
b e e T g i
" - et 2%, tae 2048 Migichk e e
b k<]
B, E
TR 5
reeanl

Diie Wahrscheinlichkeit, dass Schwarz bew. Rot komma ist
logischerweise jeweils 30 %, Wie beim fairen Wilrfel, sind
auch hier filr beide miglichen Fille gleiche Bedingungen
geschaffen, die sich nach Lingerer Zedt in der Exaktheit der
relativen Haufigkeit bemerkbar machen. Damit wiire be-
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5.1
M5

12

.Es ist wahrscheinlich, dass nach dem 10ten Mal endlich
Rot kommt, Wenn man unendlich oft spielt, gibt es genauso
viele schwarze Treffer wie rote. Jetzt sind von den unendlich
vielen schwarzen schon 10 abgegangen, d.h, es gibt 10 liber-
schiissige Rote, welche zu der 30 % Chance dazukommen,
Die Chance Rot zu treffen ist also 50 % + 10 rote Kugeln,
verteilt auf eine unendlich lange Spicllinge. Dhe Wahr-
scheinlichkeit, dass Rot kommit, liegt aber nur gering tber
50 %, (Tima)

Wenn es ein Gesetz der Serie giibe, wilrde ich auf Schwarz
setren, soxusagen als Glickssirihne. Wenn es letzteres nicht
gibt, 50 setze ich auf Rot, weil die Wahrscheinlichkeit, dass
R kommit, hiher wird je 6fter Schwarz hintereinander ge-
fallen ist, Theoretisch geschen betriigt die Chance jedoch 50 9%,
dass Rot fEll, und 50 %, dass Schwarz fille" (Alen)

Ach wiirde auf Schwarz setzen, weil ich nicht glaube, dass
genau beim 10. Mal die Farbe sich wieder dindert. Es hiitte
auch schon beim 7. Mal sich dndern kiinnen oder es kann
auch erst nach dem 13, Mal passieren.” (Regina)

el wiirde auf Rot setzen. Ich habe jedes Mal gehofft, dass
Rot kommt und jedes Mal hat Schwarz gewonnen. Deshalb
wiirde ich mich firgern, wenn ich jetzt aul Schwarz setzen,
also wechseln wilrde, und Rot gewinnen wiirde, Weniger
wiirde ich mich firgern, wenn ich wieder auf Rot gesetet hiit-
te und Schwarz gewonnen hiine, Ich bleibe kKonsequent und
weiche micht von Rot ab.* (Nina)

wigsen, dass sich die relative Hiufigkeit bei diesem Fall
hichstwahrscheinlich eher Richtung Mitte bewegt, als dass
jetzt ein weiteres Mal Schwarz kommt,

Schaubild:

Theoretisch miissten die Kurven jetzt so weiter verlaufen,
bis sie nach der 20, Runde beide bei 50 % angelangt sind.
Jedoch weill man bereits aus der Praxis, da Schwarze und
Rot sich micht wie erwanet abwechsellen, sondem 10 x
Schwarze kam, dass dies wieder unwahrscheinlicher wird,
Mach der 10. Runde ist das Wahrscheinlichkeitsverhiiltnis
von Rot zu Schwarz 10:1 (oder 10011:1711). Nach der 11.
Rumde wiren es 11:1, falls wieder Schwarz gekommen wiire
und 10:2 nach Rot,

Antwort: Ich wiirde auf Rot setzen, da die Wahrscheinlich-
keit groBer als 50 % ist. Jedoch wiirde ich mich vorher
davon versichemn, ob das Roulette nicht gezinkt wurde™
{Alexander 5.)

WJeh witrde auch das 11te Mal auf Rot setzen, Weil, wenn
man immer auf eine Farbe setat, liegt die Chance, sein Geld
wieder doppelt surickzubekommen ungefahr 48,6 %. Da
bis jetzt die Chance 00 % war, muss sie noch kriftig steigen,
da ¢s im Unendlichen im Durchschnitt = 48,6 % sein miis-
sen.” (Timo)

Leh wiirde rot nehmen, weil es wahrscheinlicher ist, dass
nach 10-mal schwarz rot kommi, weil es schon sehr un-
wahrscheinlich ist, dass 10-mal schware kommit, und es des-
halb noch unwahrscheinlicher ist, dass schwarz ein elftes
Mal kommt. Es ist zwar mathematisch nicht begriindbar,
aber auf jeden Fall logisch.” (Alen)

Man kann nicht sagen, ob rot oder schwarz kommt Weil
jedes Mal, wenn man wieder neu drehi, ist die Wahrschein-
lichkeit, dass schwarz oder rof kommt, wieder gleich grof
ist: p="._.. (Regina}

Jeh wilede immer noch auf rot setzen, Dass schwarz oder
rot als nichstes kommt ist gleich wahrscheinlich. Ieh habe
die ganze Zeit auf ror gesetzt und immer darauf vertraw,
dass rot kommt, also weiche ich such beim 11, Mal nich
davon ab. Denn wenn ich jetat auf schwarz setren wiirde,
und es wilrde rot kommen, wiitrde ich mich mehr firgemn, als
wienn ich konseguent weiter auf rol gesetzt hiitte, und
schwarz gekommen wire. Ich hitte ja auch die vorherigen
Male die Farbe wechseln kiinnen, doch ich bin bei rot ge-
blieben, da ich mich, wenn ich von meiner konsequenien
Linie .Rot™ abgewichen wiire, und rot gekommen wiire
wschware gelirgert” hiite.” {Nina)




