Wie teuer wéare die Mal} Kolsch?

Wolfgang Riemer

Gaffels Fassbrausi{igne oderorange 0,331 2,50 €

: Gaffel Kblsch o. Gafffe! Frei alkoholfrei. 0,331 2,50 €

Das Mathebuch ist Gaffel Kolsch v. Fass 021 1,60€

der einzige Ort Y 041 3,00€
an dem es normal ist, R -

Malotieh 7i kalfen Hofbrau .e'. ier, alke und*)msch 0,51 3,50€

Erdinger WeiRbier, alkoholfrei ur 3,90 €

Hofbréu Hefeweizen, trib 3,50 €

Erdinger Hefeweizen, hell oder dunki 3,90 €

Abb. 1: Diese GruRRkarte mit 50 000 likes bei Facekdringt es auf den Punkt: Mathe wird als weltfredrerlebt.

,Grof3 oder klein?“ so lautett die Riickfrage nach Blestellung eines Getranks. Natirlich ist das gro-
Be teurer - aber preiswerter. Und wenn man dam jeunach Durst die Kosten-Nutzen Relation zu
verbessern - den Kellner (in Kéln den Kdbes) frage teuer ein ,ganz grolRes* ware, erhalt man
Antworten wie ,gibt’s hier nicht* oder ,muss ich "eChef fragen“. Lassen Sie Ihre Schiler Uber die
Preisgestaltung spekulieren. Fordern Sie Modeligskompetenz und funktionales Denken, fordern
Sie ,Lust auf Mathe“. Je nach Geschmack und Klastsém gerne auch mit Limo und Eis statt mit

Bier (Kopiervorlage).

Winters Grunderfahrungen

Die GrulZkarte bringt es auf den Punkt: Mathemaiiklals weltfremd erlebt, weil sie wenig mit er-
lebter Wirklichkeit zu tun hat. Dennoch hat die g&anach dem Preis von 53 Melonen ihre Berechti-
gung. Denn Mathematik ist auch geistige Schopfungrededuktiv geordneten Welt eigener Art, in
der es durchaus Sinn macht, Uber 53 Melonen naehked. In diesem Spannungsfeld zwischen ers-
ter und zweiter Winterscher Grunderfahrung, zwischethentischer Realitdt und innermathemati-
scher Struktur ,lebt” die hier fiktiv gestellte @ nach einem Modell fir die Preisgestaltung beim
Verkauf ,grolRerer Getrankemengen®. Das ,Bierpraagem” (Kopiervorlage) sorgt ab Klasse 7 fir
engagierte mathematikhaltige Diskussionen. Es fomlen Modellieren ebenso heraus wie zum Uben
im Umgang mit Funktionenklassen, deren Anzahl irafealer Schulzeit steigt

Das Problem - Der Kontext macht den Unterschied

Die Aufforderung ,Bestimme den Term einer Funktideren Graph durch die Punkte P(0,2;1,6) und
Q(0,4;3) verlauft!" ist eine eine Routineaufgaberah Lésung normalerweise von der Funktionsklas-
se abhangt, die im Unterricht gerade ,dran” ist.eZmemmotivierenden Problenwird diese Frage-
stellung in einer einer Kneipe, in der nach Getedaalkte 0,2| Kélsch 1,60€ und 0,4l 3,00€ kosten.
Wieviel missten dann 0,6 | kosten? Wie viel 1l, wied x Liter?

Das motivierende an diesem Problem ist die Komhlinadus praziser Fragestellung, Vielfalt mogli-

cher Losungen (,Modelle*) und dem sich aus dem \éech ergebenden Diskussionsbedarf. Es gibt
von Klasse 7 bis zum Abitur keine Lerngruppe, did sler Eingangspostkarte zum Trotz dem Reiz
dieser Fragestellung entzogen hatte. Das liegt Raabets Aquilibrationstheorie* wohl daran, dass
unser Gehirn stéandig nach Strukturen sucht, diaAd erklaren® - und gefundene Strukturen ma-

chen ,glicklich®.
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Sein Sie gespannt, auf welche Ideen lhre Schil@nken, wenn Sie ein wenig Zeit zum Nachdenken
bekommen und wenn Sie mit der Aussage Mut macless ds keine falschen Modelle geben kann.
Die folgenden Beispiele stammen aus einer KlassadBeinem Leistungskurs der Stufe 12, in wel-
chem nach Abschluss der Untersuchungen der Kékiateiessante Diskussionen verwickelt wurde.

1 ,Etis wie et is” (ab Klasse 7/8)

Wenn man ohne Phantasie die Realitat so akzepiesie ist, gibt es nur 0,2 oder 0,4 I

dann kosten 0,6 | 4,60 €, die Mal3 mit 1 | ginstigitlls 7,60€

und 100 | kosten (100/0,4)*3€ = 250*3€= 750€.

Die (fur Achtklassler anspruchsvolle) Suche naatkfiwnalen Beschreibungen fihrt auf zwei lineare
Terme

f(x) = 3 [k = 75x furx=0.4, 0.8, ...
04

£(x) =O—34 x-02)+16=75x+ 01,

deren Graphen parallel zueinander verlaufen. Deeg&ing 7.5 wird als Literpreis interpretiert, der
sich aus 3€ fir 0.4l ergibt.

» Algebra X |» Grafik Xl |~ Tabelle
Funktion A F KIEEE|=
x
f(x) = — .3 5 v
@ f(x) 4 J‘ ‘
—0.2 7 A B
-3+16
0.4 i
® h(x) =7x+0.2
Liste
L@ Listel ={(0,0), (0.2,1.6), (0.4,
Zahl

®g(x)="

i b=16
c=3
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Abb. 2: Die Preismodelle 1 und 2.1

2 ,das geradlinige* ab Klasse 8
Da lineare Funktionen im Zentrum des Mathematikuitiets stehen, ist dieses Modell bis zum Abitur
besonders beliebt.
. g 3-16 o .
Die Gerade durch P(0.2;1.6) und Q(0.4;3) hat (Mgﬂngm =7. Sie wird beschrieben durch

h(x) = 7(x-0.2)+1.6 = 7x+0.2
Damit massten 0,61 dann 4,40 € kosten und die Mafe wit 7,20€, etwas gunstiger als im Modell 1.

Wegen des gunstigeren Literpreises (7€/l statt/[j.a&d der y-Achsenabschnitt 0,2 als Nutzungsge-
bar fur ein leeres Glas (0,2€) interpretiert undegdtiert.
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3 Die Parabel und das Schlaraffenland (Ab Klasse 9)
Die zweite 0.2| Portion kostet 20ct weniger als eliste (Aufpreis 1.40€). Dann sollte doch der Auf-
preis bei der dritten 1,20€ betragen u. s. w. (&gb. 3 Spalten B und C)

» Grafik X |~ Tabelle
' ' ' ' A F KB EE =~ B~

D5 7 |=8AS5 (0.9375(5A5 - 1))
10 als| ¢ |[no]
L x() |p(€) Aufpreis (€) s(€)
2] 0 o 0
8 3 | 02| 18 16
4|04 3 14 3
| 5 | 08| 42 12
6 6 | 08 52 1] 527
7| 1] s 08 618
8 | 12 66 06 695
& 9 | 14| 7 04 76
10| 16| 72 02 815
11| 18] 72 0 859
: 2| 2| 7 02 895
13 | 22| 686 04 923
i 14|24 6 06 944
0 05 i 15 5 3 a5 i 15 | 28 52 08 959
16 | 28| 42 A 968
. 7| 3] 3 42 972
ple] = —2522+85a 18| 32 16 14| 972
19|34 0 16 969

s(x) =87 004 %

Abb. 3 Parabel p und Exponentialmodel s
Man entdeckt durch Fortsetzung des Musters die&ddrtlle der Parabel mit Funktionsgleichung

p(x)=8.5x-2.5x?=-2.5(x-1.7)?,

bei der die neunte 0.2l-Portion umsonst ist (1,6 L8l kosten gleichviel) und bei der man noch Geld
herausbekommt, wenn mehr als 3.4 | geordert werdas. ware das Schlaraffenland in Perfektion.

Den Term der Parabel erhalt man formal entweder éine Steckbriefaufgabe oder sinnstiftend, in-
dem man den Rabatt (1+2+...+(n-1)) *0.2€ =0.2*n*(f21yon n*1.6€ subtrahiert, wobei n=x/0.2 die
Anzahl der bestellten 0.2|-Portionen zahlt.

Dieses Preisgestaltungsmodell weist tber sich Binagil es erkennen lasst, dass lineare Vernderun-
gen mit quadratischen Abhangigkeiten verknipft sijidd wenn man zu den gegebenen beiden Da-
tenpunkten eine Ursprungsparabel konstruiert, tamde bei diesem Modell.

4 das exponentielle (ab Klasse 9)

Wenn man zweimal 0,2 | ordert, zahlt man statt 8,20r 3€, also nur das 3/3,2 = 0,9375-fache des
eigentlich anfallenden Preises. Wenn man bei eigdteren Portion auf den eigentlich falligen Ge-
samtpreis diesen Nachlas zweimal gewahrt, erhait ma

s(0,6)=3*1,60*0,93752=4,22€, das Muster sinngenwéfsétzend fir die Maf3
s(1)=5*1,60*0,937%=6,18€ und allgemein

(==-1)
s(x) = 1,6090"—2 [0,9375%% =8x[D.9375> €.

Da die Exponentialfunktion mit Basis kleiner algdwinnt, zahlt man irgendwann gar nichts mehr.
Man bekommt im Gegensatz zum Schlaraffenland-Madmk auch kein Geld heraus.
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5 Das potente (numerisch Klasse 9, formal LK 12)
Wenn man die Getrankemenge 0,2 | verdoppelt, waldrsPreis nicht um den Faktor 2, sondern nur

um den Faktork :1_36 = 1875. Wenn man sie zweimal verdoppelt, kbnnte man imnk& wachsen

lassen. Diesen Gedanken fortsetzend erhalt maRréasmodell
f (02[2") = 1600K".
Mit x=0,2[2", alson =log, (5x) ergibt sich
f(x)=16 [k'°9: (5% =1 g[p'o%2 ()og (§)+log, ()0
=1.6[R"°% ()g; (5)0plog, (k)log, () —
=1.€[50:(lo:(0) ~ g g}

also eine monoton wachsende Potenzfunktion, dereaphG durch den Ursprung verlauft
In diesem Modell musste die Mal3 dann 6.89€ kosten.

6 das betriebswirtschaftliche (Analysisk-LK)

Bisher fand der Einkaufspreis, den der Gastwirbesekzahlen muss, keine Beriicksichtigung. Wir
nehmen an, es geltg & 1 € (Einkaufspreis je Liter).

Dann betragt der Gewinn bei Verkauf von 0,241g6-¢,*0,2 und bei 0,4 | g=3,0-;*0,4.

Der Gewinn soll mit der Verkaufsmenge steigen. Macht also eine monoton steigende (realistischer
Weise rechtsgekrimmte) Gewinnfunktion, die bei dergegebenen Biermengen diese Gewinnwerte
g2bzw. g annimmt und zusatzlich durch den Ursprung verlauft

g(x) =k X"
Man erhéltb =log,(g,/d,) = 089 undk = g, /0,2° = 589
Fir den Verkaufspreis schlagt man den Einkaufsplesi
preis(x) =k X° + g, (k und kann auch den Rabatt berechnen, den der Komdergleich mit 0,2I-
Portionen erhélt, wenn er x Liter kauft
H 089

rabatt (x) =1——pre|S(;(<) =1 2P9X 7+, X

16002 8x

0,2

Da der Rabattt mit der gekauften Menge x steigft, dee Preisgestaltung den Konsum an und sorgt fir
steigenden Gewinn. Fur den Wirt und den Gast géeiohRen eine Win-Win-Situation.
Wie man sieht gilt
rabatt(x) =1- (2P0 o0t + Sy 59— G 11 g7y
8 8 8 8
Bei doppelt so hohem Einkaufspreis wére der Gréxagtaden man in diesem Modell gewahren konn-

1

te mitl—g =75% etwas geringer.

Resumee

Der Blick auf Getrankekarten regt an zum Spekufidiber Rabatt- und Preismodelle beim Bestellen
groRerer Portionen. Phantasie und Neugier werderede. Verfligbare Funktionenklassen dienen als
Modellierungs-Werkzeugkoffer.

Autor: Dr. Wolfgang Riemer, ZfsL Koéln, w.riemer@arale
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Anhang 1:

Graphen und Tabellen der diskutierten Funktionaa.gwarhrten Rabatte sind gelb unterlegt.

554

5 betriebswirtschaft =

50 P
45
2 Linearmodell
404
351 5 potenzmodell
0
25
204
15 4
104 4 exponentiell
57 3 parabel
g T T T T T T
0 1 2 3 \ 1 5 6 7 8 g
A B C D E F
1 linear potenz parabel exponentiell betrieb
2 0 0.2 0 0 0 0
3 0.2 16 16 16 16 16
4 033 253 254 2.56 255 254
3 04 3 3 3 3 3
4] 05 37 367 363 363 367
7 06 44 433 42 422 433
8 1 72 5.89 3] 5.18 6.89
9 10 702 5558 -165 3.39 56.07
10 100 700.2 44853 -24150 ] 450.19
11 1000 70002 361977 -2491500 0 381593
12 | 10000 70000002 | 190262._. -249999150 . 0 2345477
13 Rabatie litereinkaufspr. . 1
14 0.2 0 0 0 0 0
15 033 0.05 0.05 0.04 0.04 0.05
16 04 0.06 0.06 0.06 0.06 0.06
17 05 0.08 0.08 0.09 0.09 0.08
18 06 0.08 01 012 012 01
19 1 01 014 025 023 014
20 10 012 0.31 0.96 03
21 100 012 044 1 042
22 1000 012 0.55 1 0.52
23 | 10000... 012 0.76 1 0.71
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Anhang 2: Kopiervorlagen mit zwei Mengenangaben

ne oder Ora 9.3?7 250¢€
al hol 0 331 2,50€
0 2 i 1,60 €

1 3,00€

Hofbréu WeiRbier, al i un nisch, 0,51 3,50 €
Erdinger WeiRbier, gg freliand isotenisch 0,51 3,90 €
trib ,51 3,50€

Hofbrdu Hefeweize , 1
Erdinger Hefew& 051 3,90€

Schwimmbad De Biitt, Hurth

2 Klassiker
Caffé Créma

Milchkaffee
Latte Macchiato

Ca‘;pucclno
ChocoCino

Espresso
Kakao
Milch
Tee

b uloff
ﬁ, héchste!

klein 0,2/
€099
€129
€129
€129
C 1,49

€ 1,09

1,29

€ 1,29

€ 1,09

Exi

,.nlcﬂiﬂ -Qua
Bt

e s

Bahnkbtsgp Milheim/Ruhr
Das Bierpreisbeispiel ist durch die Verdoppelung 0¢2 auf 0,4 | attraktiv. Es regt Modell 4 an.

Anhang 3: Kopiervorlagen mit drei Mengenangaben

GETRANKE

Biere

Bitburger Pils vom Fass
Bitburger Pils vom Fass
Bitburger Pils vom Fass

Gllser Weinstube, Koblenz

0,215 1,50 €
031 2,20 €
051 3,50 €

Espress’
sie Ka Imj mit It unsere
warosel 19

groB 0,3/
€ 1,49
€1,69
€1,69
€1,69
€179
€1,69
c169
€ 1,69
c1,19

0
tra Fllvaur-Shot €03

0K par
purn
- un

A

Die drei Datenpunkte liegen auf einer UrsprungdparéModell 3)

ISVAFFEL

4KUGLER 45,'
3KUGLER 38,-
2 KUGLER 30,-

GUF, FLODESKUM ELLER SYLTET@J 6,-

FLODEBOLLE ELLER SOFTICE 10 "

Kjerstrup Eis, Bornholm - Danemark

Wenn die Preise zu 5, 4 und 3 Kugeln gehoren wirtdétte man auch hier eine Ursprungs-

Preisparabel, So aber wirde die Waffel mehr koatereine Eiskugel
Waffel durchaus gerechtfertigt ware.

— was bei der handgemachten
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