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Wahrscheinlichkeitsverteilun s bei Permutationen

Die Wabrscheinlichkeitsverteilung bei dem folgenden Glücksspiel lässt
sich nicht durch eine der bisher behandelten Verteilungen beschreiben.
Vier verschiedenfarbige Karten ( i { l1) eines Kartenspiels werden
zuf?illig nebeneinander verdech ausgelegt. Ein Spieler legt offen vier
verschiedenfarbige Karten darüber. Dann werden die Karten aufgedeckt.
Ein Treffer liegt vor, wenn an derselben Position dieselbe Farbe liegt.
Angenommen, die verdeckten Karten liegen in der Reihenfolge
*ölf aus, dann zeigt Fig. l, welche Möglichkeiten es für den Spie-
ler gibt und wie viele Treffer k dabei jeweils erzielt werden. Daraus er-
geben sich die Wahrscheinlichkeiten in Fig. 2 fur die Trefferzahlen.

Führt man das Spiel mit mehr als vier Farben durch, dann wird das
beschriebene Verfahren zul Ermittlulg der Wahrscheinlichkeiten zu
aufwändig. Man kann sich die verschiedenen Möglichkeiten auch aus-
gehend von der Reihenfolge der verdeckten Karten durch Vertauschung
einiger oder aller Farben entstanden denken. Daher spricht man hier
auch von Permutationen der Farben. Bei k Treffem liegt eine Permu-
tation vor. bei der k Farben fest bleiben. Statt der Farben werden Zah-
len 1, 2, ... , n verwendet. \ (k) bedeutet dann die Wahrscheinlichkeit,
dass k Zahlen fest bleiben. Man erhält:

Satz: Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Permutation von n Zahlen k Zahlen fest bleiben.

betägt P" (k )= i>q l l , 0<k<n .

Beispi€l:
a) Bei einem Tanzkurs nehmen fünf Ehepaare teil. Jeder Hen wird einer Dame zugelost.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit tanzt kein Ehepaar gemeinsam?
b) Die Ziffemfolge 24531 soll bedeuten: Hen I tanzt mit Dame 2, Herr 2 mit Dame 4, Herr 3
mit Dame 5 usw Schreiben Sie auf diese Weise alle Möglichkeiten von Teil a) auf, bei denen
HerI 1 nicht mit Dame 2 und Herr 2 mit Dame I tanzt.
Lösung:
a) Nach dem Satz ist die gesuchte Wahscheinlichkeit es(O) = j-]+ j-+.;-+=#
b) Es handelt sich um folgende neun fixpunktfreie Permutationen der Ziffem 12345, bei denen
auf Platz I nicht die 2 und auf Platz 2 die I steht.
31254, 31452, 31524, 412s3, 4rs23, 41532, 51234, 5t423, 51432.

I Fünf Briefe werden rein zufällig in fünf adressierte Umschläge gesteckt. Mit welcher
Wahscheinlichkeit gelangt mindestens ein Brief in den richtigen Umschlag /

2 Einem Schüler werden fünf Litemturauszüge und fünf zugehörige Vedasser vorgelegt. Der
Schüler ordnet alle (vier der fünf, drei der füno Auszüge den Verfassern richtig zu.
Mit welcher Wahßcheinlichkeit hätte er allein durch Raten so ein gutes Ergebnis erzielt?
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J e) Zeigen Sie: Die Wrhrscheinlichkeiten für n Permutationen rnit k Fixpunkten sind nähe-
rungsweise poissonverteilt nit Parameter F= I, d.h. P.(k)=;e r.

b) Ftir ausreicheDd große n ist insbesondere q,(U)r)rch Terl r) nlhezu unabhängig von n. Inter-
pretieren Sie die Aussage anhand von Beispielen.

4 Beim Treize-Spiel, das auf MoNTr,loRT zurückgeht, werden 13 Karten mit den Nummern I
bis l3 gut gemischt und ei[e Karte nach der anderen abgehoben. Der Spieler gewinnt. wenn
kein Kaltenwert mit der Ziehungsnummer übereinstimmt. Ist das Spiel fair?

5 a) Berechnen Sie die Anzahl (, der fixpunktf.eien Permutatiorel für n= 10.
b) Berechnen Sie P" (k) für n = 5 (n = 6) exakt. Vergleichen Sie mit der Näherung aus Aulg. 3.
c) Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsveneilung P"(k) für n = 5 und n - 10 grafisch dar

Zum Beweis des Satzes
Es wird zunächst der Spezialfall k = 0 der fixpunktfrei
en Permutationen betrachtet, bei dem gar kein Treffer
auftritt. Zugehörige Permutationen und ihrc Anzahlen f,
kann man für kleine n ohne Weiteres bestimmen:

Um auf eine Gesetzmäßigkeit für größere n zu gelangen,
kann man die fixpunktfreien Pemutationen für n = 5
systematisch aufschreiben und beobachten, wie sie aus
denen bei n=4 hervorgehen.
Zunächst werden alle fixpunktfreien Permutationen be-
trachtet, bei denen auf Platz 1 die Zahl r e {2, 3, 4, 5l
und auf Platz r die Zahl 1 steht. Steht z.B. auf Platz I die
2 und auf Platz 2 die 1, so haben die möglichen fixpunlt-
freien Pemutationen die Form 21xyz. Dabei steht xyz
für die f3 fixpunktfreien Permutationen der drei Zahlen 3,
4,5. Entsprechendes gilt, wenn r€ {3,4, 5}. Daher er-
geben sich auf diese Weise 4 f, = $ fixpunktfreie Permu-
tahonen.
Nun werden die restlichen fixpunktfreien Permutationen
betachtet. Bei diesen steht auf Platz 1 nicht die Zahl r,
r € { 2 , 3 , 4 , 5 } , u n d a u f P l a t z r d i e Z a h l  1 .  I s t  z .  B .  r = 2 ,
steht also auf Platz 2 die l, so müssen die Zablen 2,3, 4,
5 so verteilt werden, dass auf Platz 1 nicht die 2, auf
Platz 3 nicht die 3, auf Platz 4 nicht die 4 und auf Platz 5
nicht die 5 kornmt. Das entspricht gemde dem fixpunkt-
freien Vertauschen von 4 Zahlen und geht daher auf
fi = 9 Möglichkeiten, die oben in Beispiel b) aufgelistet
sind. Da für r vier Zahlen möglich sind, ergeben sich ins-

gesamt 4.f., Möglichkeiten für die rcstlichen Permutatio-
nen. Insgesamt gilt daher:
f s  = 4  f i + 4  f : = 4  ( f i + f r ) .
Mit den gleichen Uberlegungen erhält man allgemein für
n = 3 dieRekursionsformel
f, = (n - l). (f,,- | + f"_t.
Damit kann man fn nacheinander, begillnend mit fr = 0
und f' = 1, berechnen.
Es ist sogar möglich, aus der Rekursionsformel eine ge-
schlossene Formel herzuleiten. Dazu setzt man für die
Differenz f" - n.f,, , zur Abkürzung d.. Aus der Rekur-
s ions formel  fo lg t  fn -n . fn  ,= - f , ,  r+ (n- l )  f ;  r ,  a lso

Diese Beziehung fur ausreichend großes n mehrfach an-
gewandt ergibt
d n = ( - 1 ) d ! , r  = ( - l ) r d " _ ,  = . . .  - (  1 ) "  r d 2 .

Da d,,=f2-2ft = I und (-1)'- '?=(-l)", folgt damus
dn = fn - n.fi,r = (-l)" und somit
f . = n  f .  r + (  l ) ' .
Division durch n! ergibt P,, (0), und durch wiederholte
Anwendung erhält man:
p t o r = 1 " =  |  |  + r  l r  _  l "  * ' l l . - i  
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Dabei wurde *-i=0 eineefüg1 

i=o

Es fehlt noch die Bestimmung der Werte P,(k), k > 0, für
die Permutationen mit genau k Fixpunkten. Zunächst
müssen k Plätze für die k Fixpunke bestinmt werden,
das  seht  au f l l  ]Anen.  D ie  res t l i chen n-k  P lä Ize  müssen_  K /

fixpunktftei sein, das geht auf f. -1Arten. Also ergibt sich
nach Division durch alle n! Möglichteiten die Behaup-
tung des Satzes aus

.  i  f " ^
l ' r { k ) =  . l k J  l n  k = . t  r : . , n  t , : I " - \ = i :  1 n _ i r 1 .

Zu beachten ist noch, dass hier fo = I zu setzen ist.
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