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Wabhrscheinlichkeitsverteilung bei Permutationen

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei dem folgenden Gliicksspiel Lisst
sich nicht durch eine der bisher behandelten Verteilungen beschreiben.
Vier verschiedenfarbige Karten (% & % ) eines Kartenspiels werden
zufillig nebeneinander verdeckt ausgelegt. Ein Spieler legt offen vier
verschiedenfarbige Karten dariiber. Dann werden die Karten aufgedeckt.
Ein Treffer liegt vor, wenn an derselben Position dieselbe Farbe liegt.
Angenommen, die verdeckten Karten liegen in der Reihenfolge

® 4V @ aus, dann zeigt Fig. 1, welche Moglichkeiten es fiir den Spie-
ler gibt und wie viele Treffer k dabei jeweils erzielt werden. Daraus er-
geben sich die Wahrscheinlichkeiten in Fig. 2 fiir die Trefferzahlen.

Reihen- |, | Reihen- |, | Reihen- |, | Reihen- |, | Fiihrt man das Spiel mit mehr als vier Farben durch, dann wird das
folge folge folge folge ; S :
= = beschriebene Verfahren zur Ermittlung der Wahrscheinlichkeiten zu
; svivy i SN e SV aufwindig. Man kann sich die verschiedenen Moglichkeiten auch aus-
o :' 2@ VID Ve 0eaya ] gehend von der Reihenfolge der verdeckten Karten durch Vertauschung
e AR A6 A (e L IR T T A einiger oder aller Farben entstanden denken. Daher spricht man hier
2V42[1/24Ve20/¥242/1]/¢4¥22) ch von Permutationen der Farben. Bei k Treffern liegt eine Permu-
2OLVIIA42VI0Ve22/0/¢V2L0l 55 vor, bei der k Farben fest bleiben. Statt der Farben werden Zah-
24V22[2¢V2[1[V422[0[¢¥22]0] epy,2,...,nverwendet. P, (k) bedeutet dann die Wahrscheinlichkeit,
Das Arbeitsbiart heifit Fig. 1 dagss k Zahlen fest bleiben. Man erhilt:
permutationen.xls.
Ein Beweis des Satzes be- Satz: Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Permutation von n Zahlen k Zahlen fest bleiben,
findet sich auf der néich- n-k
Slerere. betriigt &=Ly 0=sk=n
ra
Treffer. | Wahrschein- — Beispiel:
reffer- | . : T i " ol
Zahl & ?Fh;(EII F;-%(k} a) Bei einem Tanzkurs nehmen fiinf Ehepaare teil. Jeder Herr wird einer Dame zugelost.
Urk Treffer Mt welcher Wahrscheinlichkeit tanzt kein Ehepaar gemeinsam?
- paar g
0 = b) Die Ziffernfolge 24531 soll bedeuten: Herr 1 tanzt mit Dame 2, Herr 2 mit Dame 4, Herr 3
37.5% mit Dame 5 usw. Schreiben Sie auf diese Weise alle Moglichkeiten von Teil a) auf, bei denen
o
£ Herr I nicht mit Dame 2 und Herr 2 mit Dame 1 tanzt.
1 224 Losung:
333% I ST i =l il e T
) a) Nach dem Satz ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P5(0) = TR T
) 24 b) Es handelt sich um folgende neun fixpunktfreie Permutationen der Ziffern 12345, bei denen
2% auf Platz 1 nicht die 2 und auf Platz 2 die 1 steht.
> 2 31254, 31452, 31524, 41253, 41523, 41532, 51234, 51423, 51432.
0% %
|
4 2 1  Fiinf Briefe werden rein zufllig in fiinf adressierte Umschlige gesteckt. Mit welcher
4.2% Wahrscheinlichkeit gelangt mindestens ein Brief in den richtigen Umschlag?
Fig. 2

Eine Permutation heif3t fix-
punbktfrei, wenn keine Zahl
an threm Platz bleibt.
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2 Einem Schiiler werden fiinf Literaturausziige und fiinf zugehorige Verfasser vorgelegt. Der
Schiiler ordnet alle (vier der fiinf, drei der fiinf) Ausziige den Verfassern richtig zu.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hitte er allein durch Raten so ein gutes Ergebnis erzielt?



Die Néiherung ist brauch- 3
bar, falls k=n-35.
Verwenden Sie zur Begriin-
dung die von EULER ent-
deckte Formel
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PIERRE REMOND DE MONT-
MORT (1678-1719), um
1700 Domherr von Notre
Dame in Paris, lernte Ma-
thematik und Physik im 5
Selbststudium. 1708 gab er
sein Essay , D 'Analyse sur
les jeux de Hasard" heraus.

Zum Beweis des Satzes

Es wird zunichst der Spezialfall k =0 der fixpunktfrei-
en Permutationen betrachtet, bei dem gar kein Treffer
auftritt. Zugehorige Permutationen und ihre Anzahlen f,
kann man fiir kleine n ohne Weiteres bestimmen:

n fixpunktfreie Permutationen )

1 keine 0

2 21 1

3 2315 312 2

4 2143,2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 9
4123, 4132

Um auf eine GesetzmiBigkeit fiir groBere n zu gelangen,
kann man die fixpunktfreien Permutationen fiir n=5
systematisch aufschreiben und beobachten, wie sie aus
denen bei n=4 hervorgehen.

Zunichst werden alle fixpunktfreien Permutationen be-
trachtet, bei denen auf Platz 1 die Zahl re {2, 3,4, 5}
und auf Platz r die Zahl 1 steht. Steht z. B. auf Platz 1 die
2 und auf Platz 2 die 1, so haben die moglichen fixpunkt-
freien Permutationen die Form 21xyz. Dabei steht xyz
fiir die f; fixpunktfreien Permutationen der drei Zahlen 3,
4, 5. Entsprechendes gilt, wenn r € {3, 4, 5}. Daher er-
geben sich auf diese Weise 415 = § fixpunktfreie Permu-
tationen.

Nun werden die restlichen fixpunktfreien Permutationen
betrachtet. Bei diesen steht auf Platz 1 nicht die Zahl r,
re {2,3.4,5}, und auf Platz r die Zahl 1. Ist z.B. r=2,
steht also auf Platz 2 die 1, so miissen die Zahlen 2, 3, 4,
5 so verteilt werden, dass auf Platz 1 nicht die 2, auf
Platz 3 nicht die 3, auf Platz 4 nicht die 4 und auf Platz 5
nicht die 5 kommt. Das entspricht gerade dem fixpunkt-
freien Vertauschen von 4 Zahlen und geht daher auf

f; = 9 Moglichkeiten, die oben in Beispiel b) aufgelistet
sind. Da fiir r vier Zahlen moglich sind, ergeben sich ins-

a) Zeigen Sie: Die Wahrscheinlichkeiten fiir n Permutationen mit k Fixpunkten sind nihe-
rungsweise poissonverteilt mit Parameter p=1, d.h. P (k) = ﬁe*l.

b) Fiir ausreichend grofie n ist insbesondere P, (0) nach Teil a) nahezu unabhéngig von n. Inter-
pretieren Sie die Aussage anhand von Beispielen.

4  Beim Treize-Spiel, das auf MONTMORT zuriickgeht, werden 13 Karten mit den Nummern 1
bis 13 gut gemischt und eine Karte nach der anderen abgehoben. Der Spieler gewinnt, wenn
kein Kartenwert mit der Ziehungsnummer tibereinstimmt. Ist das Spiel fair?

a) Berechnen Sie die Anzahl f, der fixpunktfreien Permutationen fiir n = 10.
b) Berechnen Sie P, (k) fir n=35 (n=6) exakt. Vergleichen Sie mit der Nidherung aus Aufg. 3.
¢) Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung P, (k) fiir n=35 und n= 10 grafisch dar.

gesamt 4 - f, Moglichkeiten fiir die restlichen Permutatio-
nen. Insgesamt gilt daher:

fs=4-f,+4.-f;=4-(f, + f3).

Mit den gleichen Uberlegungen erhilt man allgemein fiir
n =3 die Rekursionsformel

fo=(m—-1)-(f,_; +1f,_5).

Damit kann man f, nacheinander, beginnend mit f; =0
und f, =1, berechnen.

Es ist sogar moglich, aus der Rekursionsformel eine ge-
schlossene Formel herzuleiten. Dazu setzt man fiir die
Differenz f,—n-f,_, zur Abkiirzung d,. Aus der Rekur-

sionsformel folgt f,—n-f,_;=—f,_;+(m—1)-f,_,, also
dn = _dn—l'

Diese Beziehung fiir ausreichend groBes n mehrfach an-
gewandt ergibt

d,=(-1)d,_, = (—l)zdn-z S (7]-)1'“2(12‘

Da d,=f,-2f, =1 und (-1)"~2=(-1)", folgt daraus
d,=f,—n-f,_, =(=1)" und somit

f,=n-f,_ ; +(=1)%

Division durch n! ergibt P, (0), und durch wiederholte
Anwendung erhélt man:

Sh s en e e ey
P, (0) = ! (-1 nl T @=-2! @-1! GE =
n =
=olaepiaslos Sl Gt Sk
S E L e _z‘f)i!‘
: ==l : - 12
Dabei wurde o-—+-=0 eingefiigt.

Es fehlt noch die Bestimmung der Werte P, (k), k > 0, fiir
die Permutationen mit genau k Fixpunkten. Zundchst
miissen k Plitze fiir die k Fixpunkte bestimmt werden,
das geht auf( + | Arten. Die restlichen n—k Plitze miissen

fixpunktfrei sein, das geht auf f;, _, Arten. Also ergibt sich
nach Division durch alle n! Moglichkeiten die Behaup-
tung des Satzes aus

—iifn = ! Saoab e
P"(k)_F(k)'f“‘k_‘E-k!-(gfk)lf“‘kmﬁ(n—l:)!'

Zu beachten ist noch, dass hier f,=1 zu setzen ist.
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