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WOLFGANG RIEMER, REIMUND VEHLING

Prognose- und Konfidenzintervalle:
beurteilende Statistik mit Sinn und Verstand

1 Den Zufall erforschen - statt ihn wegzuwiinschen!

Der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff hat neben dem LAPLACEschen im Schul-
unterricht eine lange Tradition. FREUDENTHALs Notiz aus dem Jahr 1972 (vgl. Abb. 1) ist
aktuell wie eh und je. Man deutet Wahrscheinlichkeit als eine objektive GroBe, die man als
Grenzwert einer unendlichen Folge relativer Hiufigkeiten erhilt'. Dahinter steckt das starke
Gesetz der groBen Zahlen?, das besagt: Bei einer BERNOULLIkette konvergiert die Folge der
relativen Hiufigkeiten mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die Trefferwahrscheinlichkeit p.

Frequentistische Wahrscheinlichkeit , | Retatwe tresvency
The story about tossing a coin with the g
happy result of a fair distribution of o#

heads and tails in the long run has been Z:;
the custom for quite a long time. ot -

What is new about it, is that the sto- ZZ

ry is dramatized and acted out — I mean, ©2
Al
by the author of the textbook. Maybe ° . , et ,

70 80 90 100
even the teachers or the students are © oo 40 %0 ® Number of trials
expected to try out this experiment — app.1wenn man nach R.v.Mises Wahrscheinlichkeit als
following the highly encouraging exam- Grenzwert relativer Haufigkeiten deutet, dann sind Zufalls-
ples given by the textbook authors. schwankungen unerwinscht.

The experiments reported in those textbooks attempt to prove the ‘empirical law of
large numbers‘. Notwithstanding their great diversity all of them show the essential fea-
tures displayed by the relative frequencies, that is oscillation around, and a quick conver-
gence towards, 1/2. In general, after 100 trials the value 1/2 is practically reached,
though some of the more optimistic textbook authors promise this result after no more than
50 trials. In some trials series the quotient 1/2 is suddenly reached at n =100, but in the
majority of examples the quotients have been approaching close to 1/2 for a while before
the 100th trial. FREUDENTHAL [1972]

I Bevor KOLMOGOROFF Wahrscheinlichkeit axiomatisch fasste, verwickelt sich R. V. MISES beim Ver-
such, sie iiber Grenzwerte zu definieren, in Widerspriiche. Vgl. HUMENBERGER [2019] zur Wortschop-
fung ,.empirische Wahrscheinlichkeit*.

Das ist ein tiefliegender mathematischer Satz, fiir dessen Beweis man ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf
dem Grundraum Q aller Zahlenfolgen konstruieren muss. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine unendliche
Folge konvergiert, ldsst sich nicht mehr frequentistisch deuten.

)
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Leider hat die frequentistische Sicht den Haken, dass es keine unendlich langen Versuchs-
reihen gibt, mit denen man eine unbekannte Wahrscheinlichkeit genau bestimmen konnte.

Und wenn man es trotzdem versucht, storen die Zufallsschwankungen enorm. Man
wiinscht sie weg und vertreibt — wie Abb. 1 belegt — den Zufall aus dem Stochastikunterricht.
Zielfiihrender ist es, schon in der Sekundarstufe I einen hypothetisch-prognostischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff (vgl. [RIEMER 2019]) zu pflegen und Wahrscheinlichkeiten als vom
Menschen gesetzte Modelle zu begreifen, die
relative Haufigkeiten prognostizieren,
die Realitdt nur mehr oder weniger gut und nie ganz genau beschreiben,

im Modellbildungskreislauf bestéindig nachgebessert werden miissen?,

nicht die Konvergenz relativer Héufigkeiten in einer immer ldnger werdenden Versuchs-
serie fokussieren, sondern die mit immer grofer werdendem Versuchsumfang abneh-
menden Zufallsschwankungen in vielen endlich langen Versuchsserien®.

Damit ist man bei Prognoseintervallen, dem 1/+/n -Gesetz und dem ,,Konzept des Bezwei-
felns* von Hypothesen, einer priformalen Version zweiseitiger Hypothesentests. Sie bilden
die Basis fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen, die (anders als Testgrofen) iiber
ihre Linge den Einfluss des Stichprobenumfangs verraten und iiber die Idee der Mess-
ungenauigkeit eine Briicke zwischen Geometrie und Stochastik schlagen.

Es gibt ausgezeichnete systematisch aufgebaute Lehrginge zum Thema, z.B. den fach-
lichen Beitrag HENZE [2020] in diesem Heft und solide Schulbiicher wie z.B. BRANDT u. a.
[2018] oder LERGENMULLER u.a. [2012]. Deswegen fassen wir uns bei der Sachanalyse
in 2.1 und 3.1 kurz und stellen praxiserprobte und didaktisch durchaus ,,pfiffige* Zuginge
in den Vordergrund, wie sie sich in Schulbiichern nicht abbilden lassen.

2 Prognoseintervalle, das 1/v/n-Gesetz und das Konzept des Bezweifelns

2.1 Worum geht es?

Ein 95%-Prognoseintervall zu einer Trefferwahrscheinlichkeit p ist ein Intervall, in das die

zufillige Trefferanzahl X bzw. die zufillige relative Trefferhdufigkeit H = X /n bei einem

bevorstehenden BERNOULLIexperiment gegebener Linge n mit einer Mindestwahrschein-
lichkeit 95 % fillt’. Wie der Name ,,Prognose* signalisiert, schauen Prognoseintervalle —
genau wie Wahrscheinlichkeiten — in die Zukunft. Man schlief3t mit ihnen vom Modell (der

Wabhrscheinlichkeit) auf die Wirklichkeit (die relative Haufigkeit).

Die Arbeit mit Prognoseintervallen

e vertieft den prognostischen Aspekt des Wahrscheinlichkeitsbegriffs,

e bietet eine griffige und niitzliche Interpretation des ,,empirischen Gesetzes der groflen
Zahlen®, die sich am schwachen, nicht am starken Gesetz der groen Zahlen orientiert
und

o deckt liber das Konzept des Bezweifelns die Anforderungen der Bildungsstandards hin-
sichtlich beurteilender Statik auf Grundkursniveau ab.

w

L. SACHS [1999] formuliert pragnant: ,,Aus Erfahrung wird Erwartung.*

In der Schule ist es viel sinnvoller, das oft zitierte empirische Gesetz der grofien Zahlen im Sinne des
schwachen, nicht des starken Gesetzes der grofien Zahlen zu interpretieren.

> Absolute und relative Hiufigkeiten sind Zufallsgrofen, die man mit GroBbuchstaben (X,H) schreibt.

IS
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Das 1/+/n -Gesetz besagt: Bei gegebener Trefferwahrscheinlichkeit p liegt die (zufillige)
relative Trefferhdufigkeit H =X /n mitca. 95 % Sicherheit im Prognoseintervall

e(=p)p(1-p) { 1 L} 6
p-2 NG ; p+2 NG gpﬁ,mﬁ. (1

Seine Lidnge schrumpft umgekehrt proportional mit der Wurzel aus dem Versuchsumfang.
Sie halbiert sich, wenn man den Versuchsumfang vervierfacht.

Abb. 2 und 3 wurden mit der Datei eins-durch-wurzel-n.ggb
erzeugt. Sie veranschaulichen diese Aussage durch sukzes-
siv eingeblendete relative Hiufigkeitstrajektorien, die bei
n=25,100 und 400 in Abb. 2 ,vertikal streuende Spurpunk-
te hinterlassen, die man in Abb.3 auch durch horizontal
liegende Boxplots veranschaulicht.
e An jeder festen Stelle liegen etwa 95 % dieser Spurpunk-
te im Wurzeltrichter, der durch die Graphen von f, mit Apb. 2 Wurzeltrichter: p fest, n vari-
abel, hier n = 400

f.(p)=r% ZLS_;[)) begrenzt wird.

e Der Anteil der Trajektorien, die bis zur Stelle n kom-
plett im Wurzeltrichter liegen, ist aber deutlich kleiner
als 95 %, umso kleiner, je grofer n ist.

e Nurinca. 2/3 aller Fille rutscht die relative Hiufigkeit
niher an p heran, wenn man den Versuchsumfang vervier-
facht. Der mittlere Abstand zu p verringert sich stets.

e Wenn man die Streuung der relativen Héiufigkeiten wie
in Abb. 3 ab Klasse 7 durch Boxplots visualisiert, erkennt
man, dass die Quartilabstinde sich ungefihr halbieren,
wenn man den Versuchsumfang vervierfacht. Und schon =
Achtkléssler entdecken den ,,Hauptsatz der beurteilenden
Statistik: ,,Viermal so viel, doppelt genau‘ auch ohne i %0 [0
Kenntnis von Wurzeln und Standardabweichung. Er lie- e E i
fert die Begriindung dafiir, dass man Wahrscheinlich- -
keitsangaben umso mehr Vertrauen schenken darf, je Abb.3
mehr Experimente dahinterstecken.

erkiir
h ndher bei p 79 |67 |88

In der Sekundarstufe I hat das 1/+/n -Gesetz den Status eines Naturgesetzes, vgl. RIEMER
[1991]. Dabei geniigt die Untersuchung von p=1/2 bzw. die Abschitzung in (1). In der
Sekundarstufe II begriindet man es mit der 20-Regel der Binomialverteilung wie folgt:

Bei der Binomialverteilung mit u=n-p, o= /n- p-(l— p) liegt die Trefferanzahl X mit
ca. 95 % Sicherheit im 20-Prognoseintervall

[np—%/W; np+2\/m] 2)

¢ wegen p(1-p)<1/4
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Weil die Linge dieses Intervalls proportional zu «/n wichst, spricht man bei (2) auch vom
</n -Gesetz der absoluten Hiufigkeiten. Wenn man durch » dividiert, erhélt man hieraus das
1/~/n -Gesetz (1) der relativen Hiufigkeiten.

Falls die relative Haufigkeit & nicht in diesem Intervall liegt, dann nennt man die Ab-
weichung von p statistisch signifikant. Wenn man sich bei p nicht sehr sicher ist — und
eigentlich auch nur dann — beginnt man zu bezweifeln, dass p ein gutes Modell darstellt.
Man begibt sich ggf. auf die Suche nach besseren Modellen oder arbeitet mit p in dem
Bewusstsein weiter, dass man vielleicht kein optimales Modell erwischt hat. Diese intuitiv
eingingige Idee nennen wir das Konzept des Bezweifelns. Es handelt sich dabei um eine
auf das Wesentliche reduzierte Variante des zweiseitigen Signifikanztests auf dem 5 %-
Niveau.

2.2 Wie unterrichtet man Prognoseintervalle?
Nach einem Blick auf empfehlenswerte digitale Werkzeuge skizzieren wir (liber ausformu-
lierte Arbeitsauftrige) bewéhrte Unterrichtsstunden und Aufgabenstellungen.

2.2.1 Digitale Werkzeuge
Vorab zeigen wir in Abb. 4 bis Abb. 6, mit welchen digitalen Werkzeugen wir neben der oben
erwihnten Datei eins-durch-wurzel-n.ggb aus Abb. 2 und Abb. 3 ausgezeichnete Erfahrungen
gemacht haben. Dabei kommt es uns nicht in erster Linie
auf die Werkzeuge an, die sind schnell programmiert, son-
dern auf prizise formulierte und herausfordernde Problem-
stellungen, die wir Lernenden schenken! Dabei ist fiir uns
. der Dreischritt ,,Spekulieren — Experimentieren — Reflek-
tieren” handlungsleitend. Wenn experimentiert wird, dann
Abb. 4 Simulation einer Stichproben-  7y,0r5¢ héindisch, damit Schiilerinnen und Schiiler verstehen,
verteilung, absolute Haufigkeiten ¢ ischiiefend digital abliuft: ,,Verstehen® hat viel zu
tun mit Verlangsamen bis hin zum ,,Stehenbleiben‘‘.
Abb. 4 wurde mit der GeoGebra-Datei galtonabsolut.ggb
erzeugt. Hier werden Pseudozufallszahlen von einer Bino-
e o= Mmialverteilung mit n Versuchen und der Trefferwahrschein-
Abb. 5 Simulation einer Stichproben-  lichkeit p erzeugt. Es ist vorteilhaft, sich einen konkreten
verteilung; relative Haufigkeiten Zufallsversuch vorzustellen, z. B. ein Gliicksrad mit Tref-
ferwahrscheinlichkeit p: Es wird n-mal gedreht und die
Anzahl der Treffer wird als Punkt tiber der Trefferanzahl auf der Rechtsachse visualisiert.
Dies wird w-mal wiederholt (in diesem Fall 100-mal). Jedes n-malige Drehen liefert eine
Trefferanzahl, die als weiterer Punkt dargestellt wird. Durch Wiederholung des Experiments
entsteht ein ,,glockenformiges* Sdulendiagramm (eine Stichprobenverteilung) als Realisie-
rung der Binomialverteilung B (n p). Das 26-Prognoseintervall kann zusitzlich eingeblendet
werden.
Abb. 5 wurde mit der GeoGebra-Datei galtonrelativ.ggb erzeugt. Wie in Abb. 4, nur dass
die Sdulendiagramme iiber den Stellen der relativen Haufigkeiten entstehen.
Wenn n erhoht wird, erkennt man, dass die Sdulendiagramme der absoluten Hiufigkeiten
(Abb. 4) immer breiter werden und ,,nach rechts weglaufen®. Die Sdulendiagramme der relati-
ven Héufigkeiten (Abb. 5) konzentrieren sich dagegen in der Néhe von p.
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Die Datei prognoseintervall-tool.ggb aus Abb.6 dient als [ 5] s
Rechenwerkzeug: In Abhingigkeit von der ,verschieb- . 3;
baren“ Wahrscheinlichkeit p auf der Rechtsachse werden - cak__ Abschatng

die Prognoseintervalle der relativen Héufigkeiten als ,,lot-
rechte” Strecken zwischen den Funktionsgraphen von f,

mit f:( p) =p32¥’ \/_Zln_ 7) in einem Ellipsendiagramm ver-

anschaulicht, das die Briicke zu Konfidenzintervallen vor-
bereitet.

Da in einigen Bundeslindern die LAPLACE-Bedingung ==+
einen gewissen Stellenwert besitzt, wird die Ellipse iiber Abb. 6 Elipse n=100 fest,
den Stellen diinner dargestellt, an denen die LAPLACE- p variabel
Bedingung np(l - p) >9 nicht erfiillt ist.

2.2.2 Prognoseintervalle: kommentierte Arbeitsblatter und Aufgaben

2.2.2.1 Prognoseintervalle qualitativ (Arbeitsblatt fiir Klasse 8—10)

Wahrscheinlichkeiten schauen in die Zukunft! Sie driicken aus, welche relative Héufigkeit
man fiir ein Ereignis erwartet. Damit ist nicht gemeint, dass die relative Haufigkeit genau
diesen Wert annehmen wird (was sehr unwahrscheinlich, bis unmoglich sein kann), sondern
dass die relative Haufigkeit in der Néhe dieses Wertes liegt, also ,,nicht allzu sehr* davon
abweicht. Was ,.nicht allzu sehr* bedeutet, das soll in diesem Arbeitsauftrag — in Abhéngig-
keit vom Versuchsumfang n — erforscht werden.

D|E[F[ G
| 25 100 400 25 100 400
bernd1 15 17 75 06 017 0.19
bernd2 13 31 200 052 0.31 05

bend3 19 68 150 0.76 0.68 0.38
bernd4 9 48 260 0.36 0.48 0.65

Spekulieren: ein Gedankenexperiment e c]

a) Wirf in Gedanken 25-mal eine faire Miinze. Wappen
gilt als Treffer. Notiere vier dir plausibel erscheinende
Trefferzahlen zwischen O und 25, analog auch fiir 100
und fiir 400 Miinzwiirfe.

b) Speichert eure geschitzten Trefferzahlen in den Spalten |-[-%nee’ 14 %3 220.8% 9% 055
B-D der Datei schwankung-schéitzen.ggb. Die zugehd- | g |denise3 9 41 179 036 0.41 0.45
rigen relativen Hiufigkeiten werden in den Spalten E—F |10 [denise4 13 63 211 052 063 0.53
berechnet und als Punktwolken iiber den Stellen 25, 100 Abb. 7a Schatzungen einer Klasse 9
und 400 veranschaulicht.

¢) Diskutiert mithilfe der grafischen Darstellungen eure In-
tuitionen. Vergleicht mit dem Diagramm (Abb. 7) einer
Klasse 9. Haltet hierzu Aussagen oder Fragen in Stich-
worten fest.

oo B wN

Experimentieren (erst hindisch, dann digital)

a) Fiihrt 100 Miinzwiirfe durch. Jeder diktiert seine vier re-
lativen Haufigkeiten zu 25 und eine zu 100 Miinzwiirfen
(Vierergruppen zusammen auch eine zu 400 Miinz- “of s 0 0 20 250 0 380 400
wiirfen) in eine Kopie von schwankung-schaetzen.ggb. Abb. 7b Zugehérige Grafik
Vergleicht mit euren Schitzungen aus a)—c).

Lasst den Computer 100 Serien mit je 25, 100 und 400 Miinzwiirfen ausfiihren.

b) Stelltdierelativen Trefferhdufigkeiten h,,h,y,,h,, nach25, 100 und 400 dar wie in Abb. 7b.

Vergleicht mit euren Schitzungen aus a)—c).

o
@
o s e— - e
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Das Spekulieren vor dem Experimentieren sorgt hier fiir einen Spannungsbogen. In der
Regel unterstellen Schiilerinnen und Schiiler neben der selbstverstindlichen Proportionalitét
zwischen Versuchsumfang und erwarteter Trefferzahl ,,primérintuitiv"® ndmlich auch eine
Proportionalitdt zur GroBe der Zufallsschwankungen, die dann tendenziell konstante Zu-
fallsschwankungen bei den relativen Haufigkeiten impliziert (vgl. Abb. 7b).

Damit entsteht ein kognitiver Konflikt zur Intuition ,,je mehr, desto genauer®. Die hin-
dischen und digitalen Simulationen 16sen diesen Widerspruch auf. Sie sichern das empi-
rische Gesetz der groflen Zahlen qualitativ ab: ,,Mit steigender Versuchszahl nehmen die
Zufallsschwankungen der relativen Hiaufigkeiten um die Wahrscheinlichkeit tendenziell
ab.” Der Nachsatz, dass man deswegen der Schéitzung einer Wahrscheinlichkeit umso mehr
Vertrauen entgegenbringt, je grofier der zugrunde liegende Versuchsumfang war, bereitet
die Idee der Konfidenzintervalle schon in der Sekundarstufe I vor.

2.2.2.2 Prognoseintervalle quantitativ

Die folgenden Arbeitsauftrige zeigen, wie Schiilerinnen und Schiiler z.B. im Anschluss
an 2.2.2.1 die Simulationen in Abb. 2 und 3 nutzen konnen, um das Gesetz der grolen Zahlen
nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ zu erforschen. Dabei wird auch hier wieder
auf verlangsamendes, arbeitsteiliges, die Kommunikation untereinander férderndes Vorge-
hen Wert gelegt. Da in Klasse 7/8 noch keine Wurzeln (wie in Abb. 2) verfiigbar sind, nutzt
man die Boxenldnge (Abb. 3) als Streuungsmal.

Abnahme von Zufallsschwankungen — Boxplots (Klasse 7—8)

Wenn man eine Miinze mit Trefferwahrscheinlichkeit p insgesamt 400-mal wirft, spricht

man von einer BERNOULLIKette’ der Linge 400. Der ,,gezackte“ Hiufigkeitsgraph der Zu-

ordnung n— h, (Abb.2) veranschaulicht, wie sich die relative Hiufigkeit 4, bei einer sol-
chen Kette mit p=0,5 entwi-

p=0.5 N |las [Lson [Laco |Laoo / Las |Lace / Lo | [haerp|<[hasp] | [hasrpl<[hioepl | ckelt. Dabei wurden die relativen
Walter 100] 0.2 038 052 2% 7% Haufigkeiten nach 25 bzw. 100
2 bzw. 400 Wiirfen (hy, bzw. hy,
Mittelwerte bzw. h,,, ) markiert. Die Markie-
Abb. 8 Jeder tragt seine Simulationsergebnisse in eine gemeinsame  rungen sind Spuren, die solche
Tabelle ein. Ketten nach 25 bzw. 100 bzw.

400 Wiirfen hinterlassen.

a) Formuliert eine Aussage, die ihr Abb. 2 entnehmt.

b) Erkldrt, wie Abb. 3 mit Abb. 2 zusammenhéngt. Spekuliert tiber quantitative Aussagen, die
man den abgebildeten Boxplots entnehmen kann. Tipp: Die Linge ( L,s,L,y,L,,) der
Boxen (der ,,Quartilabstand®) ist jeweils eingeblendet.

c) Priift eure Vermutungen. Simuliert dazu viele BERNOULLIketten. Fiillt die ersten fiinf
Spalten in Abb. 8 gemeinsam aus, bildet Mittelwerte und haltet die Ergebnisse in Stich-
worten fest.

d) In Abb.3 ist zu erkennen, wie oft die relative Hiufigkeit # durch Vervierfachung des
Versuchsumfanges (von 25 auf 100 und von 100 auf 400) niher an die Wahrscheinlich-
keit p heranrutscht — formal, wie oft gilt |y, — p| <|hs—p| und |hy, — p|<|he - p|-

7 Natiirlich kann man BERNOULLIKetten schlicht als ,,Miinzwurfserien* bezeichnen und sich auf p=1/2
beschrinken.
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Sammelt auch diese Ergebnisse in den beiden letzten Tabellenspalten und formuliert ein
Forschungsergebnis, das wie folgt beginnen konnte: ,,Wenn man bei einer BERNOULLI-
kette den Versuchsumfang vervierfacht, dann ...*

Das 1/+/n -Gesetz mit Wurzeltrichter (Klasse 9/10)
Abb. 2 zeigt die Entwicklung der relativen Trefferhédufigkeit 4, in einer BERNOULLIKette.

Es werden die Wurzelfunktionen f, mit f,(p)=p7F 27“7(}”_}7) eingeblendet.

Sie begrenzen einen ,,Wurzeltrichter* um die Wahrscheinlichkeit p.

a) Formuliere eine Vermutung iiber den Zusammenhang zwischen den drei Héufigkeits-
graphen und dem Wurzeltrichter.

b) Simuliere 100 BERNOULLIketten der Linge 400.
Zihle mithilfe des Programms, wie oft die relati- innerhalb des Wurzeltrichters
ve Hidufigkeit 4, an den Stellen n =25, 100,400 [P=05 N s |Nho |fao |komplett
innerhalb des Wurzeltrichters liegt und zusétz- E:;thias 100
lich, wie oft der komplette Hiufigkeitsgraph (fiir
alle Werte von n) innerhalb des Wurzeltrichters [summe
verlduft. Mittel

c) Ubertragt die Simulationsergebnisse in eine ge- Abb. 9 Tabelle zum Eintragen der Ergebnisse
meinsame Tabelle (Abb.9). Wertet die Daten
durch Ausfiillen der letzten beiden Tabellen-
zeilen aus. Vergleicht mit euren Vermutungen aus a) und formuliert ein Forschungs-
ergebnis: ,,Ein Schitzwert der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ... im Wurzeltrichter
liegt ...*

2.2.2.3 Die Wette gilt! — Ein alternativer Einstieg in Prognoseintervalle
Auch die folgende Einstiegsvariante ist prinzipiell fiir die Sekundarstufe I geeignet. Durch
die direkte Anschlussfihigkeit an das Thema Binomialverteilung und 2c-Regel ist eine
Verortung in der Sekundarstufe II aber naheliegender. Die 20-Regel wird anschliefend im
Unterricht mit der Binomialverteilung kontrolliert und fiihrt dann zur Begriindung des
1/~/n -Gesetzes und iiber das Konzept des Bezweifelns in die beurteilende Statistik.
Ahnlich wie 2.2.2.1 beginnt man mit Spekulationen iiber die GroBe von Zufallsschwan-
kungen, die man iiber eine Wettsituation und den Dreischritt Spekulieren — Experimentie-
ren — Reflektieren im Motivationshorizont der Lernenden verankert.

Die Wette gilt! (Klassenstufe 11)

a) Angebot: ,,Ihr seid 30 Schiiler. Ihr bekommt mein Fahrrad, wenn eine(r) von euch bei 100
Miinzwiirfen weniger als 30- oder mehr als 70-mal ,,Wappen* erhilt. Wenn das keiner
von euch schafft, ladet ihr mich zu einem Kaffee ein. Die Wette gilt! Diskutiert nach
Bauchgefiihl, was ihr von diesem Angebot haltet. Vergleicht mit folgenden Angeboten:

e Fahrrad bei weniger als dreimal Zahl oder weniger als dreimal Wappen bei 10 Miinz-
wiirfen,

e Fahrrad bei weniger als 120-mal Zahl oder weniger als 120-mal Wappen bei 400
Miinzwiirfen.

Fiihrt die Experimente mit den 10 Miinzwiirfen hidndisch durch und fasst je 10 Ergeb-

nisse zu einem 100er-Experiment zusammen. Diskutiert erneut und gebt eine erste Be-

wertung ab.*
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e Nina hat mit galton-absolut.ggh die Abb.10 er-
- zeugt. ,,Hinter den 7 Punkten stecken aber ver-
S L O R dammt viele Miinzwiirfe“, meint sie. Deutet die
Abb. 10 Sieben absolute Trefferhdufigkeiten Punkte und erlautert Ninas Aussage.
bei 400 Wiirfen einer LAPLACE-Miinze b) Untersucht das Angebot mit galton-absolut.ggb
arbeitsteilig.
Haltet die Forschungsergebnisse in Stichworten
fest und bewertet eure Schétzungen aus a) erneut.

2.2.2.4 Top-Down-Einstieg: Die Faustregel vorgeben — den Sinn erschliefen

Der folgende Arbeitsauftrag zeigt, dass auch ein Top-Down-Vorgehen effektiv und sinn-
stiftend sein kann. Man gibt die 1/+/n -Faustregel vor und erschlieBt deren Bedeutung unter
Riickgriff auf konkrete Beispiele durch einen Vergleich mit dem ,,Bauchgefiihl* [vgl.
BRANDT u.a. 2018, S. 122].

Das Konzept des Bezweifelns (héiindisch, Klasse 12)
Ein flacher Legostein (Abb. 11) kann auf dem Fuf3 oder auf dem Kopf landen.
FuBlage F Max: ,,FuBllage ist wahrscheinlicher als Kopf, weil Ful} eine grofere Auf-
lagefldche hat.*
HANNAH: ,,Kopflage ist wahrscheinlicher, weil die Noppenseite schwer ist
und eher unten liegen wird.*
a) Wiirfle so lange, bis du nach DEINEM Bauchgetfiihl sicher bezweifeln
kannst, dass gilt p(Ful)=1/2.
Notiere, ob deiner Meinung nach eher MAX recht hat oder eher HANNAH!
b) Da jeder ein anderes Bauchgefiihl hat, haben Statistiker folgende Faust-
regel aufgestellt:

Abb. 11 Flacher
Legostein

Faustregel: Bezweifle eine Wahrscheinlichkeitsangabe p, wenn bei einer Stichprobe vom

Umfang n die relative Hiufigkeit 2 um mehr als 27“7(\/;’7] < % von p abweicht.

Man bezeichnet die Abweichung dann als statistisch signifikant.

¢) Uberpriife deine Bauchentscheidung mit der Faustregel und beurteile, wer schneller
Zweifel signalisiert: dein Bauch oder die Faustregel.

2.2.2.5 Erhellende Aufgaben

Das Konzept des Bezweifelns und der Stichprobenumfang (Klasse 12)

Wie sicher erkennt man mithilfe der Faustregel gezinkte Miinzen?

a) Simuliere den n =25-fachen Wurf einer gezinkten Miinze mit p (Wappen) =0,7 und
bestimme anschlieend die relative Hiufigkeit # (Wappen).

b) Priife, ob man nach der Faustregel die ,,Fairness* der Miinze: p (Wappen) = 0,5 schon
nach 25 Miinzwiirfen bezweifeln kann.

¢) Wiederhole die Simulation mehrfach und schitze die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
man gemil Faustregel bei einer mit p =0,7 gezinkten Miinze nach 25 Wiirfen p =0,5
die ,,Fairness* der Miinze bezweifeln sollte.

d) Fiihrt die Untersuchung c) arbeitsteilig durch mit n =100 und n = 400.
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e) Sichert die Simulationsergebnisse rech- | .

nerisch mithilfe der Binomialverteilung - %Mtt: e
ab. o S ThY _l

f) Fasst die Erkenntnisse aus c¢) und d) in S s e A i
Worten zusammen. i EE EE1 AR 3

t 7 »schlechte* Hypothesen bezweifelt man umso
wahrscheinlicher

Abb. 12 vermittelt einen Eindruck, mit wel- =/ - jo grofer der Stichprobenumfang n ist
chen Losungen man bei den Aufgabenteilen | e
¢, d) und ) in einem Grundkurs rechnen 7% T T T T F TR Ty

kann. [ ezt }

W B

- 0o ‘V "= oo
Lulnm A "T«:w m:-::;
- — v ot el T | oy v o

Das Eichzeichen (Klasse 12) IR I ibad il b b
1 M 113 . [,n Mwy//j)k‘wb‘ acox

Das Eichzeichen ,,e* (Abb. 13) garantiert, dass w

die Gewichtsangabe 1,8 g (netto) im Mittel

eingehalten wird. Weil Produzenten nichts Abb. 12 Beispiele von Simulationen zu c)-f); Lésung

verschenken, liegt diec Annahme nahe, dass ©ines Schilers

die Tiitchen mit Wahrscheinlichkeit 50 %

iiber- und mit 50 % untergewichtig sind.

a) Bestimme mit dieser Annahme fiir den Stichprobenumfang
n=144 das Prognoseintervall fiir die relative Haufigkeit h(+) -
iibergewichtiger Tiitchen.

b) Nico: ,Ich hatte 56 % iibergewichtige Tiitchen. Das ist eine app. 13 Prazisionswaagen
signifikante Abweichung nach oben und ich darf bezweifeln, zeigen nie genau 1,800 g,
dass ein Tiitchen nur mit Wahrscheinlichkeit 50 % iiberge- Stets etwas weniger oder
wichtig ist." etwas mefr.

Uberpriife und kommentiere NICOs Aussage.

Signifikanz — Relevanz (Klasse 12)

Der Unterschied zwischen den beiden Wahrscheinlichkeiten p, =0,50 und p, =0,51 ist in

der Praxis irrelevant. Begriinde mithilfe des 1/+/n -Gesetzes,

a) wenn man hinreichend viele Versuche macht, ist es sehr wahrscheinlich (95 %), dass
man p, =0,50 bezweifeln muss, wenn tatsidchlich p, =0,51 gilt.

b) Berechne, wie viele Versuche man machen miisste.

¢) HANNAH: ,,Wenn ich sehr viele Versuche machen darf, dann kann ich jede Hypothese
mit hoher Wahrscheinlichkeit (95 % ) bezweifeln.* Begriinde HANNAHs Aussage.

3 Konfidenzintervalle

3.1 Worum geht es?

Man definiert das Konfidenzintervall I zu einer relativen Haufigkeit / als ,,Ansammlung
aller Wahrscheinlichkeiten p, die nach Beobachtung von /4 nicht bezweifelt zu werden brau-
chen. Das Konfidenzintervall enthdilt also alle diejenigen Wahrscheinlichkeiten p, in deren
Prognoseintervall die beobachtete relative Hiufigkeit h liegt. Da man Wahrscheinlich-
keiten, die man nicht bezweifeln muss, ein gewisses Vertrauen entgegenbringt (Lat.: confi-
dere = vertrauen), erklirt sich der Name Konfidenzintervall von selbst.
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Am nebenstehenden Ellipsendiagramm erkennt man: Eine frag-
liche Wahrscheinlichkeit von p=0,7 muss bei Beobachtung

. h:ﬁ:0,84 bezweifelt werden, denn h=0,84 liegt au-

Berhalb des markierten Prognoseintervalls zu p=0,7. Daher
gehort p =0,7 nicht in das Konfidenzintervall zu i =0,84.

p=0.7 bei h=0.84 7

| bezweifeln -~ {ra¥
e 7y der relativen Hiufigkeit
08 n=100 ///

’// 100
04 s
.
/

02 A f— umwieﬁnwnqeﬂh'm:

/" neiedn )
] /Vn: o4 oo = o8 wag 100

Abb. 14 Prognoseellipse

o p=1%- 0,76 nicht bezweifelt werden, denn 7 =0,76 liegt
im (markierten) Prognoseintervall zu p=0,7. Daher gehort
p =0,7 in das Konfidenzintervall zu s =0,76.

Man sieht in Abb. 15 durch Verschieben von

- i | [ fEEEE-IEy p auf der Rechtsachse auch, dass etwas
fO) =xv 2o 7 c10 |4 v/[=89-Car2/sa) . . .. .
i T+ [ s em o Kkleinere und etliche groere Wahrschein-
o8 {n A 4 . . . . .
' v HH B 5 lichkeiten als p =0,7 im Konfidenzinter-
/] (73 | Konfider .
e & COR vallzu h = 0,76 liegen.
5% T — Die Frage, welche Wahrscheinlich-
o T keiten genau ins Konfidenzintervall zu
Y // - TR h=0,76 gehoren, wird grafisch beant-
A is. .
/[, T T wortet durch die Stellen [: 0,66;z0,83]
ML ARERGORLELEEmCS o auf der Rechts-(p-)Achse, in denen die

Abb. 15 Entdeckungen mit der GeoGebra-Datei prognose-

Horizontale zu 7 =0,76 die ,,Rdnder der

Ellipse* schneidet.
Rechnerisch bestimmt man sie durch
(numerisches) Losen der Gleichungen:

konfidenzintervalle-werkzeug.ggb

1_
ﬁ“ﬂz&%,ﬂmh:p+zléflizunzOﬁ&6UM@Gmm@bmh *)
n
’ 1 —
f (p) =0,76 ,also h=p-— 2Lp) zu p, =0,8344 (rechte Grenze). (%)

Jn

Man kann die Gleichungen auch umformen und erhilt nach Losung einer (Idnglichen) qua-
dratischen Gleichung fiir das Konfidenzintervall

[ [T r(i-h [T n(i-h
h+g—2 L2+u h+£+2 %+u
1= n n n ; n n n exakt” (WILSON-Intervall).  (¥*%)
4 4
—+1 —+1
L n n
Fiir groBBes n ergibt sich hieraus die von Taschenrechnern angebotene Néaherung
A e e (I 0 N [h_; h+L} ey
N N B NN

,.Uberschlag*

wobei sich das rechts stehende Intervall als Faustformel fiir Uberschlige anbietet.

,Nédherung® (WALD-Intervall)
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Im Unterricht wird man, nachdem die Zusammenhinge verstanden und gesichert sind,

Routinerechnungen an ein Tabellenkalkulationsblatt wie in Abb. 14 delegieren. Dort stehen

die ,,exakten‘® (WILSON-), gerundeten (WALD-) und iiberschlagenen Konfidenzintervalle

im Bereich BS5 : D6. (Ergénzend findet man die ,,exakten” und tiberschlagenen Prognose-

intervalle im Bereich B10 : C11.)

Der Unterricht ist dann erfolgreich, wenn folgende Aussagen zum Kopfwissen werden:

e Prognoseintervalle enthalten relative Haufigkeiten. Sie sind symmetrisch zur Wahr-
scheinlichkeit p.

e Im Prognoseintervall zu einer bekannten Wahrscheinlichkeit p liegt die relative Haufig-
keit 4 mit der Wahrscheinlichkeit y =95 % . Man nennt y =95 % Sicherheitswahr-
scheinlichkeit.

e Konfidenzintervalle enthalten Wahrscheinlichkeiten. WILSON-Konfidenzintervalle sind
nur fiir #=0,5 symmetrisch zur relativen Haufigkeit 4. Die WALD-Konfidenzintervalle
sind stets symmetrisch zu 4.

e Das (zufallsabhiingige) Konfidenzintervall zu einer beobachteten relativen Haufigkeit &
iiberdeckt die unbekannte (feste) Wahrscheinlichkeit p mit der Wahrscheinlichkeit
¥=95 %. Man nennt y =95 % das Konfidenzniveau (oder Vertrauenswahrscheinlich-
keit).

e Prognoseintervalle halbieren sich bei Vervierfachung des Versuchsumfanges. WILSON-
Konfidenzintervalle halbieren sich bei Vervierfachung des Versuchsumfanges anni-
hernd, WALD-Konfidenzintervalle genau.

3.2 Wie unterrichtet man Konfidenzintervalle?

Wir beantworten diese Frage wieder durch das Angebot kommentierter Aufgabenstellungen:
3.2.1 zeigt, wie man den flachen Legostein (als Prototyp einer unbekannt, aber ,,normiert (!)
gezinkten Miinze*) auch zur Einfiihrung des Begriffs ,,Konfidenzintervall* nutzt. Beim Expe-
rimentieren, Konstruieren und Auswerten erleben Schiilerinnen und Schiiler die Zufallsab-
hingigkeit von Konfidenzintervallen, die sich beim Aufgabenlosen ansonsten schnell hinter
Rechnungen versteckt. Das ist fiir die Begriffsentwicklung und sachgerechte Interpretation
von unschitzbarem Wert. 3.2.2 ladt ein zur Entdeckung von Konfidenzintervallen iiber eine
digitale Lernumgebung. 3.2.3 unterstiitzt die sachgerechte Interpretation der Information, die
Konfidenzintervalle bieten, mithilfe einer Simulation. Empfehlenswerte Aufgaben runden
die Darstellung ab. Weitere Experimente und Beispiele findet man in [RIEMER 2019].

3.2.1 Intuitive Begriffsbildung

Spekulieren ot Kanfdenzintarval

Durch die Aufforderung ,Notiere ein Intervall, in dem du ™ ™ =5 G 20y
(vor jeglichem Experiment) beim flachen Legostein p (FuB- | o= o 2
lage) vermutest” wird der Begriff des Konfidenzintervalls — %% 0% : :

als Intervall von Wahrscheinlichkeiten — intuitiv gebildetund o oo 5

vom bereits gesicherten Begriff des Prognoseintervalls als s os i
Intervall relativer Hiufigkeiten abgegrenzt. Unterschiedli- ,. 16 Intervallschéitzungen von

che Einschétzungen (Abb. 16) sorgen auch hier fiir Spannung.  p (FuBlage) beim flachen Legostein

8, Exakt“ ist nur im Sinne der exakten Losung der Gleichungen (*) und (**) zu verstehen, die aber selbst

nur auf den Sigmaregeln, also nur auf Ndherungsbeziehungen, beruhen.
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Die Intervalle bezeichnen wir unter bewusster Verwendung einer schiilernahen Arbeits-
sprachebene als ,,Bauch-Konfidenzintervalle®, weil sie nur durch eine Intuition, ein vages
,Bauchgefiihl®, begriindet sind.

Experimentieren

e Jede(r) ,,wiirfelt” mit seinem flachen Lego 100-mal und priift anschliefend mit Prognose-
intervallen, ob die Versuchsergebnisse Anlass liefern, p(F) =0,1, p(F) =0,2,
...p(F)=0,8, p(F)=0,9 zu bezweifeln.

e Bei ANTONIA (2 =35/100 ) miissen nur 0,3 und 0,4 nicht, bei MIRIAM (/4 =47/100 ) nur
0,4 und 0,5 nicht bezweifelt werden (s. Abb. 17 und Abb. 18).

e Nach dieser Aufgabenstellung beginnen die Schiilerinnen
und Schiiler von selbst, also ohne dass sie dazu aufgefordert

; werden miissten, das jeweilige Intervall der nicht zu bezwei-

M tjornan il felnden Wahrscheinlichkeiten durch numerisches Probieren

Abb. 17 Zwei Wurfergebnisse einzugrenzen (wie bei der Intervallschachtelung zu /2).

Was dabei herauskommt, ist dann das nicht mehr vom Bauch-

gefiihl, sondern ,,nur noch* vom Versuchsergebnis abhéngi-

ge (!) ,,objektive Konfidenzintervall®“. ANTONIA erhilt durch

Probieren [0,262;0,449] und MIRIAM [0,373;0,569]. Unter-

schiedliche Erfahrungen fiihren halt zu unterschiedlichen

Erwartungen und unterschiedlichen Konfidenzintervallen.

Abb. 18 Berechnen und inter- e Das hiindische Probierenist ein Schliissel zum selbststindigen

pretieren Entdecken der Gleichungen (*) und (**), also zur Bestim-
mung der ,,objektiven* Konfidenzintervalle. Gestiitzt durch
die ,,emotionale Eingebundenheit*und den Vergleich der,,0b-
jektiven® mit den Bauch-Konfidenzintervallen erschlief3t sich
die Bedeutung der ,,neuen* Intervalle gleichsam nebenbei.

e Dabei erweist sich das arbeitsteilige Berechnen und Ein-
zeichnen der Prognoseintervalle in ein gemeinsames Plakat
(Abb. 19) gerade wegen seiner hindischen Unzuldnglichkeit
als hilfreich fiir sinnstiftende Diskussionen. Personale Ver-
kniipfungen wie ,,.Das Konfidenzintervall zu WOLFGANGs
relativer Haufigkeit 60/100 reicht von BARBARA bis Evy*

Abb. 19 Handisch erstellte bleiben hingen und signalisieren: Mathe hat mit mir zu tun.

Kontidenzellipse Ein solches Plakat schligt die Briicke zu dem Rechenwerk-

zeug aus Abb. 14, das dafiir sorgt, dass das Nachdenken nicht
im Rechnen erstickt.

Auprae

o
o
[
o
o
Y
[
n
o
S
o
S
o
o
o
7

0.502|0.698 | 5

]

bis

0.000/0.000 |
0.720|0.880 |,
0.840|0.960 |
1.000(1.000|,.

0.608|0.792 |

=(0.302|0.498 | ;

0.040|0.160 |
0.120(0.280 |
>|0.208/0.392|F

*|0.400|0.600

von
100

>

3.2.2 Konfidenzintervalle freirubbeln

Die Datei konfidenzintervall-freirubbeln.ggh® (Abb.19) dient der Begriffsentwicklung und
zum Entdecken des Sinns von Konfidenzintervallen. Dies geschieht nach dem Blackbox-
Whitebox-Prinzip der CAS-Didaktik, bei der ein vorgefertigtes Produkt (Blackbox) han-

®  Dies ist die digitale Variante des in Niedersachsen populiren ,,VEHLINGschen Zollstocks®, eines Partner-
spiels, bei dem die Wahrscheinlichkeit durch eine auf einem Zahlenstrahl ,,verschiebbare* Person darge-
stellt wird, die einen — das Prognoseintervall veranschaulichenden — Zollstock trégt. Eine zweite Person
steht dabei fest auf der relativen Haufigkeit.
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delnd mit Sinn gefiillt (zur Whitebox) wird: Eine beobachte-
te relative Haufigkeit wird (als Punkt im Intervall [0;1])
markiert. Eine Wahrscheinlichkeit p ist (samt zugehorigem
Prognoseintervall) auf der Rechtsachse ,,probeweise® ver-
schiebbar. Die probierte Wahrscheinlichkeit wird genau
dann durch einen eingeblendeten ,,Zwillingspunkt* dupli-
ziert, wenn die ,beobachtete” relative Héaufigkeit 4 im
Prognoseintervall der Wahrscheinlichkeit p liegt, wenn also
das probierte p zum beobachteten 4 ,passt“. Durch Ver-
schieben der Wahrscheinlichkeit wird im Spurmodus das
Konfidenzintervall gleichsam ,.freigerubbelt”. Das verlang-
samende ,,Punkt-fiir-Punkt“-Freirubbeln regt die Begriffs-
bildung ,,Konfidenzintervall“ an und fiihrt letztendlich zu
einer begrifflich sauberen Definition. Die gewollte numeri-
sche Ungenauigkeit wird als Motivationsanker fiir die Ent-
wicklung einer Formel genutzt. Eine Aufgabenstellung sieht
mit Abb. 20 wie folgt aus:

Beobachtet wurde bei 100 Versuchen die relative Hiu-
figkeit h=0,4.

Prognoseintervall
rH

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Prognoseintervall
Wk rH

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
L]

Prognoseintervall

rH Wk
02 03 04 05 06
e

Prognoseintervall

rH Wk
02 03 04 05 06
———---

Abb. 20 Ki freirubbeln

a) HANNAH: ,,Das Prognoseintervall um p belegt: Ich darf bezweifeln, dass diese relative
Hiufigkeit von p = 0,3 stammt.* Uberpriife durch Nachrechnen.

b) Niko: ,,Wenn ich p auf 0,31 erhdhe, signalisiert der eingeblendete schwarze Zwillings-
punkt unterhalb, dass keine Zweifel mehr gerechtfertigt sind. Das gilt auch (gerade)
noch fiir p =0,5.“ Uberpriife NIKOs Aussage durch Nachrechnen und durch Kontrollen
auch fiir einige andere Wahrscheinlichkeiten, dass das Programm korrekt arbeitet.

¢) Durch Verschieben von p entsteht ein Intervall, das genau diejenigen Wahrscheinlichkei-
ten enthdilt, die man nach der Beobachtung von h nicht zu bezweifeln braucht.

d) Es heift Konfidenzintervall zu 4. Begriinden Sie: Die Grenzen des Konfidenzintervalls

sind die Losungen der Gleichungen 0,4 =p+ 27“';(;’7).

3.2.3 Dualitat - Simulation

HANNAH: ,Eigentlich schlieft man mit Konfidenzinterval-

len bei einer Datenerhebung vom Versuchsumfang » und der

relativen Hiufigkeit # auf die unbekannte Wahrscheinlich-

keit p.
In Abb. 21 habe ich den Gedanken umgekehrt und

e die Wahrscheinlichkeit p (auf 0,35) festgelegt,

e hiermit viele relative Héaufigkeiten 2 zu einem festen
Stichprobenumfang n erzeugt,

e fiir jedes h das zugehorige Konfidenzintervall berechnen
und zeichnen lassen,

e die Konfidenzintervalle eingefirbt, die p nicht iiber-
decken.*
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wahres p = 0,35

Konfidenzintervalle fiir p = 0,35

Abb. 21 konfidenzintervalle-
simultion.ggb
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a)
b)

c)

d

3.

Schitze nach AugenmaB die Groe n des in Abb. 21 verwendeten Versuchsumfangs.

Untersucht mit dem Programm arbeitsteilig den Anteil der eingefédrbten (also p enthal-

tenden) Konfidenzintervalle fiir p=0,2 bzw. p=0,3 bzw. p=0,5 und n=25 bzw.

n=100 bzw. n=400. Formuliert eine Hypothese.

MAX: ,.Ist doch klar, was da herauskommen muss:

(1) Ich weiB: Die relative Hiufigkeit 4 liegt mit Wahrscheinlichkeit 95 % im Prognose-
intervall zu p (vgl. Doppelpfeil in Abb. 21),

(i) deswegen ist das Konfidenzintervall mit 95 % Wahrscheinlichkeit gefirbt,

(iii) das gilt fiir jedes » und fiir jedes p.*

Vergleiche die Aussagen von MAX mit deinen Simulationsergebnissen.

Begriinde (ii) und (iii), dass MAX recht hat. Nutze dazu die Definition (die ,,Dualitits-

aussage): ,,p liegt genau dann im Konfidenzintervall von A, wenn k& im Prognose-

intervall von p liegt.*

2.4 Dualitat - Realexperiment

Abb. 22 zeigt eindrucksvoll, wie man die Dualitit zwischen Prognose- und Konfidenzinter-
vallen auch in einem Realexperiment mit tatsdchlich ,,hédndisch gestochenen* Stichproben
er

leben kann: 25 Loffelstichproben aus einem Topf mit roten, gelben und griinen Perlen in
unbekannter Zusammensetzung wurden in den Spalten C—F
ausgezihlt. Die obere Grafik zeigt die 25 Konfidenzintervalle
fir den Anteil p der roten Perlen der 25 Versuchsteilnehmer.
Sie sind umso kiirzer, je mehr Perlen mit dem Loffel gestochen
wurden (Spalte F). Beim Zusammenfassen in Fiinfergruppen
(F8, F15, F22 ...) oder im Plenum (mit 1398 Perlen) verklei-
nern sie sich drastisch. 8 der 25 Konfidenzintervalle iiberdecken
p=0,4 nicht (Zellen J1 und G1) — und keines der Gruppen-

Abb. 22 Echte Stichproben konfidenzintervalle iiberdeckt p = 0,4. Der untere Teil der Grafik

zeigt — dual dazu — die Prognoseintervalle, die zur Hypothese
p=0,4 und den 25 unterschiedli-

= AlF K EEEESE — chen Stichprobengroflen gehoren.
M s o ma s Auch hier liegen genau 8 der 25

von bis |h zweifel kvon k-bis

L2 2 17 67028 os2042] 0 03 0sd ”gestochenen“ relativen Hauf]g_

24 16 22 62028 053 039 026 051 .
o0 keiten aullerhalb der Prognose-
046 0.69

vete intervalle, ebenso alle 5 ,,Gruppen-

MHWHHWm’m}’m'r |

Konfidenzintervalle 25 Personen / 5 Gruppen / alle zusammen
je mehr Perlen desto Kleiner

37 10 18| 65028 052 057
40 15 10| 65028 052 062
41 15 15 71028 052 058
170 78 82 330035 045 052

B 0 5 E i3 E 3

smes haufigkeiten. Die Entschliisse-

035 059

35 24 22| 81029 051043
32 17 19 68028 052 047

X

s

31 8 16 55027 053 056
19 13 15 47/026 054 04
30 18 10 58027 053 052

. 147 80 82 309 034 046 0.48

o o lung der Zusammenhinge zwi-

026 055

wsoss  schen den beiden Grafiken ldsst
042 067

RS

>

. 3 17 11 62028 053 055

042 053
durch Variierbarkeit der Hypothe-
% o> senwahrscheinlichkeit p die Ein-

029 067

il HHHIIMIIUHI
A

Prognoseintralle fir hypothetische Wk p(rot)=0.4
fr 25 Personen/ 5 Gruppen / Plenum

28 11 22 61028 053 046
19 13 27 19 15 61028 053 0.44
20 14| 13 6 8 27021 059 048

[oi sl 17 o 18| #1025 oes|odt oo Sicht in die Dualitit zwischen

22 28119 62 71 2521034 0.46 047 041 054

o

O R B Konfidenz und Prognose ,wie

Abb. 23 Realexperiment: Dualitét beim Perlenstechen Schuppen von den Augen* fallen.

Jedem Lernenden und jeder Grup-

pe ,.gehort” sowohl ein Konfidenz- wie auch ein Prognoseintervall. Dadurch erzeugt dieses
Realexperiment neben Einsicht in Zusammenhinge ein personliches ,,Eingebundensein®,
wie sie keine noch so pfiffige Simulation bietet.
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3.2.5 Strategievergleich
Es soll gepriift werden, ob p=0,8 im Konfidenzintervall zur relativen Hiufigkeit
h=15/25=0,6 liegt (n=25).

1. Lose xi21/x-(l—x)/25 =0,6. 2. Berechne 0,8%2 10,8-(1—0,8)/25.

a) Erldutere, welche Gedanken hinter den Losungsansétzen (1) und (2) stecken und fiihre
die Priifung auf beiden Wegen durch.

b) Begriinde, welchen Losungsweg du wihlen wiirdest, wenn nur ein einfachster Taschen-
rechner zur Verfiigung steht.

4 Resilime

Wenn man im Sinne KOLMOGOROFFs Wahrscheinlichkeiten in all ihrem Facetten als Model-
le (,,Hypothesen) deutet, welche die Wirklichkeit besser oder schlechter beschreiben, nie
aber ganz genau, ergibt das Schwarz-Weif3-Denken des Annehmens und
Verwerfens beim Signifikanztest wenig Sinn. Es kann immer nur um
besser oder schlechter gehen, um weniger oder mehr Zweifel. Und das
1/+/n -Gesetz gestattet einen behutsamen Riickschluss auf die Stirke
des Zweifels. Die Bedeutung, die dabei dem Versuchsumfang zu-
kommt, wird aber erst beim Blick auf die Lidnge des zugehorigen Kon-
fidenzintervalls sichtbar: Wenn bei sehr grofem Versuchsumfang eine
angenommene Wahrscheinlichkeit auBerhalb des dann sehr kleinen
Konfidenzintervalls liegt, ist das moglicherweise so, als wiirde man im
Baumarkt (Abb. 24) die Linge eines zugesdgten Brettes mit dem Mikro-
skop — also auf einer vollig unangemessenen Prézisionsskala — nach-
messen. In der Regel wird man das Brett an der Kasse nicht reklamieren
und man kann auch mit der angenommenen Wahrscheinlichkeit hervor-
ragend weiterarbeiten. Das statistische Werkzeug der Konfidenzintervalle kommt damit dem
gesunden Menschenverstand sehr viel weiter entgegen als der Hypothesentest. Moge die
Vernunft auch in den Kreisen der Lehrplankommissionen siegen.

Abb. 24
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REIMUND VEHLING

Ein kleiner Blick auf Konfidenzintervalle in
niedersachsischen Abituraufgaben

1 Einleitung

In Niedersachsen gehort das Testen von Hypothesen im Zentralabitur seit 2011 der Vergan-
genheit an. Stattdessen werden Aufgaben zu Konfidenzintervallen gestellt. Lehrkréfte und
Lernende haben diesen Umstieg iiberwiegend positiv aufgenommen. Entscheidend fiir die-
sen Erfolg waren die umfangreichen und friihzeitig durchgefiihrten Fortbildungen. Hierbei
ging es im Wesentlichen um inhaltliche Fragestellungen wie zentrale Einstiege, Rechner-
einsatz, Aufgaben zum Entdecken, Uben, Festigen und Vertiefen (vgl. RIEMER/VEHLING
[2020] in diesem Heft) sowie um die Planung konkreter Unterrichtseinheiten.

Im Folgenden geht es nicht darum, die gestellten Abituraufgaben einer kritischen Ana-
lyse zu unterziehen. Wir beschrinken uns auf einen kommentierenden Uberblick iiber die
bisher verwendeten Aufgabentypen.

Die Aufgaben werden nach einer gewissen Zeit den Lehrkréften zur Verfiigung gestellt,
aber nicht veroffentlicht. Deshalb werden in diesem Artikel auch keine Originalaufgaben
verwendet. Wegen der austauschbaren Kontexte muss das aber kein Nachteil sein. Natiirlich
sind die viel geschmihten ,.BlaBla‘“-Aufgaben kein Alleinstellungsmerkmal von Signifi-
kanztests, es gibt sie (nicht nur) im Abitur selbstverstindlich auch bei Konfidenzintervallen:
Tatsdchlich miissen bei Berechnungsaufgaben oft nur die Stellen gesucht werden, an denen
die Informationen zum Stichprobenumfang, zum Stichprobenergebnis sowie zur Sicher-
heitswahrscheinlichkeit stehen. Werden diese drei Werte dann in den Rechner eingegeben,
ist man fertig. Aufgaben dieses Formats sind — bei einer gewissen kritischen Distanz — als
Routineaufgaben zur Uberpriifung von Fertigkeiten durchaus sinnvoll, aber es darf nicht
dabei bleiben. Es muss auch Aufgaben geben, die das Verstindnis von Zusammenhingen
tiberpriifen. Wie im Folgenden dargelegt, geschah dies in Niedersachen bisher u.a. durch
folgende Aufgabentypen:

1. Berechnen eines Konfidenzintervalls

a) ohne Interpretation

b) mit Interpretation (Entscheidung treffen; Vermutung beurteilen)

2. zwei Stichprobenergebnisse zu einem Konfidenzintervall zusammenfiihren
Umkehraufgaben: linke oder rechte Grenze ermitteln
4. Zuordnungen mit Begriindungen vornehmen

a) mehrere Konfidenzellipsen

b) verschiedene, je n-mal dargestellte Konfidenzintervalle

c) verschiedene, je n-mal dargestellte Haufigkeitsverteilungen der linken oder rechten

Grenzen von Konfidenzintervallen
5. Unterschiede zwischen Prognose- und Konfidenzintervallen reflektieren und erldutern
6. Vernetzung von Binomialverteilungen mit Konfidenzintervallen
Aufgaben zur Ermittlung eines erforderlichen Stichprobenumfangs wurden bisher nicht
gestellt.

et
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Da unterschiedliche Berechnungsmethoden und Darstellungen existieren (vgl. HENZE [2020]
in diesem Heft), werfen wir vorab einen Blick auf zentrale unterrichtsrelevante Aspekte.
Dabei beschrinken wir uns auf die Sicherheitswahrscheinlichkeit y =95%, also auf die
1,960-Intervalle. Und wir gehen ein auf den Unterschied zwischen dem zufilligen Intervall
als Bereichsschitzverfahren und deren Realisationen, also konkreten zufallsabhingigen
Intervallen. Tatsédchlich wird in allen Schulbiichern und auch in den Aufgaben zum Zentral-
abitur eine Realisation mit dem Begriff Konfidenzintervall gleichgesetzt. In meinem Unter-
richt wird der Unterschied thematisiert.

2 Ein Blick in meinen Unterricht

Die Berechnung eines Konfidenzintervalls ist einfach, viel schwieriger ist es in der Schule,
einen Lernweg so zu gestalten, dass ein Verstdndnis vom Prinzip des Schitzens aufgebaut
wird. Leider ist die Interpretation des per Knopfdruck erstellten Ergebnisses alles andere als
einfach. Die Lehrperson sollte den zentralen Unterschied zwischen einem Konfidenzinter-
vall als Bereichs-Schitzverfahren und den konkreten Konfidenzintervallen (Realisierungen)
kennen (vgl. HENZE [2020] in diesem Heft). In Niedersachsen hat sich ein Zweischritt etab-
liert: Zuerst die Berechnung der Intervalle und dann mithilfe von Simulationen die Interpre-
tation der Sicherheitswahrscheinlichkeit. Wenn hier keine klare Trennung vorgenommen
wird, konnen Lernende nicht verstehen, warum die Aussage ,, p wird mit 95 %iger Wahr-
scheinlichkeit in dem berechneten Intervall liegen* falsch ist: Nur die Grenzen des zufilli-
gen Intervalls sind ZufallsgroBen, nicht p. Entweder ist der unbekannte Anteil p im Intervall
enthalten oder nicht. Von einer Wahrscheinlichkeit zu sprechen, mit der p im Intervall liegt,
ergibt somit keinen Sinn.

In der Schule wird die Zufilligkeit des konkreten Konfidenzintervalls durch Simulatio-
nen erlebbar: Zu einem (in der Realitidt unbekannten, in der Simulation aber festlegbaren) p
werden z.B. 100 Konfidenzintervalle durch eine Simulation erzeugt. Dann wird die Anzahl
der Intervalle gezihlt, die p iiberdecken. So fiihrt z. B. die Sprechweise ,,ca. 95 % aller so
konstruierten Intervalle iiberdecken p* zu einer sinnvollen Interpretation.

Eine weitere wichtige Reduktion stellt der Begriff des Prognoseintervalls dar. Eigentlich
handelt es sich um eine hochwahrscheinliche Menge: Hier ist die Approximation der Bino-
mialverteilung durch die Normalverteilung enthalten. Weiterhin bieten Prognoseintervalle
die Moglichkeit, handlungsorientiert und anschaulich die Berechnung eines Konfidenz-
intervalls einzufiihren, etwa so: Alle Werte fiir p, in deren 95 %-Prognoseintervall das Stich-
probenergebnis 4 liegt, bilden das 95 %-Konfidenzintervall. Es handelt sich hierbei um das
WILsON-Konfidenzintervall. Um die Grenzen zu erhalten, miissen die beiden Gleichungen

(1- (1=
h=p-196- /M und = p+1,96- /M )
n n

nach p aufgelost werden. Diese Berechnungsmethode wurde in den ersten Jahren im Zen-
tralabitur hdufig angewendet. Aufgaben im Umfeld der Konfidenzellipse wurden erst spéter
gestellt. Im Kerncurriculum wird diese grafische Veranschaulichung nicht erwihnt.

In allen neueren Schulbiichern finden sich an zentraler Stelle Darstellungen wie in Abb. 1
und Abb. 3. Die Veranschaulichungen sollten in keinem Unterricht fehlen. Abb. 1 kann hand-
lungsorientiert entwickelt werden und zeigt beeindruckend das zugrunde liegende Berech-
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N nungsverfahren eines Konfidenzintervalls auf. Mehr noch: Diese Dar-
’ stellung zeigt deutlich den Unterschied zwischen Prognoseintervallen
(vertikale Strecken) und einem Konfidenzintervall (horizontale Stre-
cke). Abb.3 fiihrt direkt auf die Interpretation der Sicherheitswahr-
scheinlichkeit. Abb.2 wird selten benutzt. Hierzu gehort der Ansatz
T |h—p|=1.96-/p(1-p)/n. Mithilfe der Grafik kann gut erkannt wer-
Abb. 1 Konfidenzellipse den, wieso das zugehorige Konfidenzintervall (WILSON) nur fiir

mit dem Konfidenzinter- /1 =0,5 symmetrisch zu # ist.
vall

Mit der Substitution a:= # erhdlt man als Losung der beiden
I+
f(p).9(p) \ /g n
e Gleichungen (1) die beiden Grenzen p, und p, :
0,05 f

0 0 02 04 06 08 1,0 pu.g :(]_a).%+a.h$a.]’96.\/4i.l_7a+w. (2)

Abb. 2 Ellipse, Betrags- noa n
funktion und Konfidenz-  Tnteressant: Der Mittelwert des WILSON-Konfidenzintervalls ist das
intervall gewichtete Mittel aus dem Stichprobenergebnis / und 0,5. Diese Dar-
stellung zeigt {ibrigens auch sofort, dass nur fiir 2 =0,5 eine Symme-
trie zu h vorliegt.

Schon fiir n =400 ist a =0,990... = 1. Damit erhilt man ein zwei-
tes approximatives Intervall, das sogenannte WALD-Konfidenz-
---------- intervall:

0.4“-;.-5""0:9 07 08 |:h_1,96\/mi h+1’96 h(l_h)/n :| (3)

Abb.3Simulationenvon In vielen Rechnern wird die Berechnung des WALD-Konfidenz-
Konfidenzintervallen intervalls auf Knopfdruck zur Verfiigung gestellt (Bsp.: 1-PropZlnt).

Die Berechnung eines Konfidenzintervalls kann im Zentralabitur auch
mit dieser Niherung durchgefiihrt werden, auch wenn die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
fiir p-Werte nahe O oder 1 deutlich kleiner als die Vorgabe ist. Nach der Einfiihrung eines
Konfidenzintervalls nach WILSON sollte m. E. Formel (3) trotz der Probleme am Rand auch
eingesetzt werden. Auf die Verwechslungsgefahr mit einem Prognoseintervall muss ein-
gegangen werden. Beide Intervalle haben die gleiche Struktur.

3 Die Abituraufgabentypen

Wie angekiindigt werfen wir nur einen kommentierenden Blick auf die bisher in Nieder-
sachsen verwendeten Aufgabenformate:

3.1 Typ 1: Berechnen eines Konfidenzintervalls

3.1.1 ... ohne Interpretation

Aufgabe 1: Im Rahmen einer Studie gaben 242 von 550 Jugendlichen eines Bundeslandes
an, dass sie nicht friihstiicken, bevor sie in die Schule gehen.

Bestimmen Sie auf Basis dieser Studie ein Konfidenzintervall zu einer Sicherheitswahr-

scheinlichkeit von 95 %.
242

Losung: Es gilt i = 50" 0,44.
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Um die Grenzen des 95%-WILSON-Konfidenzintervalls zu bestimmen, miissen die Glei-
chungen 0,44 =p+1,96- % und 0,44=p—-1,96- % gelost werden.

Die Losungen werden mithilfe des Rechners durch Schnittpunktbestimmung ermittelt. Es
ergibt sich das 95%-WILSON-Konfidenzintervall [0,3990...;0,4817...]. Das 95%-WALD-
Konfidenzintervall [0,3985...;0,4814...] unterscheidet sich hiervon nur unwesentlich.
Bemerkungen: Die Wahl des unbestimmten Artikels in der Abituraufgabe ist sinnvoll, da
es mehrere Berechnungsmoglichkeiten fiir Konfidenzintervalle gibt.

Im Erwartungshorizont wurden bis 2019 keine gerundeten Werte angegeben, sondern
eine Darstellung mit Punkten (s. Losung) gewihlt.

3.1.2 ... mit Interpretation

Aufgabe 2: Kandidat A behauptet vor einer Biirgermeisterwahl, mindestens 50 % der Stim-
men zu erhalten. Er ldsst eine Umfrage unter 750 Wahlberechtigten durchfiihren. Hierbei
geben 345 Personen an, den Kandidaten A wéhlen zu wollen.

Entscheiden Sie mithilfe eines Konfidenzintervalls, ob man bei einer Sicherheitswahr-

scheinlichkeit von y=95% davon ausgehen kann, dass Kandidat A mindestens 50% der
Stimmen erhiilt.
Losung: Mit dem Stichprobenumfang n =750 und der relativen Hédufigkeit i = 0,46 erhalt
man das 95%-WILSON-Konfidenzintervall [0,4246...;0,4957...]. Da die rechte Intervallgren-
ze kleiner als 0,5 ist, liberdeckt dieses (konkrete) Konfidenzintervall nicht 0,5. Die Behaup-
tung des Kandidaten, mindestens 50 % der Stimmen zu erhalten, ist mit dem Ergebnis dieser
Umfrage nicht vertréglich.

Fiir die rechte Intervallgrenze des 95%-WALD-Konfidenzintervalls ergibt sich der Wert
0,4956..., der auch kleiner als 0,5 ist.

3.2 Typ 2: Zwei Stichprobenergebnisse zu einem Konfidenzintervall
zusammenfihren
Aufgabe 3: Bei einer Umfrage wurden 1000 Personen befragt, welches Betriebssystem (A
oder B) sie benutzen. Von diesen gaben 354 das Betriebssystem A und 264 das System B
an, 382 gaben ein anderes Betriebssystem an.
Bestimmen Sie jeweils ein Konfidenzintervall (y = 95 %) fiir den Anteil der Personen,
die Betriebssystem A benutzen, Betriebssystem B benutzen, entweder A oder B benutzen.
Vergleichen Sie das zuletzt bestimmte Konfidenzintervall mit dem Intervall, das sich
durch Addition der jeweiligen Intervallgrenzen aus den beiden zuvor bestimmten einzelnen
Konfidenzintervallen ergibt.
Lésung: Beispielhaft werden hier WALD-Konfidenzintervalle benutzt. Fiir A ergibt sich damit
das Konfidenzintervall [0,3243...;0,3836...], fiir B ergibt sich [0,2366...;0,2913...]. Durch

Addition der jeweiligen Intervallgrenzen resultiert das Intervall [0,5610...;0,6749...]. Beide
zusammen: 618 von 1000 Befragten (A oder B) liefert [0,5878...;0,6481...]. Offensichtlich
ergibt sich dieses nicht aus der Addition der Intervallgrenzen der Einzelintervalle.
Bemerkung: Es wurde nach keiner Begriindung gefragt. Das ist auch fiir eine Abituraufga-
be sehr sinnvoll. Im Unterricht kann man hieraus einen Forschungsauftrag machen: Fiihrt
die Addition der Intervallgrenzen immer zu einem ,,zu grofen* Konfidenzintervall? Das hat
nichts mehr mit Stochastik zu tun, sondern ,,nur noch* mit Algebra.
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3.3 Typ 3: Umkehraufgabe: Grenze gesucht
Aufgabe 4: Eine Umfrage unter 1000 Wahlberechtigten liefert fiir Partei A das 95 %-Konfi-
denzintervall [0,4026;17]. Hierbei ist der Wert fiir die linke Intervallgrenze auf vier Nach-
kommastellen gerundet.

Bestimmen Sie den Wert von b.
Losung (Endergebnis auf 4 Nachkommastellen gerundet):

Mithilfe des 95%-WALD-Konfidenzintervalls liefert 0,4026=h~1,96- /hi(;(;(’;) die Losung

h' =0,4333... Der Wert fiir b ergibt sich zu b=h" +1,96- /" l(;;g ) _0,4640.

Ermittlung des Wertes fiir » mit WILSON-Konfidenzintervallen:
Fiir den Stichprobenanteil & gilt: 4" =0,4026+1,96- 04026(1-0.4026)

1000
Mit k" =b-1,96- "0 folgt b=0,4639.
1000

Bemerkungen: Dieser Aufgabentyp wurde schon oft von mir im Unterricht eingesetzt. Vor
der Einfithrung von WALD-Konfidenzintervallen fiel den Lernenden dieses Problem schwer.
Das Zeigen der Abbildung einer Konfidenzellipse fiihrte dann aber schnell zu einer Lo-
sungsidee. Das Vorgehen zeigt zwei wichtige Punkte auf: Mit dieser Umkehraufgabe kann
zum einen diagnostiziert werden, ob ein bekanntes Verfahren in einer neuen Situation an-
gewendet werden kann. Zum anderen zeigt dieses Problem, wie hilfreich ein Darstellungs-
wechsel zur Problemlosung sein kann. Eine Reflexion des Vorgehens ist (nicht nur) an
dieser Stelle sinnvoll.

In einer Abituraufgabe nach Vorgabe der linken Grenze, der Stichprobenanzahl n sowie
dem Stichprobenergebnis k wurde nach der rechten Intervallgrenze gefragt. Zur Losung
muss zuerst der Faktor z zur Sicherheitswahrscheinlichkeit ermittelt werden. Fiir die beiden
Niherungsintervalle ergeben sich aber unterschiedliche Sicherheitswahrscheinlichkeiten. Es
sollte deshalb in der Aufgabenstellung die zu benutzende Methode vorgegeben werden.

=0,43299...

3.4 Typ 4: Zuordnungen mit Begriindungen vornehmen
Aufgabe 5: Mit den beiden folgenden Abbildungen konnen Konfidenzintervalle zur Sicher-
heitswahrscheinlichkeit y = 0,95 fiir n = 75 bzw. fiir n = 150 grafisch ermittelt werden.
Entscheiden Sie, welche der Darstellungen zu n=75 bzw. zu n=150 gehort.

Losung: In den Abbildungen werden fiir verschiedene Werte von p die zugehdrigen 95%-
Prognoseintervalle dargestellt. Hiermit konnen Konfidenzintervalle grafisch ermittelt wer-
den, da alle Werte fiir p, in deren 95%-Prognoseintervall das Stichprobenergebnis & liegt,
das 95%-Konfidenzintervall bilden.

Diese Intervalle haben jeweils die Linge

o} o 1A 2:1,96-/p(1-p)/n. Die Linge ist also
081 ¢ 05 proportional zu 1/+/n. Die Intervalle zu
e e n=75 sind damit um den Faktor 2 groBer
o2 0n als die entsprechenden Intervalle zu n=150.
4 W > Somit gehdrt Abbildung A zu n=150 und
0 02 04 06 08 10 Abblldung B 7u n =75'

04 04

y T T T T T
0 0204 06 08 10
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Aufgabe 6: Es werden 200 Stichproben mit # =100 simuliert. Fiir diese werden jeweils die
zugehorigen Konfidenzintervalle fiir die beiden Sicherheitswahrscheinlichkeiten 70 % und
99 % berechnet.

Die nebenstehenden Abbildungen zeigen als Punktdiagramm je-
weils die rechten Intervallgrenzen der zugehdrigen Konfidenzintervalle.

Entscheiden Sie, welche der beiden Abbildungen zur Sicherheits- IIEI

wahrscheinlichkeit 70 % und welche zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 6= o6 07
99 % gehort.

Losung: Je kleiner die Sicherheitswahrscheinlichkeit ist, desto kleiner

sind die zugehorigen Konfidenzintervalle. Deshalb gehort die obere Ilhl

Haufigkeitsverteilung der rechten Intervallgrenzen zu y =70%, da sie /¥ SS-,
weiter links in Richtung des unbekannten Parameters p liegt.

Aufgabe 7: Es werden 25 Stichproben mit n=100 simuliert. Fiir diese werden jeweils die
zugehorigen Konfidenzintervalle fiir die beiden Sicherheitswahrscheinlichkeiten 70 % und
99 % berechnet.

Die nebenstehenden Abbildungen zeigen jeweils 25 berechnete
Konfidenzintervalle als Strecken iibereinander.

Entscheiden Sie, welche der beiden Abbildungen zur Sicherheits-
wahrscheinlichkeit 70 % und welche zur Sicherheitswahrscheinlichkeit
99 % gehort.

Losung: Je kleiner die Sicherheitswahrscheinlichkeit ist, desto kleiner
sind die zugehorigen Konfidenzintervalle. Deshalb gehort die obere
Abbildung zu y =70 %, da 0,7 <0,99 gilt.

3.5 Typ 5: Unterschiede zwischen einem Prognose- und einem Konfidenzintervall
erlautern
Aufgabe 8: Erldutern Sie die unterschiedlichen Bedeutungen eines 95%-Prognoseintervalls
und eines Konfidenzintervalls zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %.
Losung: Bei der Bestimmung eines Prognoseintervalls ist die Wahrscheinlichkeit p be-
kannt. Die relative Haufigkeit ist vom Zufall abhédngig und liegt mit einer Wahrscheinlich-
keit von etwa 95 % in dem Prognoseintervall. Wahrscheinlichkeiten werden als Prognose fiir
relative Haufigkeiten interpretiert. Man schliefit von der Grundgesamtheit auf die Stichpro-
be, von der Wahrscheinlichkeit auf die relative Hdufigkeit, vom Modell auf die Realitdt.
Ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 % dagegen wird mithilfe der
relativen Hiufigkeit einer Stichprobe bestimmt. Hierbei ist p fest, aber unbekannt. Die
Grenzen des Konfidenzintervalls hingen vom Zufall ab, genauer: Die Grenzen sind Realisa-
tionen des zugehorigen Schitzverfahrens. Das (konkrete) Konfidenzintervall enthilt alle
Wahrscheinlichkeiten, in deren 95%-Prognoseintervall das Stichprobenergebnis liegt. Man
schliefst von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit, von der relativen Hdufigkeit auf die
Wahrscheinlichkeit, von der Realitit auf das Modell.

3.6 Typ 6: Vernetzung von Binomialverteilung und Konfidenzintervall

Aufgabe 9: Es werden 25 Stichproben vom Umfang n = 20 mit einer vorgegebenen (eigent-
lich unbekannten) Wahrscheinlichkeit p simuliert. Fiir jede Stichprobe soll ein Konfidenz-
intervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit y =90% fiir die (unbekannte) Wahrscheinlich-
keit p berechnet werden.
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Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle 25 Konfidenzintervalle die (unbe-
kannte) Wahrscheinlichkeit p iiberdecken.

Losung: Die Zufallsgroe X, die die Anzahl der Konfidenzintervalle angibt, die p iiber-
decken, kann als binomialverteilte ZufallsgroBe modelliert werden mit n =25 und p = 0,90.
Daraus folgt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit: P(X =25)=0,9" =0,07.

4 Beispiel einer miindlichen Priufung zum Thema Konfidenzintervalle

h Das Schitzen kann natiirlich auch in einer miindlichen Abiturpriifung
zur Sprache kommen. Das folgende Problem habe ich in einer miind-
o5 lichen Abiturpriifung benutzt:
1. Jemand wirft 100-mal eine Miinze und erhilt 42-mal Kopf.
0 Y AuBern Sie sich zu der Behauptung: Die Miinze muss gezinkt sein.
o 0o 2. Es wird auf einer Folie eine Grafik (s.links) prisentiert (n = 100;
a=0,95). Daran soll aufgezeigt werden, wie man damit fiir die Problemstellung in (1)
zu einem Konfidenzintervall gelangt.
3. Mogliche Vertiefungen:
Welche Auswirkungen ergeben sich, wenn die Stichprobenanzahl n verkleinert/vergro-
Bert wird (y verkleinert/vergrofiert wird)?
Eingehen auf das 1/+/n -Gesetz
Unterschiede zwischen einem Prognose- und einem Konfidenzintervall

5 Fazit

Wie sich in Niedersachsen gezeigt hat, lassen sich bei Abiturpriifungen zu Konfidenzinter-
vallen vielfiltige Problemstellungen auch jenseits der ,.BlaBla-Aufgaben* finden. Ich wiirde
es begriien, wenn die beiden Methoden (WILSON, WALD) verbindlich vorgegeben werden.
WaLD-Konfidenzintervalle konnen (wie in Osterreich) als symmetrische Konfidenzinterval-
le bezeichnet werden. Dann konnten die Aufgaben noch klarer gestellt werden. Weiterhin
ergeben sich gerade bei der Betrachtung symmetrischer Konfidenzintervalle durch die ein-
fachere Struktur mehr Moglichkeiten, Verstindnisfragen zu stellen. Die Tatsache, dass
diese Intervalle schnell mit Prognoseintervallen verwechselt werden konnen, hat etwas
Gutes: Ein Eingehen auf die Unterschiede zwischen diesen beiden Intervallen wird im Un-
terricht zwingend erforderlich. WALD-Konfidenzintervalle fiihren ohne Rechnereinsatz
schnell zu einer ersten Abschétzung iiber die GroBe des Konfidenzintervalls.

Ein besonders wichtiger Aspekt sei noch ergidnzt: In der Realitit gibt es keine reprisen-
tativen ,,Zufalls“-Stichproben. Dieses Problem haben alle Meinungsforschungsinstitute.
Nach meinen Informationen werden WALD-Intervalle benutzt. Vor dem Faktor 1,96 wird
aber noch ein ,,Design-Faktor grofler als 1 eingebaut. Damit werden die Intervalle grofer,
um die Uberdeckungswahrscheinlichkeit moglichst einzuhalten. Darauf sollte im Unterricht
auch eingegangen werden. Die Berechnungen kann gerne ein Rechner {ibernehmen.
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