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WOLFGANG RIEMER

Vorwort

»Sehen die Schulbiicher bei euch eigentlich genauso aus wie hier in Baden-Wiirttemberg?
So fragte NORBERT HENZE vor ziemlich genau 2%2 Jahren bei mir nach. Anlass war eine
vorangegangene Lehrerfortbildung und ich glaubte einen leicht vorwurfsvollen Unterton in
NORBERTs Stimme zu erkennen. ,,Bei dem Testen von Hypothesen finde ich statt der ange-
kiindigten Schliisselkonzepte auf den Folgeseiten nur Kochrezepte.*

Ich brauchte nicht lange bléttern, um auch in meinem Bundesland (NRW) in erster Linie
auf Kochrezepte zu stofen. Und immer wieder schweifte mein Blick dann neidisch nach
Niedersachsen, wo sich die — in NRW mit G8 ausgestorbenen — Konfidenzintervalle nicht
zuletzt durch REIMUND VEHLINGs unermiidliches Wirken auf allen Ebenen seit nunmehr
20 Jahren breiter Akzeptanz erfreuen.

Als wir beide dann in der Thiiringer Lehrplankommission THOMAS HOTZ als engagier-
ten Mitstreiter fiir sinnstiftenden und verstdndnisorientierten Statistikunterricht kennen-
lernten, war die Idee fiir dieses Themenheft geboren: ,Schickt die Signifikanz in den
Ruhestand!*

Lesen Sie als Auftakt das stellenweise mit nachdenklicher Heiterkeit verfasste Pladoyer
von NORBERT HENZE, THOMAS HOTZ, WOLFGANG RIEMER, BIRGIT SKORSETZ und
REIMUND VEHLING fiir Konfidenzintervalle und gegen Signifikanztests, insbesondere gegen
die einseitigen!

Und wenn Sie neugierig geworden sind und die unterrichtspraktische Perspektive auf
Konfidenzintervalle kennenlernen mochten, so bietet der Aufsatz von WOLFGANG RIEMER
und REIMUND VEHLING eine wahre Fundgrube an Ideen, Vorschldgen, Tipps und Kniffen,
wie man das Thema ,,Konfidenz* in den Kopfen und Herzen der Schiilerinnen und Schiiler
verankern kann. Spekulieren und zunéchst hdndisches Experimentieren sind in Kombinatio-
nen mit Simulationen der Schliissel hierzu. Wihlen Sie aus, was zu Thnen, Thren Schiilerin-
nen und Schiilern passt — und bereichern Sie durch pfiffige Zugénge und neue Sichtweisen
die Schulbuchkapitel ihrer Verlage. Guter Unterricht ldsst sich ndamlich nicht immer auf
vier Seiten mit Aufgaben und einen knackigen Merkkasten pressen.

REIMUND VEHLINGs Blick auf die Struktur der bisher in Niedersachsen gestellten Abi-
turaufgaben rundet die Sicht auf die Schulpraxis ab.

NORBERT HENZEs Beitrag ist ein Kontrapunkt, eine fundierte und ausgefeilte Referenz-
fortbildung, die iiber fachliche Prizision hinaus erlebbar macht, wie Statistiker im letzten
Jahrhundert um verschiedene Varianten von Konfidenzintervallen gerungen haben.

Legt man die Artikel nebeneinander, wird das Spannungsfeld zwischen Mathematik und
ihrer Didaktik greifbar.

So kommen die Begriffe ,,stochastische Unabhingigkeit von mehr als zwei Ereignis-
sen®, ,Indikatorfunktionen®, ,Likelihood-Funktionen* und die ,,TSCHEBYSCHOW-Unglei-
chung“ im Leistungskurs nur noch selten vor, weil man viel Statistik auch priformal ver-
stehen kann. Aber eine Lehrperson sollte diese Sprache schon sprechen.
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Wolfgang Riemer Vorwort

Und genau aus diesem Grunde finden NORBERT HENZES ,, Tiefbohrungen® Fortsetzungen in
einer beinahe wochentlich wachsenden Sammlung von Stochastik-Clips, die er als Uberzeu-
gungstiter einem stetig wachsenden Fanclub unter der Adresse https://www.youtube.com/
channel/UCbFqBeoq75hFOxQT9Q1bDaA zur Verfiigung stellt. Greifen Sie zu, bilden Sie
sich fort!!

Damit dieses Heft nicht zu einseitig wird, hat sich THOMAS HOTZ verkniffen, auch seine
Sicht auf Konfidenzintervalle zu verschriftlichen. Er 14dt Sie ein zu einem hochst aktuellen
Tiefblick in die Statistik der Corona-Pandemie und die Prognose der in jeder Nachrichten-
sendung zitierten Reproduktionszahl ,,R“? ... die iiber mogliche Lockerungen des derzeiti-
gen ,,ShutDowns® entscheidet. Seit dem Freischalten seines Portals https://stochastik-tu-
ilmenau.github.io/COVID-19/germany gibt es in Ilmenau nur noch wenige ruhige Minu-
ten ... und die hat er durch Verfassen seines Beitrags dieser Zeitschrift geschenkt, uns allen
also. Herzlichen Dank dafiir!

Viel Freude bei der Lektiire und strahlende Augen beim Ausprobieren im Unterricht —
auf fachlich sicherem Fundament! Das wiinscht Ihnen

Thr
WOLFGANG RIEMER
aus Koln

' Und gerade eben ist der Clip zum vorliegenden Heft erschienen:

https://www.youtube.com/watch?v=bwMIo8Vocnc
... natiirlich kommt dabei (gleichsam durch ein Hintertiirchen) doch wieder die Konfidenz ins Spiel ...
Das Thema ist halt wirklich virulent — und das hat nichts damit zu tun, dass Corona ein Virus ist.

2
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NORBERT HENZE, THOMAS HOTZ, WOLFGANG RIEMER, BIRGIT SKORSETZ, REIMUND VEHLING

Schickt die statistische Signifikanz in den
Ruhestand!

1 Gute Botschaft

Der 30.05.2019 war ein guter Tag. Eine Meldung, die uns aus dem Herzen sprach: ,,Schickt

die Signifikanz in den Ruhestand!*

,,Wir*, das sind NORBERT HENZE vom KIT in

Karlsruhe, der in seinem Standardwerk ,,Sto-

chastik fiir Einsteiger” zu Signifikanztests

Drei Statistiker fordern gemeinsam mit mehr als 800 weiteren Fachleuten, ijber 12 AUHagen hll’lWCg .IIOtleI‘tZ . .

den p-Wert als Signifikanzkriterium aufzugeben: Er unterstelle zwei ‘ ”Mlt der Verfijgbarkelt zahlreicher Statis-

Kategorien von Ergebnissen, die es eigentlich nicht gibt. tik-Softwarepakete erfolgt das Testen statis-

Valentin Amrhein, Sander Greenland und Blake McShane tischer H}’POtheSCH in den empiriSChen Wis-

senschaften vielfach nur noch per Knopf-

druck nach einem beinahe schon rituellen

Schema.

Statistische Tests erfreuen sich u. a. deshalb einer ungebrochenen Beliebtheit, weil

e ihre Ergebnisse objektiv und exakt zu sein scheinen,

e alle von ihnen Gebrauch machen,

e der Nachweis der statistischen Signifikanz eines Resultates durch einen Test vielfach
zum Erwerb eines Doktortitels notwendig ist™,

THOMAS HOTZ, der mit seinen Erfahrungen als Medizin- sowie amtlicher Statistiker an der

TU Ilmenau statistische Beratungen fiir alle Fachbereiche anbietet und dort wie in seinen

Vorlesungen sagt: ,,Egal wie das Testergebnis lautet, man lernt nichts daraus!,

BIRGIT SKORSETZ, vom ThILLM, Bad Berka, die als Leiterin der Lehrplankommission
den Schneid hatte, 2018 in Thiiringen die Signifikanztests tatséichlich in den Ruhestand zu
schicken und landesweit durch das Schitzen von Wahrscheinlichkeiten i{iber Konfidenz-
intervalle abzulosen — und zwar ein Jahr VOR dem Artikel,

REIMUND VEHLING (Hannover) und WOLFGANG RIEMER (K6ln), die seit zwei Jahrzehn-
ten versuchten, als schulbuchschreibende Uberzeugungslehrer das Leiden Hypothesen tes-
tender Schiiler, Studenten, Referendare und Kollegen zu lindern.

Schickt die statistische Signifikanz in den
Ruhestand!

Abb. 1 Spektrum der Wissenschaft, 30.05.2019

2 Zweiseitige Signifikanztests

Das Gefihrliche am Konzept der Signifikanztests ist die Verfithrung zum — nicht nur in der
Schule — weit verbreiteten Schwarz-Wei-Denken, zum Denken in den Kategorien Verwer-
fen/Akzeptieren, Wahr/Falsch. Wahrscheinlichkeiten sind aber vom Menschen gemachte
Modelle der Wirklichkeit, und als Modelle sind sie nie ganz richtig und nur selten ganz
falsch, sondern nur besser oder schlechter. Und statistische Testgroen liefern nicht mehr als
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behutsam zu interpretierende Indizien dafiir, wie gut oder
. . . . ’ . WRONG INTERPRETATIONS
eben wie schlecht die Modelle die Wirklichkeit beschreiben.  an analysis of 791 articles across 5 journals*

found that around half mistakenly assume

Besonders viel Fingerspitzengefiihl erfordert beim Ein-  non-signiticance means no effect

satz von Signifikanztests die sachgerechte Beurteilung des AppropratelyT Wrongly
interpreted

519

Stichprobenumfangs. o
Der Hauptsatz der beurteilenden Statistik lautet ndm-
lich: ,Jede Hypothese kann auf jedem Signifikanzniveau
verworfen werden, wenn man den Stichprobenumfang nur
grofp genug wdhlt.” Er ist allen Statistikern gelaufig, wird ARTICLES
aber aus naheliegenden Griinden in Schulbiichern ebenso 791
totgeschwiegen™ wie der fundamentale Unterschied zwi-
schen Relevanz und Signifikanz.
Anwender erwarten von statistischen Tests mehr als die
Aufforderung zu Fingerspitzengefiihl oder behutsamem
Interpretieren. Sie erwarten knackige Antworten auf griffige 1616 o e Conan a8 1o e
Fragen, und sie deuten ,keine signifikante Abweichung® o & e fe s s eo.
folglich als Bestiitigung der Hypothese. Abb. 2 AMRHEIN u. 2. [2019]
Und das gilt nicht nur fiir Schiiler, sondern — wie Abb. 2
belegt — vor allem fiir praktizierende und publizierende Wissenschaftler.

Kasten 1: Binomialverteilung — zweiseitiger Signifikanztest (mit der 20-Regel)

Abb. 3

Ein Bleistift wird auf dem Tisch gerollt. Man vermutet, dass die beschriftete Seite mit einer
Wahrscheinlichkeit p = 1/6 oben liegen bleibt.

JANA testet dies, indem sie ihren Bleistift 300-mal rollt. Dabei zihlte sie 35 Versuche mit
der bedruckten Seite nach oben. Spricht dieser Test gegen die obige Vermutung?

Eine Rechnung ergibt: 35 liegt aulerhalb des 2o-Intervalls [38; 62].

p = 1/6 wird daher ,,verworfen®. Anschliefend folgt die gut gemeinte Warnung:

,.Wir konnen nicht sicher sein, dass die Vermutung falsch ist. Denn in etwa 5 % aller Fille
konnen durchaus weniger als 38 oder mehr als 62 Treffer auftreten. Wenn wir also behaup-

ten, aufgrund unseres Tests wire die Vermutung p = 5 widerlegt, so irren wir uns mit einer

Wahrscheinlichkeit von etwa 5 %. Genauer gilt: P(Irrtum) = P(X < 38) + P(X > 62) = 0,052.%

https://www.schule-bw.de/faecher-und-schularten/mathematisch-naturwissenschaftliche-
faecher/mathematik/unterrichtsmaterialien/sekundarstufe2/stochastik/testen (18.05.2020)
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Aber auch im Falle signifikanter Abweichungen sind Fehldeutungen an der Tages-
ordnung, wie das schone Experiment aus Kasten 1 zeigt. JANA kann unter Benutzung der 20-
Regel die Hypothese p =1/6 auf dem ~5-%-Signifikanzniveau verwerfen und eine gute
Antwort auf die gestellte Frage wire:

,,Das Testergebnis legt nahe, dass p = 1/6 kein sonderlich gutes Modell fiir JANAs Blei-
stift zu sein scheint.* Nicht mehr und nicht weniger!

Wir nennen diese behutsame Aussage das ,,Konzept des Bezweifelns*.

Die (gut gemeinte) Warnung in Kasten1 ,,Wir konnen nicht sicher sein, dass p=1/6
falsch ist* fiihrt in die Sackgasse. Tatsdchlich kann man sogar absolut sicher sein, dass
p=1/6 nicht gilt. Um das sagen zu konnen, hitte JANA ihren Bleistift nach dem obigen
Hauptsatz nicht einmal rollen miissen.

Und die verkiirzte Aussage ,,Wenn wir p = 1/6 verwerfen, irren wir mit P (Irrtum) ~5 %*¢
wird (nicht nur von Schiilern) dahingehend gedeutet, dass wir beim Verwerfen zu ~95%
nicht irren, also richtigliegen. Und diese Deutung ist fatal, denn Tests machen keine Aus-
sagen iiber Wahrscheinlichkeiten, mit denen Hypothesen gelten, sondern nur iiber Wahr-
scheinlichkeiten fiir (kritische) Ereignisse bei unterstellter Giiltigkeit von Hypothesen, die
eigentlich keinen Anwender interessieren.

Als Konsequenz fordert BUTH [2003, S. 30]: ,,Also gehoren Signifikanztests in den Pa-
pierkorb, und zwar auf allen drei Ebenen: in der Mathematik, in den anwendenden Diszipli-
nen und im Mathematikunterricht.*

MOBBURGER [2014, S. 7] kommt zum Schluss ,,Wozu Signifikanztests? Was weifl man
iiber die Giiltigkeit einer Hypothese, wenn eine Stichprobe im Ablehnungsbereich A liegt?
Nichts. Was folgt aus Py(A)<5%? Nichts. Wozu soll man dann Py(A) berechnen? Um eine
Meinung iiber eine Hypothese zu begriinden, die mathematisch aber nicht begriindet werden
kann? Sind Signifikanztests in der Schule iiberhaupt sinnvoll?*

Wir beantworten diese Frage mit einem klaren NEIN!

Schiilerinnen und Schiiler, die gelernt haben, Wahrscheinlichkeiten als Modelle der
Wirklichkeit zu begreifen, benutzen nach dem Bleistiftwiirfeln ihren gesunden Menschen-
verstand und fragen nicht, wie wahrscheinlich p = 1/6 richtig oder falsch ist. Sie begeben
sich auf die Suche nach einem besseren Modell. Die zufallsabhédngige relative Haufigkeit
h=38/300 =~ 12,7 % wire ein besseres Modell ... aber allein schon wegen der Zufilligkeit
eben nicht das einzige. Und auf der Suche nach allen Wahrscheinlichkeiten, die man nicht
bezweifeln muss, landet JANA mit ihrem Bleistift dann schneller, als man denkt, beim Kon-
fidenzintervall [0,0845...; 0,1588] ... und bei der Einsicht, dass es umso kleiner wird, je
héufiger sie ihren Stift gerollt hat. Ganz im Gegensatz zum Hypothesentest wird hier der
Einfluss des Stichprobenumfangs greifbar. Damit spiegeln Konfidenzintervalle eine All-
tagserfahrung wider, liber die schon Siebtkléssler verfiigen: ,,Je 6fter, desto genauer.*

Und wenn man die Linge eines Konfidenzintervalls als Messungenauigkeit deutet, dann
schlagen Konfidenzintervalle auch eine Briicke zwischen Geometrie und Stochastik.

Eigentlich konnte an dieser Stelle unser Pladoyer gegen Signifikanztests und fiir Konfi-
denzintervalle enden, wiren da nicht noch die einseitigen Signifikanztests.

Nach einem Blick auf die hier lauernden Tiicken in Abschnitt 3 versuchen die beiden
Schulpraktiker unter den Autoren in Abschnitt 4, denjenigen Kolleginnen und Kollegen
Trost zu spenden, die in ihrem Bundesland immer noch testen miissen und noch nicht schiit-
zen diirfen. Trost nicht mit warmen Worten, sondern mit (in Unterricht und Fachseminar)
erprobten, konstruktiv-subversiven Tipps.
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3 Einseitige Signifikanztests und der ,,gesunde Menschenverstand“

Wie oben ausgefiihrt, sind die Ergebnisse zweiseitiger Signifikanztests nicht leicht zu inter-
pretieren. Da es aber nur eine Hypothese Hy: p = p, und nur eine Alternative H;: p # p, gibt,
wissen Schiilerinnen und Schiiler, was beim Losen von Aufgaben zu tun ist, die Aufgaben
sind machbar und Ansitze und Ergebnisse widersprechen nicht dem gesunden Menschen-
verstand, insbesondere dann nicht, wenn man die Aussage: Du kannst Ho auf dem
10%- (5 %-)Signifikanzniveau verwerfen im Sinne des ,,Konzepts des Bezweifelns* vor-
sichtig und nur qualitativ interpretiert als: Begegne dem Modell p mit einer gewissen (einer
etwas erhohten) Skepsis ... und suche ggf. nach besseren Modellen.

Bei einseitigen Signifikanztests ist die Situation vertrackter: Man hat neben der Wahr-
scheinlichkeit p, nun mehrere Nullhypothesen zur Auswahl: Hy: p2p,, Hy: p<po. Hy: p>po,
oder Hy: p<p,. Welche Wahl ,,die richtige ist, hdngt in Aufgaben (den Lehrplanvorgaben
folgend) von versteckten ,,Interessen” ab. Wenn man die Interessen vorgibt, ldsst man die
Nullhypothese suchen' — oder man gibt die Nullhypothese vor und lisst die versteckten
Interessen suchen, wie in der folgenden Aufgabe ,,Ausflugsschiff*.

Ausflugsschiff (angelehnt an eine Abituraufgabe des IQB aus dem Jahr 2019)

Ein Unternehmen, das Fahrten mit einem Ausflugsschiff organisiert, bietet fiir 60 Plétze
64 Reservierungen an, weil erfahrungsgemif 10 % der Reservierungen nicht erscheinen ...
Das Unternehmen richtet ein Online-Portal zur Reservierung ein und vermutet, dass
dadurch der Anteil p der Personen mit Reservierung, die zur jeweiligen Fahrt nicht erschei-
nen (,,no show*), zunehmen konnte. Als Grundlage fiir die Entscheidung dariiber, ob pro
Fahrt kiinftig mehr als 64 Reservierungen angenommen werden, soll die Nullhypothese
,,Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufillig ausgewihlte Person mit Reservierung
nicht zur Fahrt erscheint, betridgt hochstens 10 % “ mithilfe einer Stichprobe von 200 Perso-
nen mit Reservierung auf einem Signifikanzniveau von 5 % getestet werden.
Vor der Durchfiihrung des Tests wird festgelegt, die Anzahl der Reservierungen nur dann
zu erhohen, wenn die Nullhypothese abgelehnt werden musste.
* Ermitteln Sie fiir den beschriebenen Test die zugehorige Entscheidungsregel.
* Entscheiden Sie, ob bei der Wahl der Nullhypothese

eher das Interesse, dass weniger Plitze frei bleiben sollen,

oder das Interesse, dass nicht mehr Personen mit Reservierung abgewiesen werden miis-

sen, im Vordergrund stand. Begriinden Sie Thre Entscheidung.

Hinter solchen zweiseitigen Testaufgaben verbirgt sich ein Muster mit stets wiederkehren-
den Signalen, die es zu erkennen gilt.

! ,Die Nullhypothese ist die Hypothese, an der man im eigenen Interesse tunlichst festhalten méchte, weil

deren filschliches Verwerfen schlimme Folgen hat.*
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Aufgabenmuster

1. Wahrscheinlichkeit (p, = 0,1) herzaubern: Signal: ,.erfahrungsgemdpf 10 %"

2. Konturen der Nullhypothese liiften: Signal:

i) ,vermutet ... zunehmen signalisiert ,rechtsseitiger Test”, denn die Nullhypothese
soll das Gegenteil der Vermutung sein. Wer dieses Signal nicht entschliisseln kann,
bekommt hier zur Sicherheit (es geht um eine Abituraufgabe) zusitzlich

ii) ,hochstens 10 % und damit ist die Nullhypothese Ho: p<0,1 vorgegeben.

Stichprobenumfang vorgegeben. Signal: natiirliche Zahl (in Tabellen gelistet)

Signifikanzniveau vorgegeben. Signal: 10 %, 5 %, 1 %

Ablehnungsbereich ablesen/bestimmen

Unterstellte Interessen entschliisseln

kW

Losung zu (6): Beim Ausflugsschiff mochte die Firma tunlichst auf Ho: p<0,1 beharren und
das Uberbuchungskontingent nicht erhdhen, um sich vor Entschidigungszahlungen zu
schiitzen, wenn gebuchte Plitze nicht verfiigbar sind.

Tatsédchlich will man hier eigentlich nachweisen, dass p>0,1 gilt. Daher schldgt man in
der Anwendung noch eine Volte, welche die Verwirrung zusitzlich erhoht: Man wéhlt die
Nullhypothese als das Gegenteil dessen, was man belegen will, hier also Ho: p<0,1, und
fasst ein Verwerfen dieser Hypothese als Nachweis von p>0,1 auf. Das ist aber nur sinn-
voll, falls die Binomialverteilungsannahme zutrifft — und bei diesem Beispiel sagen Famili-
enmitglieder oder Reisegruppenteilnehmer wohl kaum unabhingig voneinander ab.

Eine Urmutter aller Signifikanztest-Abituraufgaben ,,Reinlich und Sohn* aus dem ersten
NRW-Zentralabitur besitzt inzwischen einen zweifelhaften Kultstatus. Sie findet sich in
STOYAN [2011], vgl. auch Abb. 7.

Das Problem bei einseitigen Signifikanztestaufgaben sind die durchgéngig ,,an den Haa-
ren herbeigezogenen™ Kontexte und die Verstole gegen den gesunden Menschenverstand.
Kein Statistiker, kein Unternehmen, das versucht, Gewinne mit Uberbuchungsstrategien zu
optimieren, kime auch nur im Ansatz auf die Idee, hier einseitige Signifikanztests zu bemii-
hen und Interessen zu verstecken.

Der gesunde Menschenverstand wiirde stattdessen versuchen, die Verluste (durch nicht
besetzte Plitze) und Entschidigungen (bei Uberbuchungen) eher abzuschitzen, als funktio-
nal zu beschreiben (zu ,,modellieren‘), und so entscheiden, dass die Gewinnerwartung mog-
lichst grof} wird.

Tatséchlich stiftet dieser Ansatz mit einer transparenten Bewertung von Fehlentscheidun-
gen Einsicht und er ldsst sich im Unterricht (in Spielsituationen auch handlungsorientiert)
ausgezeichnet unterrichten [RIEMER 2020]. Er wird in den Bildungsstandards nicht erwihnt.

4 Notfallambulanz

Bis Signifikanztests, insbesondere die einseitigen, flichendeckend durch

Konfidenzintervalle abgelost werden, bleibt nur die Suche nach Erster Hilfe

mit dem Ziel, bleibende Schiden wie in Abb. 4 abzuwenden. Zwei Ideen
Mathe bieten wir an.

ich hasse Dich!

Abb. 4
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4.1 Erste Hilfe

Schiiler goutieren Transparenz und Ehrlichkeit!

Man sollte als sachkundige Lehrperson
das Standing haben, in aller Klarheit offen-
zulegen, dass die Aufgaben standardisierte
Priifungsformate bedienen, aber den gesun-
den Menschenverstand verachten.

Und wenn das klargestellt ist, kann man
z.B. in arbeitsteiliger Partnerarbeit (durch-
aus mit subversiven Hintergedanken) Prii-
fungsaufgaben durch Markieren gingiger
Signalworte dekontextualisieren (Abb.5, 6
nach einer Idee von M. VOGEL) und an-
schlieBend die dekontextualisierten durch
Erfinden kiinstlicher Kontexte in Priifungs-
aufgaben zuriickverwandeln. Die dabei ent-
stehende Heiterkeit wirkt befreiend. Der
Unterricht gewinnt durch diese kritische

Blabla blabla p=0,4 blabla blabla blabla blabla
blabla blabla blabla blabla blabla blabla 800
blabla blabla blabla blabla blabla blabla blabla
blabla blabla blabla blabla unter 40 % blabla
blabla blabla blabla blabla blabla blabla blabla
blabla blabla blabla hochstens 4 % blabla blabla

Abb. 5 Abitur NRW (2007)

Blabla blabla 45,9 % blabla blabla blabla blabla
blabla blabla blabla blabla blabla blabla niedri-
ger blabla blabla blabla blabla blabla blabla bla-
bla blabla blabla blabla blabla 100 blabla blabla
blabla blabla 2,5 % blabla blabla blabla blabla

blabla blabla Entscheidungsregel blabla blabla ?

Distanz eine ungeahnte emanzipatorische
Tiefe. Und die Lernenden erleben, dass fiir
Probleme mit zweiseitigen Signifikanztest-
aufgaben vielleicht eher die Aufgaben ver-
antwortlich sind als mangelnde Intelligenz
oder fehlender Fleil3.

Abb. 6 Abitur Hessen (2016)

4.2 Zweite Hilfe
Die zweite Idee stammt von MAX, einem pfiffigen Schiiler vom HMG, Ko6ln, der lieber liber
Probleme nachdenkt, als stumpfsinnig kritische Werte in (analogen oder digitalen) Tabellen
aufzusuchen. Er nutzt zum Aufgabenlsen, vor allem aber zum Aufgabenverstehen, die
GeoGebra Datei ,,signifikanztesttool.ggb®, Abb. 7. Nach Eingabe von Nullhypothesenwahr-
scheinlichkeit p,, Signifikanzniveau a, und Stichprobenumfang n liefert sie den kritischen
Bereich, grafisch unterstiitzt durch Einblenden der Binomialverteilung.

Wer lieber die Normalverteilung nutzt (hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit gespie-
gelt) wird dadurch auch ,bedient — und erkennt, dass beide Berechnungsvarianten (fast
immer) zum gleichen Ergebnis fiihren.

Und hier die Idee von MAX:

,.Bei einseitigen Testaufgaben zum 5 %-Signifikanzniveau teste ich ohne Riicksicht auf
irgendwelche Interessen und Hintergedanken immer zweiseitig auf dem 10 %-Niveau.*?
Das liefert exakt die in den einseitigen Aufgaben benétigten 5 %-Verwerfungsbereiche, die
in den ,,Zipfeln* links und rechts vom 90 %-Prognoseintervall zu po liegen.

1. Wenn das Testergebnis X im linken Zipfel liegt, gehen beide von p<p, bzw. p<p, aus.

2. Wenn das Testergebnis X im rechten Zipfel liegt, gehen beide von p>p, bzw. p 2p, aus.

2 Max: ,Sind einseitige Tests u.a. deswegen so populir, weil sie gestatten, bei gleicher Datenlage das publikations-

entscheidende Signifikanzniveau zu halbieren?*
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3. Nur dann, wenn das Testergebnis im Prognoseintervall liegt, konstruieren die Aufga-
bensteller Konflikte: Wer rechtsseitig testet, geht von p<p,, wer linksseitig testet, von
p=p, aus und rechtfertigt damit sein im Aufgabentext unterlegtes Handlungsmuster.
Beim Ausflugsschiff soll rechtsseitig getestet, also dann von p<p,=0,1 (kein erhchtes
no show) ausgegangen werden, um die Uberbuchungsquote nicht erhdhen und die evtl.
hidufiger anfallenden Entschédigungen nicht zahlen zu miissen.

PX=K) po.1 a,0.1 n =200

a-1

0.05 Intervall {28-;200]

P =0.043

-0:05
X<12 |
Konsens:  p<po |
-0-1

| X>28
P=po | Konsens! p>po

Abb. 7 signifikanztesttool.ggb

Priziser als MAX mit seiner GeoGebra Datei kann man die Rezeptur hinter einseitigen kon-
struierten Signifikanztestaufgaben nicht auf den Punkt bringen:

Wihle ein Testergebnis im Prognoseintervall von p, und konstruiere aus dem Konflikt
eine Aufgabe, die mit gesundem Menschenverstand nur noch wenig zu tun hat.

Und damit sind wir auch auf dem Umweg iiber einseitige Signifikanztests wieder bei
Prognoseintervallen gelandet: Man sollte sie nicht nutzen, um Interessen zu verstecken,
sondern um sich auf die Suche nach der Wahrheit begeben. Die absolute Wahrheit, die
,wahre Wahrscheinlichkeit®, wird man nie finden. Begniigen wir uns mit vertrauenswiirdi-
gen Modellen, mit Konfidenzintervallen eben!
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WOLFGANG RIEMER, REIMUND VEHLING

Prognose- und Konfidenzintervalle:
beurteilende Statistik mit Sinn und Verstand

1 Den Zufall erforschen - statt ihn wegzuwiinschen!

Der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff hat neben dem LAPLACEschen im Schul-
unterricht eine lange Tradition. FREUDENTHALs Notiz aus dem Jahr 1972 (vgl. Abb. 1) ist
aktuell wie eh und je. Man deutet Wahrscheinlichkeit als eine objektive GroBe, die man als
Grenzwert einer unendlichen Folge relativer Hiufigkeiten erhilt'. Dahinter steckt das starke
Gesetz der groBen Zahlen?, das besagt: Bei einer BERNOULLIkette konvergiert die Folge der
relativen Hiufigkeiten mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die Trefferwahrscheinlichkeit p.

Frequentistische Wahrscheinlichkeit , | Retatwe tresvency
The story about tossing a coin with the g
happy result of a fair distribution of o#

heads and tails in the long run has been Z:;
the custom for quite a long time. ot -

What is new about it, is that the sto- ZZ

ry is dramatized and acted out — I mean, ©2
Al
by the author of the textbook. Maybe ° . , et ,

70 80 90 100
even the teachers or the students are © oo 40 %0 ® Number of trials
expected to try out this experiment — app.1wenn man nach R.v.Mises Wahrscheinlichkeit als
following the highly encouraging exam- Grenzwert relativer Haufigkeiten deutet, dann sind Zufalls-
ples given by the textbook authors. schwankungen unerwinscht.

The experiments reported in those textbooks attempt to prove the ‘empirical law of
large numbers‘. Notwithstanding their great diversity all of them show the essential fea-
tures displayed by the relative frequencies, that is oscillation around, and a quick conver-
gence towards, 1/2. In general, after 100 trials the value 1/2 is practically reached,
though some of the more optimistic textbook authors promise this result after no more than
50 trials. In some trials series the quotient 1/2 is suddenly reached at n =100, but in the
majority of examples the quotients have been approaching close to 1/2 for a while before
the 100th trial. FREUDENTHAL [1972]

I Bevor KOLMOGOROFF Wahrscheinlichkeit axiomatisch fasste, verwickelt sich R. V. MISES beim Ver-
such, sie iiber Grenzwerte zu definieren, in Widerspriiche. Vgl. HUMENBERGER [2019] zur Wortschop-
fung ,.empirische Wahrscheinlichkeit*.

Das ist ein tiefliegender mathematischer Satz, fiir dessen Beweis man ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf
dem Grundraum Q aller Zahlenfolgen konstruieren muss. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine unendliche
Folge konvergiert, ldsst sich nicht mehr frequentistisch deuten.

)
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Leider hat die frequentistische Sicht den Haken, dass es keine unendlich langen Versuchs-
reihen gibt, mit denen man eine unbekannte Wahrscheinlichkeit genau bestimmen konnte.

Und wenn man es trotzdem versucht, storen die Zufallsschwankungen enorm. Man
wiinscht sie weg und vertreibt — wie Abb. 1 belegt — den Zufall aus dem Stochastikunterricht.
Zielfiihrender ist es, schon in der Sekundarstufe I einen hypothetisch-prognostischen Wahr-
scheinlichkeitsbegriff (vgl. [RIEMER 2019]) zu pflegen und Wahrscheinlichkeiten als vom
Menschen gesetzte Modelle zu begreifen, die
relative Haufigkeiten prognostizieren,
die Realitdt nur mehr oder weniger gut und nie ganz genau beschreiben,

im Modellbildungskreislauf bestéindig nachgebessert werden miissen?,

nicht die Konvergenz relativer Héufigkeiten in einer immer ldnger werdenden Versuchs-
serie fokussieren, sondern die mit immer grofer werdendem Versuchsumfang abneh-
menden Zufallsschwankungen in vielen endlich langen Versuchsserien®.

Damit ist man bei Prognoseintervallen, dem 1/+/n -Gesetz und dem ,,Konzept des Bezwei-
felns* von Hypothesen, einer priformalen Version zweiseitiger Hypothesentests. Sie bilden
die Basis fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen, die (anders als Testgrofen) iiber
ihre Linge den Einfluss des Stichprobenumfangs verraten und iiber die Idee der Mess-
ungenauigkeit eine Briicke zwischen Geometrie und Stochastik schlagen.

Es gibt ausgezeichnete systematisch aufgebaute Lehrginge zum Thema, z.B. den fach-
lichen Beitrag HENZE [2020] in diesem Heft und solide Schulbiicher wie z.B. BRANDT u. a.
[2018] oder LERGENMULLER u.a. [2012]. Deswegen fassen wir uns bei der Sachanalyse
in 2.1 und 3.1 kurz und stellen praxiserprobte und didaktisch durchaus ,,pfiffige* Zuginge
in den Vordergrund, wie sie sich in Schulbiichern nicht abbilden lassen.

2 Prognoseintervalle, das 1/v/n-Gesetz und das Konzept des Bezweifelns

2.1 Worum geht es?

Ein 95%-Prognoseintervall zu einer Trefferwahrscheinlichkeit p ist ein Intervall, in das die

zufillige Trefferanzahl X bzw. die zufillige relative Trefferhdufigkeit H = X /n bei einem

bevorstehenden BERNOULLIexperiment gegebener Linge n mit einer Mindestwahrschein-
lichkeit 95 % fillt’. Wie der Name ,,Prognose* signalisiert, schauen Prognoseintervalle —
genau wie Wahrscheinlichkeiten — in die Zukunft. Man schlief3t mit ihnen vom Modell (der

Wabhrscheinlichkeit) auf die Wirklichkeit (die relative Haufigkeit).

Die Arbeit mit Prognoseintervallen

e vertieft den prognostischen Aspekt des Wahrscheinlichkeitsbegriffs,

e bietet eine griffige und niitzliche Interpretation des ,,empirischen Gesetzes der groflen
Zahlen®, die sich am schwachen, nicht am starken Gesetz der groen Zahlen orientiert
und

o deckt liber das Konzept des Bezweifelns die Anforderungen der Bildungsstandards hin-
sichtlich beurteilender Statik auf Grundkursniveau ab.

w

L. SACHS [1999] formuliert pragnant: ,,Aus Erfahrung wird Erwartung.*

In der Schule ist es viel sinnvoller, das oft zitierte empirische Gesetz der grofien Zahlen im Sinne des
schwachen, nicht des starken Gesetzes der grofien Zahlen zu interpretieren.

> Absolute und relative Hiufigkeiten sind Zufallsgrofen, die man mit GroBbuchstaben (X,H) schreibt.

IS
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Das 1/+/n -Gesetz besagt: Bei gegebener Trefferwahrscheinlichkeit p liegt die (zufillige)
relative Trefferhdufigkeit H =X /n mitca. 95 % Sicherheit im Prognoseintervall

e(=p)p(1-p) { 1 L} 6
p-2 NG ; p+2 NG gpﬁ,mﬁ. (1

Seine Lidnge schrumpft umgekehrt proportional mit der Wurzel aus dem Versuchsumfang.
Sie halbiert sich, wenn man den Versuchsumfang vervierfacht.

Abb. 2 und 3 wurden mit der Datei eins-durch-wurzel-n.ggb
erzeugt. Sie veranschaulichen diese Aussage durch sukzes-
siv eingeblendete relative Hiufigkeitstrajektorien, die bei
n=25,100 und 400 in Abb. 2 ,vertikal streuende Spurpunk-
te hinterlassen, die man in Abb.3 auch durch horizontal
liegende Boxplots veranschaulicht.
e An jeder festen Stelle liegen etwa 95 % dieser Spurpunk-
te im Wurzeltrichter, der durch die Graphen von f, mit Apb. 2 Wurzeltrichter: p fest, n vari-
abel, hier n = 400

f.(p)=r% ZLS_;[)) begrenzt wird.

e Der Anteil der Trajektorien, die bis zur Stelle n kom-
plett im Wurzeltrichter liegen, ist aber deutlich kleiner
als 95 %, umso kleiner, je grofer n ist.

e Nurinca. 2/3 aller Fille rutscht die relative Hiufigkeit
niher an p heran, wenn man den Versuchsumfang vervier-
facht. Der mittlere Abstand zu p verringert sich stets.

e Wenn man die Streuung der relativen Héiufigkeiten wie
in Abb. 3 ab Klasse 7 durch Boxplots visualisiert, erkennt
man, dass die Quartilabstinde sich ungefihr halbieren,
wenn man den Versuchsumfang vervierfacht. Und schon =
Achtkléssler entdecken den ,,Hauptsatz der beurteilenden
Statistik: ,,Viermal so viel, doppelt genau‘ auch ohne i %0 [0
Kenntnis von Wurzeln und Standardabweichung. Er lie- e E i
fert die Begriindung dafiir, dass man Wahrscheinlich- -
keitsangaben umso mehr Vertrauen schenken darf, je Abb.3
mehr Experimente dahinterstecken.

erkiir
h ndher bei p 79 |67 |88

In der Sekundarstufe I hat das 1/+/n -Gesetz den Status eines Naturgesetzes, vgl. RIEMER
[1991]. Dabei geniigt die Untersuchung von p=1/2 bzw. die Abschitzung in (1). In der
Sekundarstufe II begriindet man es mit der 20-Regel der Binomialverteilung wie folgt:

Bei der Binomialverteilung mit u=n-p, o= /n- p-(l— p) liegt die Trefferanzahl X mit
ca. 95 % Sicherheit im 20-Prognoseintervall

[np—%/W; np+2\/m] 2)

¢ wegen p(1-p)<1/4
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Weil die Linge dieses Intervalls proportional zu «/n wichst, spricht man bei (2) auch vom
</n -Gesetz der absoluten Hiufigkeiten. Wenn man durch » dividiert, erhélt man hieraus das
1/~/n -Gesetz (1) der relativen Hiufigkeiten.

Falls die relative Haufigkeit & nicht in diesem Intervall liegt, dann nennt man die Ab-
weichung von p statistisch signifikant. Wenn man sich bei p nicht sehr sicher ist — und
eigentlich auch nur dann — beginnt man zu bezweifeln, dass p ein gutes Modell darstellt.
Man begibt sich ggf. auf die Suche nach besseren Modellen oder arbeitet mit p in dem
Bewusstsein weiter, dass man vielleicht kein optimales Modell erwischt hat. Diese intuitiv
eingingige Idee nennen wir das Konzept des Bezweifelns. Es handelt sich dabei um eine
auf das Wesentliche reduzierte Variante des zweiseitigen Signifikanztests auf dem 5 %-
Niveau.

2.2 Wie unterrichtet man Prognoseintervalle?
Nach einem Blick auf empfehlenswerte digitale Werkzeuge skizzieren wir (liber ausformu-
lierte Arbeitsauftrige) bewéhrte Unterrichtsstunden und Aufgabenstellungen.

2.2.1 Digitale Werkzeuge
Vorab zeigen wir in Abb. 4 bis Abb. 6, mit welchen digitalen Werkzeugen wir neben der oben
erwihnten Datei eins-durch-wurzel-n.ggb aus Abb. 2 und Abb. 3 ausgezeichnete Erfahrungen
gemacht haben. Dabei kommt es uns nicht in erster Linie
auf die Werkzeuge an, die sind schnell programmiert, son-
dern auf prizise formulierte und herausfordernde Problem-
stellungen, die wir Lernenden schenken! Dabei ist fiir uns
. der Dreischritt ,,Spekulieren — Experimentieren — Reflek-
tieren” handlungsleitend. Wenn experimentiert wird, dann
Abb. 4 Simulation einer Stichproben-  7y,0r5¢ héindisch, damit Schiilerinnen und Schiiler verstehen,
verteilung, absolute Haufigkeiten ¢ ischiiefend digital abliuft: ,,Verstehen® hat viel zu
tun mit Verlangsamen bis hin zum ,,Stehenbleiben‘‘.
Abb. 4 wurde mit der GeoGebra-Datei galtonabsolut.ggb
erzeugt. Hier werden Pseudozufallszahlen von einer Bino-
e o= Mmialverteilung mit n Versuchen und der Trefferwahrschein-
Abb. 5 Simulation einer Stichproben-  lichkeit p erzeugt. Es ist vorteilhaft, sich einen konkreten
verteilung; relative Haufigkeiten Zufallsversuch vorzustellen, z. B. ein Gliicksrad mit Tref-
ferwahrscheinlichkeit p: Es wird n-mal gedreht und die
Anzahl der Treffer wird als Punkt tiber der Trefferanzahl auf der Rechtsachse visualisiert.
Dies wird w-mal wiederholt (in diesem Fall 100-mal). Jedes n-malige Drehen liefert eine
Trefferanzahl, die als weiterer Punkt dargestellt wird. Durch Wiederholung des Experiments
entsteht ein ,,glockenformiges* Sdulendiagramm (eine Stichprobenverteilung) als Realisie-
rung der Binomialverteilung B (n p). Das 26-Prognoseintervall kann zusitzlich eingeblendet
werden.
Abb. 5 wurde mit der GeoGebra-Datei galtonrelativ.ggb erzeugt. Wie in Abb. 4, nur dass
die Sdulendiagramme iiber den Stellen der relativen Haufigkeiten entstehen.
Wenn n erhoht wird, erkennt man, dass die Sdulendiagramme der absoluten Hiufigkeiten
(Abb. 4) immer breiter werden und ,,nach rechts weglaufen®. Die Sdulendiagramme der relati-
ven Héufigkeiten (Abb. 5) konzentrieren sich dagegen in der Néhe von p.
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Die Datei prognoseintervall-tool.ggb aus Abb.6 dient als [ 5] s
Rechenwerkzeug: In Abhingigkeit von der ,verschieb- . 3;
baren“ Wahrscheinlichkeit p auf der Rechtsachse werden - cak__ Abschatng

die Prognoseintervalle der relativen Héufigkeiten als ,,lot-
rechte” Strecken zwischen den Funktionsgraphen von f,

mit f:( p) =p32¥’ \/_Zln_ 7) in einem Ellipsendiagramm ver-

anschaulicht, das die Briicke zu Konfidenzintervallen vor-
bereitet.

Da in einigen Bundeslindern die LAPLACE-Bedingung ==+
einen gewissen Stellenwert besitzt, wird die Ellipse iiber Abb. 6 Elipse n=100 fest,
den Stellen diinner dargestellt, an denen die LAPLACE- p variabel
Bedingung np(l - p) >9 nicht erfiillt ist.

2.2.2 Prognoseintervalle: kommentierte Arbeitsblatter und Aufgaben

2.2.2.1 Prognoseintervalle qualitativ (Arbeitsblatt fiir Klasse 8—10)

Wahrscheinlichkeiten schauen in die Zukunft! Sie driicken aus, welche relative Héufigkeit
man fiir ein Ereignis erwartet. Damit ist nicht gemeint, dass die relative Haufigkeit genau
diesen Wert annehmen wird (was sehr unwahrscheinlich, bis unmoglich sein kann), sondern
dass die relative Haufigkeit in der Néhe dieses Wertes liegt, also ,,nicht allzu sehr* davon
abweicht. Was ,.nicht allzu sehr* bedeutet, das soll in diesem Arbeitsauftrag — in Abhéngig-
keit vom Versuchsumfang n — erforscht werden.

D|E[F[ G
| 25 100 400 25 100 400
bernd1 15 17 75 06 017 0.19
bernd2 13 31 200 052 0.31 05

bend3 19 68 150 0.76 0.68 0.38
bernd4 9 48 260 0.36 0.48 0.65

Spekulieren: ein Gedankenexperiment e c]

a) Wirf in Gedanken 25-mal eine faire Miinze. Wappen
gilt als Treffer. Notiere vier dir plausibel erscheinende
Trefferzahlen zwischen O und 25, analog auch fiir 100
und fiir 400 Miinzwiirfe.

b) Speichert eure geschitzten Trefferzahlen in den Spalten |-[-%nee’ 14 %3 220.8% 9% 055
B-D der Datei schwankung-schéitzen.ggb. Die zugehd- | g |denise3 9 41 179 036 0.41 0.45
rigen relativen Hiufigkeiten werden in den Spalten E—F |10 [denise4 13 63 211 052 063 0.53
berechnet und als Punktwolken iiber den Stellen 25, 100 Abb. 7a Schatzungen einer Klasse 9
und 400 veranschaulicht.

¢) Diskutiert mithilfe der grafischen Darstellungen eure In-
tuitionen. Vergleicht mit dem Diagramm (Abb. 7) einer
Klasse 9. Haltet hierzu Aussagen oder Fragen in Stich-
worten fest.

oo B wN

Experimentieren (erst hindisch, dann digital)

a) Fiihrt 100 Miinzwiirfe durch. Jeder diktiert seine vier re-
lativen Haufigkeiten zu 25 und eine zu 100 Miinzwiirfen
(Vierergruppen zusammen auch eine zu 400 Miinz- “of s 0 0 20 250 0 380 400
wiirfen) in eine Kopie von schwankung-schaetzen.ggb. Abb. 7b Zugehérige Grafik
Vergleicht mit euren Schitzungen aus a)—c).

Lasst den Computer 100 Serien mit je 25, 100 und 400 Miinzwiirfen ausfiihren.

b) Stelltdierelativen Trefferhdufigkeiten h,,h,y,,h,, nach25, 100 und 400 dar wie in Abb. 7b.

Vergleicht mit euren Schitzungen aus a)—c).

o
@
o s e— - e
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Das Spekulieren vor dem Experimentieren sorgt hier fiir einen Spannungsbogen. In der
Regel unterstellen Schiilerinnen und Schiiler neben der selbstverstindlichen Proportionalitét
zwischen Versuchsumfang und erwarteter Trefferzahl ,,primérintuitiv"® ndmlich auch eine
Proportionalitdt zur GroBe der Zufallsschwankungen, die dann tendenziell konstante Zu-
fallsschwankungen bei den relativen Haufigkeiten impliziert (vgl. Abb. 7b).

Damit entsteht ein kognitiver Konflikt zur Intuition ,,je mehr, desto genauer®. Die hin-
dischen und digitalen Simulationen 16sen diesen Widerspruch auf. Sie sichern das empi-
rische Gesetz der groflen Zahlen qualitativ ab: ,,Mit steigender Versuchszahl nehmen die
Zufallsschwankungen der relativen Hiaufigkeiten um die Wahrscheinlichkeit tendenziell
ab.” Der Nachsatz, dass man deswegen der Schéitzung einer Wahrscheinlichkeit umso mehr
Vertrauen entgegenbringt, je grofier der zugrunde liegende Versuchsumfang war, bereitet
die Idee der Konfidenzintervalle schon in der Sekundarstufe I vor.

2.2.2.2 Prognoseintervalle quantitativ

Die folgenden Arbeitsauftrige zeigen, wie Schiilerinnen und Schiiler z.B. im Anschluss
an 2.2.2.1 die Simulationen in Abb. 2 und 3 nutzen konnen, um das Gesetz der grolen Zahlen
nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ zu erforschen. Dabei wird auch hier wieder
auf verlangsamendes, arbeitsteiliges, die Kommunikation untereinander férderndes Vorge-
hen Wert gelegt. Da in Klasse 7/8 noch keine Wurzeln (wie in Abb. 2) verfiigbar sind, nutzt
man die Boxenldnge (Abb. 3) als Streuungsmal.

Abnahme von Zufallsschwankungen — Boxplots (Klasse 7—8)

Wenn man eine Miinze mit Trefferwahrscheinlichkeit p insgesamt 400-mal wirft, spricht

man von einer BERNOULLIKette’ der Linge 400. Der ,,gezackte“ Hiufigkeitsgraph der Zu-

ordnung n— h, (Abb.2) veranschaulicht, wie sich die relative Hiufigkeit 4, bei einer sol-
chen Kette mit p=0,5 entwi-

p=0.5 N |las [Lson [Laco |Laoo / Las |Lace / Lo | [haerp|<[hasp] | [hasrpl<[hioepl | ckelt. Dabei wurden die relativen
Walter 100] 0.2 038 052 2% 7% Haufigkeiten nach 25 bzw. 100
2 bzw. 400 Wiirfen (hy, bzw. hy,
Mittelwerte bzw. h,,, ) markiert. Die Markie-
Abb. 8 Jeder tragt seine Simulationsergebnisse in eine gemeinsame  rungen sind Spuren, die solche
Tabelle ein. Ketten nach 25 bzw. 100 bzw.

400 Wiirfen hinterlassen.

a) Formuliert eine Aussage, die ihr Abb. 2 entnehmt.

b) Erkldrt, wie Abb. 3 mit Abb. 2 zusammenhéngt. Spekuliert tiber quantitative Aussagen, die
man den abgebildeten Boxplots entnehmen kann. Tipp: Die Linge ( L,s,L,y,L,,) der
Boxen (der ,,Quartilabstand®) ist jeweils eingeblendet.

c) Priift eure Vermutungen. Simuliert dazu viele BERNOULLIketten. Fiillt die ersten fiinf
Spalten in Abb. 8 gemeinsam aus, bildet Mittelwerte und haltet die Ergebnisse in Stich-
worten fest.

d) In Abb.3 ist zu erkennen, wie oft die relative Hiufigkeit # durch Vervierfachung des
Versuchsumfanges (von 25 auf 100 und von 100 auf 400) niher an die Wahrscheinlich-
keit p heranrutscht — formal, wie oft gilt |y, — p| <|hs—p| und |hy, — p|<|he - p|-

7 Natiirlich kann man BERNOULLIKetten schlicht als ,,Miinzwurfserien* bezeichnen und sich auf p=1/2
beschrinken.
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Sammelt auch diese Ergebnisse in den beiden letzten Tabellenspalten und formuliert ein
Forschungsergebnis, das wie folgt beginnen konnte: ,,Wenn man bei einer BERNOULLI-
kette den Versuchsumfang vervierfacht, dann ...*

Das 1/+/n -Gesetz mit Wurzeltrichter (Klasse 9/10)
Abb. 2 zeigt die Entwicklung der relativen Trefferhédufigkeit 4, in einer BERNOULLIKette.

Es werden die Wurzelfunktionen f, mit f,(p)=p7F 27“7(}”_}7) eingeblendet.

Sie begrenzen einen ,,Wurzeltrichter* um die Wahrscheinlichkeit p.

a) Formuliere eine Vermutung iiber den Zusammenhang zwischen den drei Héufigkeits-
graphen und dem Wurzeltrichter.

b) Simuliere 100 BERNOULLIketten der Linge 400.
Zihle mithilfe des Programms, wie oft die relati- innerhalb des Wurzeltrichters
ve Hidufigkeit 4, an den Stellen n =25, 100,400 [P=05 N s |Nho |fao |komplett
innerhalb des Wurzeltrichters liegt und zusétz- E:;thias 100
lich, wie oft der komplette Hiufigkeitsgraph (fiir
alle Werte von n) innerhalb des Wurzeltrichters [summe
verlduft. Mittel

c) Ubertragt die Simulationsergebnisse in eine ge- Abb. 9 Tabelle zum Eintragen der Ergebnisse
meinsame Tabelle (Abb.9). Wertet die Daten
durch Ausfiillen der letzten beiden Tabellen-
zeilen aus. Vergleicht mit euren Vermutungen aus a) und formuliert ein Forschungs-
ergebnis: ,,Ein Schitzwert der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ... im Wurzeltrichter
liegt ...*

2.2.2.3 Die Wette gilt! — Ein alternativer Einstieg in Prognoseintervalle
Auch die folgende Einstiegsvariante ist prinzipiell fiir die Sekundarstufe I geeignet. Durch
die direkte Anschlussfihigkeit an das Thema Binomialverteilung und 2c-Regel ist eine
Verortung in der Sekundarstufe II aber naheliegender. Die 20-Regel wird anschliefend im
Unterricht mit der Binomialverteilung kontrolliert und fiihrt dann zur Begriindung des
1/~/n -Gesetzes und iiber das Konzept des Bezweifelns in die beurteilende Statistik.
Ahnlich wie 2.2.2.1 beginnt man mit Spekulationen iiber die GroBe von Zufallsschwan-
kungen, die man iiber eine Wettsituation und den Dreischritt Spekulieren — Experimentie-
ren — Reflektieren im Motivationshorizont der Lernenden verankert.

Die Wette gilt! (Klassenstufe 11)

a) Angebot: ,,Ihr seid 30 Schiiler. Ihr bekommt mein Fahrrad, wenn eine(r) von euch bei 100
Miinzwiirfen weniger als 30- oder mehr als 70-mal ,,Wappen* erhilt. Wenn das keiner
von euch schafft, ladet ihr mich zu einem Kaffee ein. Die Wette gilt! Diskutiert nach
Bauchgefiihl, was ihr von diesem Angebot haltet. Vergleicht mit folgenden Angeboten:

e Fahrrad bei weniger als dreimal Zahl oder weniger als dreimal Wappen bei 10 Miinz-
wiirfen,

e Fahrrad bei weniger als 120-mal Zahl oder weniger als 120-mal Wappen bei 400
Miinzwiirfen.

Fiihrt die Experimente mit den 10 Miinzwiirfen hidndisch durch und fasst je 10 Ergeb-

nisse zu einem 100er-Experiment zusammen. Diskutiert erneut und gebt eine erste Be-

wertung ab.*
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e Nina hat mit galton-absolut.ggh die Abb.10 er-
- zeugt. ,,Hinter den 7 Punkten stecken aber ver-
S L O R dammt viele Miinzwiirfe“, meint sie. Deutet die
Abb. 10 Sieben absolute Trefferhdufigkeiten Punkte und erlautert Ninas Aussage.
bei 400 Wiirfen einer LAPLACE-Miinze b) Untersucht das Angebot mit galton-absolut.ggb
arbeitsteilig.
Haltet die Forschungsergebnisse in Stichworten
fest und bewertet eure Schétzungen aus a) erneut.

2.2.2.4 Top-Down-Einstieg: Die Faustregel vorgeben — den Sinn erschliefen

Der folgende Arbeitsauftrag zeigt, dass auch ein Top-Down-Vorgehen effektiv und sinn-
stiftend sein kann. Man gibt die 1/+/n -Faustregel vor und erschlieBt deren Bedeutung unter
Riickgriff auf konkrete Beispiele durch einen Vergleich mit dem ,,Bauchgefiihl* [vgl.
BRANDT u.a. 2018, S. 122].

Das Konzept des Bezweifelns (héiindisch, Klasse 12)
Ein flacher Legostein (Abb. 11) kann auf dem Fuf3 oder auf dem Kopf landen.
FuBlage F Max: ,,FuBllage ist wahrscheinlicher als Kopf, weil Ful} eine grofere Auf-
lagefldche hat.*
HANNAH: ,,Kopflage ist wahrscheinlicher, weil die Noppenseite schwer ist
und eher unten liegen wird.*
a) Wiirfle so lange, bis du nach DEINEM Bauchgetfiihl sicher bezweifeln
kannst, dass gilt p(Ful)=1/2.
Notiere, ob deiner Meinung nach eher MAX recht hat oder eher HANNAH!
b) Da jeder ein anderes Bauchgefiihl hat, haben Statistiker folgende Faust-
regel aufgestellt:

Abb. 11 Flacher
Legostein

Faustregel: Bezweifle eine Wahrscheinlichkeitsangabe p, wenn bei einer Stichprobe vom

Umfang n die relative Hiufigkeit 2 um mehr als 27“7(\/;’7] < % von p abweicht.

Man bezeichnet die Abweichung dann als statistisch signifikant.

¢) Uberpriife deine Bauchentscheidung mit der Faustregel und beurteile, wer schneller
Zweifel signalisiert: dein Bauch oder die Faustregel.

2.2.2.5 Erhellende Aufgaben

Das Konzept des Bezweifelns und der Stichprobenumfang (Klasse 12)

Wie sicher erkennt man mithilfe der Faustregel gezinkte Miinzen?

a) Simuliere den n =25-fachen Wurf einer gezinkten Miinze mit p (Wappen) =0,7 und
bestimme anschlieend die relative Hiufigkeit # (Wappen).

b) Priife, ob man nach der Faustregel die ,,Fairness* der Miinze: p (Wappen) = 0,5 schon
nach 25 Miinzwiirfen bezweifeln kann.

¢) Wiederhole die Simulation mehrfach und schitze die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
man gemil Faustregel bei einer mit p =0,7 gezinkten Miinze nach 25 Wiirfen p =0,5
die ,,Fairness* der Miinze bezweifeln sollte.

d) Fiihrt die Untersuchung c) arbeitsteilig durch mit n =100 und n = 400.
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e) Sichert die Simulationsergebnisse rech- | .

nerisch mithilfe der Binomialverteilung - %Mtt: e
ab. o S ThY _l

f) Fasst die Erkenntnisse aus c¢) und d) in S s e A i
Worten zusammen. i EE EE1 AR 3

t 7 »schlechte* Hypothesen bezweifelt man umso
wahrscheinlicher

Abb. 12 vermittelt einen Eindruck, mit wel- =/ - jo grofer der Stichprobenumfang n ist
chen Losungen man bei den Aufgabenteilen | e
¢, d) und ) in einem Grundkurs rechnen 7% T T T T F TR Ty

kann. [ ezt }

W B

- 0o ‘V "= oo
Lulnm A "T«:w m:-::;
- — v ot el T | oy v o

Das Eichzeichen (Klasse 12) IR I ibad il b b
1 M 113 . [,n Mwy//j)k‘wb‘ acox

Das Eichzeichen ,,e* (Abb. 13) garantiert, dass w

die Gewichtsangabe 1,8 g (netto) im Mittel

eingehalten wird. Weil Produzenten nichts Abb. 12 Beispiele von Simulationen zu c)-f); Lésung

verschenken, liegt diec Annahme nahe, dass ©ines Schilers

die Tiitchen mit Wahrscheinlichkeit 50 %

iiber- und mit 50 % untergewichtig sind.

a) Bestimme mit dieser Annahme fiir den Stichprobenumfang
n=144 das Prognoseintervall fiir die relative Haufigkeit h(+) -
iibergewichtiger Tiitchen.

b) Nico: ,Ich hatte 56 % iibergewichtige Tiitchen. Das ist eine app. 13 Prazisionswaagen
signifikante Abweichung nach oben und ich darf bezweifeln, zeigen nie genau 1,800 g,
dass ein Tiitchen nur mit Wahrscheinlichkeit 50 % iiberge- Stets etwas weniger oder
wichtig ist." etwas mefr.

Uberpriife und kommentiere NICOs Aussage.

Signifikanz — Relevanz (Klasse 12)

Der Unterschied zwischen den beiden Wahrscheinlichkeiten p, =0,50 und p, =0,51 ist in

der Praxis irrelevant. Begriinde mithilfe des 1/+/n -Gesetzes,

a) wenn man hinreichend viele Versuche macht, ist es sehr wahrscheinlich (95 %), dass
man p, =0,50 bezweifeln muss, wenn tatsidchlich p, =0,51 gilt.

b) Berechne, wie viele Versuche man machen miisste.

¢) HANNAH: ,,Wenn ich sehr viele Versuche machen darf, dann kann ich jede Hypothese
mit hoher Wahrscheinlichkeit (95 % ) bezweifeln.* Begriinde HANNAHs Aussage.

3 Konfidenzintervalle

3.1 Worum geht es?

Man definiert das Konfidenzintervall I zu einer relativen Haufigkeit / als ,,Ansammlung
aller Wahrscheinlichkeiten p, die nach Beobachtung von /4 nicht bezweifelt zu werden brau-
chen. Das Konfidenzintervall enthdilt also alle diejenigen Wahrscheinlichkeiten p, in deren
Prognoseintervall die beobachtete relative Hiufigkeit h liegt. Da man Wahrscheinlich-
keiten, die man nicht bezweifeln muss, ein gewisses Vertrauen entgegenbringt (Lat.: confi-
dere = vertrauen), erklirt sich der Name Konfidenzintervall von selbst.
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Am nebenstehenden Ellipsendiagramm erkennt man: Eine frag-
liche Wahrscheinlichkeit von p=0,7 muss bei Beobachtung

. h:ﬁ:0,84 bezweifelt werden, denn h=0,84 liegt au-

Berhalb des markierten Prognoseintervalls zu p=0,7. Daher
gehort p =0,7 nicht in das Konfidenzintervall zu i =0,84.

p=0.7 bei h=0.84 7

| bezweifeln -~ {ra¥
e 7y der relativen Hiufigkeit
08 n=100 ///

’// 100
04 s
.
/

02 A f— umwieﬁnwnqeﬂh'm:

/" neiedn )
] /Vn: o4 oo = o8 wag 100

Abb. 14 Prognoseellipse

o p=1%- 0,76 nicht bezweifelt werden, denn 7 =0,76 liegt
im (markierten) Prognoseintervall zu p=0,7. Daher gehort
p =0,7 in das Konfidenzintervall zu s =0,76.

Man sieht in Abb. 15 durch Verschieben von

- i | [ fEEEE-IEy p auf der Rechtsachse auch, dass etwas
fO) =xv 2o 7 c10 |4 v/[=89-Car2/sa) . . .. .
i T+ [ s em o Kkleinere und etliche groere Wahrschein-
o8 {n A 4 . . . . .
' v HH B 5 lichkeiten als p =0,7 im Konfidenzinter-
/] (73 | Konfider .
e & COR vallzu h = 0,76 liegen.
5% T — Die Frage, welche Wahrscheinlich-
o T keiten genau ins Konfidenzintervall zu
Y // - TR h=0,76 gehoren, wird grafisch beant-
A is. .
/[, T T wortet durch die Stellen [: 0,66;z0,83]
ML ARERGORLELEEmCS o auf der Rechts-(p-)Achse, in denen die

Abb. 15 Entdeckungen mit der GeoGebra-Datei prognose-

Horizontale zu 7 =0,76 die ,,Rdnder der

Ellipse* schneidet.
Rechnerisch bestimmt man sie durch
(numerisches) Losen der Gleichungen:

konfidenzintervalle-werkzeug.ggb

1_
ﬁ“ﬂz&%,ﬂmh:p+zléflizunzOﬁ&6UM@Gmm@bmh *)
n
’ 1 —
f (p) =0,76 ,also h=p-— 2Lp) zu p, =0,8344 (rechte Grenze). (%)

Jn

Man kann die Gleichungen auch umformen und erhilt nach Losung einer (Idnglichen) qua-
dratischen Gleichung fiir das Konfidenzintervall

[ [T r(i-h [T n(i-h
h+g—2 L2+u h+£+2 %+u
1= n n n ; n n n exakt” (WILSON-Intervall).  (¥*%)
4 4
—+1 —+1
L n n
Fiir groBBes n ergibt sich hieraus die von Taschenrechnern angebotene Néaherung
A e e (I 0 N [h_; h+L} ey
N N B NN

,.Uberschlag*

wobei sich das rechts stehende Intervall als Faustformel fiir Uberschlige anbietet.

,Nédherung® (WALD-Intervall)
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Im Unterricht wird man, nachdem die Zusammenhinge verstanden und gesichert sind,

Routinerechnungen an ein Tabellenkalkulationsblatt wie in Abb. 14 delegieren. Dort stehen

die ,,exakten‘® (WILSON-), gerundeten (WALD-) und iiberschlagenen Konfidenzintervalle

im Bereich BS5 : D6. (Ergénzend findet man die ,,exakten” und tiberschlagenen Prognose-

intervalle im Bereich B10 : C11.)

Der Unterricht ist dann erfolgreich, wenn folgende Aussagen zum Kopfwissen werden:

e Prognoseintervalle enthalten relative Haufigkeiten. Sie sind symmetrisch zur Wahr-
scheinlichkeit p.

e Im Prognoseintervall zu einer bekannten Wahrscheinlichkeit p liegt die relative Haufig-
keit 4 mit der Wahrscheinlichkeit y =95 % . Man nennt y =95 % Sicherheitswahr-
scheinlichkeit.

e Konfidenzintervalle enthalten Wahrscheinlichkeiten. WILSON-Konfidenzintervalle sind
nur fiir #=0,5 symmetrisch zur relativen Haufigkeit 4. Die WALD-Konfidenzintervalle
sind stets symmetrisch zu 4.

e Das (zufallsabhiingige) Konfidenzintervall zu einer beobachteten relativen Haufigkeit &
iiberdeckt die unbekannte (feste) Wahrscheinlichkeit p mit der Wahrscheinlichkeit
¥=95 %. Man nennt y =95 % das Konfidenzniveau (oder Vertrauenswahrscheinlich-
keit).

e Prognoseintervalle halbieren sich bei Vervierfachung des Versuchsumfanges. WILSON-
Konfidenzintervalle halbieren sich bei Vervierfachung des Versuchsumfanges anni-
hernd, WALD-Konfidenzintervalle genau.

3.2 Wie unterrichtet man Konfidenzintervalle?

Wir beantworten diese Frage wieder durch das Angebot kommentierter Aufgabenstellungen:
3.2.1 zeigt, wie man den flachen Legostein (als Prototyp einer unbekannt, aber ,,normiert (!)
gezinkten Miinze*) auch zur Einfiihrung des Begriffs ,,Konfidenzintervall* nutzt. Beim Expe-
rimentieren, Konstruieren und Auswerten erleben Schiilerinnen und Schiiler die Zufallsab-
hingigkeit von Konfidenzintervallen, die sich beim Aufgabenlosen ansonsten schnell hinter
Rechnungen versteckt. Das ist fiir die Begriffsentwicklung und sachgerechte Interpretation
von unschitzbarem Wert. 3.2.2 ladt ein zur Entdeckung von Konfidenzintervallen iiber eine
digitale Lernumgebung. 3.2.3 unterstiitzt die sachgerechte Interpretation der Information, die
Konfidenzintervalle bieten, mithilfe einer Simulation. Empfehlenswerte Aufgaben runden
die Darstellung ab. Weitere Experimente und Beispiele findet man in [RIEMER 2019].

3.2.1 Intuitive Begriffsbildung

Spekulieren ot Kanfdenzintarval

Durch die Aufforderung ,Notiere ein Intervall, in dem du ™ ™ =5 G 20y
(vor jeglichem Experiment) beim flachen Legostein p (FuB- | o= o 2
lage) vermutest” wird der Begriff des Konfidenzintervalls — %% 0% : :

als Intervall von Wahrscheinlichkeiten — intuitiv gebildetund o oo 5

vom bereits gesicherten Begriff des Prognoseintervalls als s os i
Intervall relativer Hiufigkeiten abgegrenzt. Unterschiedli- ,. 16 Intervallschéitzungen von

che Einschétzungen (Abb. 16) sorgen auch hier fiir Spannung.  p (FuBlage) beim flachen Legostein

8, Exakt“ ist nur im Sinne der exakten Losung der Gleichungen (*) und (**) zu verstehen, die aber selbst

nur auf den Sigmaregeln, also nur auf Ndherungsbeziehungen, beruhen.
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Die Intervalle bezeichnen wir unter bewusster Verwendung einer schiilernahen Arbeits-
sprachebene als ,,Bauch-Konfidenzintervalle®, weil sie nur durch eine Intuition, ein vages
,Bauchgefiihl®, begriindet sind.

Experimentieren

e Jede(r) ,,wiirfelt” mit seinem flachen Lego 100-mal und priift anschliefend mit Prognose-
intervallen, ob die Versuchsergebnisse Anlass liefern, p(F) =0,1, p(F) =0,2,
...p(F)=0,8, p(F)=0,9 zu bezweifeln.

e Bei ANTONIA (2 =35/100 ) miissen nur 0,3 und 0,4 nicht, bei MIRIAM (/4 =47/100 ) nur
0,4 und 0,5 nicht bezweifelt werden (s. Abb. 17 und Abb. 18).

e Nach dieser Aufgabenstellung beginnen die Schiilerinnen
und Schiiler von selbst, also ohne dass sie dazu aufgefordert

; werden miissten, das jeweilige Intervall der nicht zu bezwei-

M tjornan il felnden Wahrscheinlichkeiten durch numerisches Probieren

Abb. 17 Zwei Wurfergebnisse einzugrenzen (wie bei der Intervallschachtelung zu /2).

Was dabei herauskommt, ist dann das nicht mehr vom Bauch-

gefiihl, sondern ,,nur noch* vom Versuchsergebnis abhéngi-

ge (!) ,,objektive Konfidenzintervall®“. ANTONIA erhilt durch

Probieren [0,262;0,449] und MIRIAM [0,373;0,569]. Unter-

schiedliche Erfahrungen fiihren halt zu unterschiedlichen

Erwartungen und unterschiedlichen Konfidenzintervallen.

Abb. 18 Berechnen und inter- e Das hiindische Probierenist ein Schliissel zum selbststindigen

pretieren Entdecken der Gleichungen (*) und (**), also zur Bestim-
mung der ,,objektiven* Konfidenzintervalle. Gestiitzt durch
die ,,emotionale Eingebundenheit*und den Vergleich der,,0b-
jektiven® mit den Bauch-Konfidenzintervallen erschlief3t sich
die Bedeutung der ,,neuen* Intervalle gleichsam nebenbei.

e Dabei erweist sich das arbeitsteilige Berechnen und Ein-
zeichnen der Prognoseintervalle in ein gemeinsames Plakat
(Abb. 19) gerade wegen seiner hindischen Unzuldnglichkeit
als hilfreich fiir sinnstiftende Diskussionen. Personale Ver-
kniipfungen wie ,,.Das Konfidenzintervall zu WOLFGANGs
relativer Haufigkeit 60/100 reicht von BARBARA bis Evy*

Abb. 19 Handisch erstellte bleiben hingen und signalisieren: Mathe hat mit mir zu tun.

Kontidenzellipse Ein solches Plakat schligt die Briicke zu dem Rechenwerk-

zeug aus Abb. 14, das dafiir sorgt, dass das Nachdenken nicht
im Rechnen erstickt.

Auprae

o
o
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o
o
Y
[
n
o
S
o
S
o
o
o
7

0.502|0.698 | 5

]

bis

0.000/0.000 |
0.720|0.880 |,
0.840|0.960 |
1.000(1.000|,.

0.608|0.792 |

=(0.302|0.498 | ;

0.040|0.160 |
0.120(0.280 |
>|0.208/0.392|F

*|0.400|0.600
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100

>

3.2.2 Konfidenzintervalle freirubbeln

Die Datei konfidenzintervall-freirubbeln.ggh® (Abb.19) dient der Begriffsentwicklung und
zum Entdecken des Sinns von Konfidenzintervallen. Dies geschieht nach dem Blackbox-
Whitebox-Prinzip der CAS-Didaktik, bei der ein vorgefertigtes Produkt (Blackbox) han-

®  Dies ist die digitale Variante des in Niedersachsen populiren ,,VEHLINGschen Zollstocks®, eines Partner-
spiels, bei dem die Wahrscheinlichkeit durch eine auf einem Zahlenstrahl ,,verschiebbare* Person darge-
stellt wird, die einen — das Prognoseintervall veranschaulichenden — Zollstock trégt. Eine zweite Person
steht dabei fest auf der relativen Haufigkeit.
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delnd mit Sinn gefiillt (zur Whitebox) wird: Eine beobachte-
te relative Haufigkeit wird (als Punkt im Intervall [0;1])
markiert. Eine Wahrscheinlichkeit p ist (samt zugehorigem
Prognoseintervall) auf der Rechtsachse ,,probeweise® ver-
schiebbar. Die probierte Wahrscheinlichkeit wird genau
dann durch einen eingeblendeten ,,Zwillingspunkt* dupli-
ziert, wenn die ,beobachtete” relative Héaufigkeit 4 im
Prognoseintervall der Wahrscheinlichkeit p liegt, wenn also
das probierte p zum beobachteten 4 ,passt“. Durch Ver-
schieben der Wahrscheinlichkeit wird im Spurmodus das
Konfidenzintervall gleichsam ,.freigerubbelt”. Das verlang-
samende ,,Punkt-fiir-Punkt“-Freirubbeln regt die Begriffs-
bildung ,,Konfidenzintervall“ an und fiihrt letztendlich zu
einer begrifflich sauberen Definition. Die gewollte numeri-
sche Ungenauigkeit wird als Motivationsanker fiir die Ent-
wicklung einer Formel genutzt. Eine Aufgabenstellung sieht
mit Abb. 20 wie folgt aus:

Beobachtet wurde bei 100 Versuchen die relative Hiu-
figkeit h=0,4.

Prognoseintervall
rH

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Prognoseintervall
Wk rH

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
L]

Prognoseintervall

rH Wk
02 03 04 05 06
e

Prognoseintervall

rH Wk
02 03 04 05 06
———---

Abb. 20 Ki freirubbeln

a) HANNAH: ,,Das Prognoseintervall um p belegt: Ich darf bezweifeln, dass diese relative
Hiufigkeit von p = 0,3 stammt.* Uberpriife durch Nachrechnen.

b) Niko: ,,Wenn ich p auf 0,31 erhdhe, signalisiert der eingeblendete schwarze Zwillings-
punkt unterhalb, dass keine Zweifel mehr gerechtfertigt sind. Das gilt auch (gerade)
noch fiir p =0,5.“ Uberpriife NIKOs Aussage durch Nachrechnen und durch Kontrollen
auch fiir einige andere Wahrscheinlichkeiten, dass das Programm korrekt arbeitet.

¢) Durch Verschieben von p entsteht ein Intervall, das genau diejenigen Wahrscheinlichkei-
ten enthdilt, die man nach der Beobachtung von h nicht zu bezweifeln braucht.

d) Es heift Konfidenzintervall zu 4. Begriinden Sie: Die Grenzen des Konfidenzintervalls

sind die Losungen der Gleichungen 0,4 =p+ 27“';(;’7).

3.2.3 Dualitat - Simulation

HANNAH: ,Eigentlich schlieft man mit Konfidenzinterval-

len bei einer Datenerhebung vom Versuchsumfang » und der

relativen Hiufigkeit # auf die unbekannte Wahrscheinlich-

keit p.
In Abb. 21 habe ich den Gedanken umgekehrt und

e die Wahrscheinlichkeit p (auf 0,35) festgelegt,

e hiermit viele relative Héaufigkeiten 2 zu einem festen
Stichprobenumfang n erzeugt,

e fiir jedes h das zugehorige Konfidenzintervall berechnen
und zeichnen lassen,

e die Konfidenzintervalle eingefirbt, die p nicht iiber-
decken.*
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wahres p = 0,35

Konfidenzintervalle fiir p = 0,35

Abb. 21 konfidenzintervalle-
simultion.ggb

23



a)
b)

c)

d

3.

Schitze nach AugenmaB die Groe n des in Abb. 21 verwendeten Versuchsumfangs.

Untersucht mit dem Programm arbeitsteilig den Anteil der eingefédrbten (also p enthal-

tenden) Konfidenzintervalle fiir p=0,2 bzw. p=0,3 bzw. p=0,5 und n=25 bzw.

n=100 bzw. n=400. Formuliert eine Hypothese.

MAX: ,.Ist doch klar, was da herauskommen muss:

(1) Ich weiB: Die relative Hiufigkeit 4 liegt mit Wahrscheinlichkeit 95 % im Prognose-
intervall zu p (vgl. Doppelpfeil in Abb. 21),

(i) deswegen ist das Konfidenzintervall mit 95 % Wahrscheinlichkeit gefirbt,

(iii) das gilt fiir jedes » und fiir jedes p.*

Vergleiche die Aussagen von MAX mit deinen Simulationsergebnissen.

Begriinde (ii) und (iii), dass MAX recht hat. Nutze dazu die Definition (die ,,Dualitits-

aussage): ,,p liegt genau dann im Konfidenzintervall von A, wenn k& im Prognose-

intervall von p liegt.*

2.4 Dualitat - Realexperiment

Abb. 22 zeigt eindrucksvoll, wie man die Dualitit zwischen Prognose- und Konfidenzinter-
vallen auch in einem Realexperiment mit tatsdchlich ,,hédndisch gestochenen* Stichproben
er

leben kann: 25 Loffelstichproben aus einem Topf mit roten, gelben und griinen Perlen in
unbekannter Zusammensetzung wurden in den Spalten C—F
ausgezihlt. Die obere Grafik zeigt die 25 Konfidenzintervalle
fir den Anteil p der roten Perlen der 25 Versuchsteilnehmer.
Sie sind umso kiirzer, je mehr Perlen mit dem Loffel gestochen
wurden (Spalte F). Beim Zusammenfassen in Fiinfergruppen
(F8, F15, F22 ...) oder im Plenum (mit 1398 Perlen) verklei-
nern sie sich drastisch. 8 der 25 Konfidenzintervalle iiberdecken
p=0,4 nicht (Zellen J1 und G1) — und keines der Gruppen-

Abb. 22 Echte Stichproben konfidenzintervalle iiberdeckt p = 0,4. Der untere Teil der Grafik

zeigt — dual dazu — die Prognoseintervalle, die zur Hypothese
p=0,4 und den 25 unterschiedli-

= AlF K EEEESE — chen Stichprobengroflen gehoren.
M s o ma s Auch hier liegen genau 8 der 25

von bis |h zweifel kvon k-bis
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Abb. 23 Realexperiment: Dualitét beim Perlenstechen Schuppen von den Augen* fallen.

Jedem Lernenden und jeder Grup-

pe ,.gehort” sowohl ein Konfidenz- wie auch ein Prognoseintervall. Dadurch erzeugt dieses
Realexperiment neben Einsicht in Zusammenhinge ein personliches ,,Eingebundensein®,
wie sie keine noch so pfiffige Simulation bietet.
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3.2.5 Strategievergleich
Es soll gepriift werden, ob p=0,8 im Konfidenzintervall zur relativen Hiufigkeit
h=15/25=0,6 liegt (n=25).

1. Lose xi21/x-(l—x)/25 =0,6. 2. Berechne 0,8%2 10,8-(1—0,8)/25.

a) Erldutere, welche Gedanken hinter den Losungsansétzen (1) und (2) stecken und fiihre
die Priifung auf beiden Wegen durch.

b) Begriinde, welchen Losungsweg du wihlen wiirdest, wenn nur ein einfachster Taschen-
rechner zur Verfiigung steht.

4 Resilime

Wenn man im Sinne KOLMOGOROFFs Wahrscheinlichkeiten in all ihrem Facetten als Model-
le (,,Hypothesen) deutet, welche die Wirklichkeit besser oder schlechter beschreiben, nie
aber ganz genau, ergibt das Schwarz-Weif3-Denken des Annehmens und
Verwerfens beim Signifikanztest wenig Sinn. Es kann immer nur um
besser oder schlechter gehen, um weniger oder mehr Zweifel. Und das
1/+/n -Gesetz gestattet einen behutsamen Riickschluss auf die Stirke
des Zweifels. Die Bedeutung, die dabei dem Versuchsumfang zu-
kommt, wird aber erst beim Blick auf die Lidnge des zugehorigen Kon-
fidenzintervalls sichtbar: Wenn bei sehr grofem Versuchsumfang eine
angenommene Wahrscheinlichkeit auBerhalb des dann sehr kleinen
Konfidenzintervalls liegt, ist das moglicherweise so, als wiirde man im
Baumarkt (Abb. 24) die Linge eines zugesdgten Brettes mit dem Mikro-
skop — also auf einer vollig unangemessenen Prézisionsskala — nach-
messen. In der Regel wird man das Brett an der Kasse nicht reklamieren
und man kann auch mit der angenommenen Wahrscheinlichkeit hervor-
ragend weiterarbeiten. Das statistische Werkzeug der Konfidenzintervalle kommt damit dem
gesunden Menschenverstand sehr viel weiter entgegen als der Hypothesentest. Moge die
Vernunft auch in den Kreisen der Lehrplankommissionen siegen.

Abb. 24
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REIMUND VEHLING

Ein kleiner Blick auf Konfidenzintervalle in
niedersachsischen Abituraufgaben

1 Einleitung

In Niedersachsen gehort das Testen von Hypothesen im Zentralabitur seit 2011 der Vergan-
genheit an. Stattdessen werden Aufgaben zu Konfidenzintervallen gestellt. Lehrkréfte und
Lernende haben diesen Umstieg iiberwiegend positiv aufgenommen. Entscheidend fiir die-
sen Erfolg waren die umfangreichen und friihzeitig durchgefiihrten Fortbildungen. Hierbei
ging es im Wesentlichen um inhaltliche Fragestellungen wie zentrale Einstiege, Rechner-
einsatz, Aufgaben zum Entdecken, Uben, Festigen und Vertiefen (vgl. RIEMER/VEHLING
[2020] in diesem Heft) sowie um die Planung konkreter Unterrichtseinheiten.

Im Folgenden geht es nicht darum, die gestellten Abituraufgaben einer kritischen Ana-
lyse zu unterziehen. Wir beschrinken uns auf einen kommentierenden Uberblick iiber die
bisher verwendeten Aufgabentypen.

Die Aufgaben werden nach einer gewissen Zeit den Lehrkréften zur Verfiigung gestellt,
aber nicht veroffentlicht. Deshalb werden in diesem Artikel auch keine Originalaufgaben
verwendet. Wegen der austauschbaren Kontexte muss das aber kein Nachteil sein. Natiirlich
sind die viel geschmihten ,.BlaBla‘“-Aufgaben kein Alleinstellungsmerkmal von Signifi-
kanztests, es gibt sie (nicht nur) im Abitur selbstverstindlich auch bei Konfidenzintervallen:
Tatsdchlich miissen bei Berechnungsaufgaben oft nur die Stellen gesucht werden, an denen
die Informationen zum Stichprobenumfang, zum Stichprobenergebnis sowie zur Sicher-
heitswahrscheinlichkeit stehen. Werden diese drei Werte dann in den Rechner eingegeben,
ist man fertig. Aufgaben dieses Formats sind — bei einer gewissen kritischen Distanz — als
Routineaufgaben zur Uberpriifung von Fertigkeiten durchaus sinnvoll, aber es darf nicht
dabei bleiben. Es muss auch Aufgaben geben, die das Verstindnis von Zusammenhingen
tiberpriifen. Wie im Folgenden dargelegt, geschah dies in Niedersachen bisher u.a. durch
folgende Aufgabentypen:

1. Berechnen eines Konfidenzintervalls

a) ohne Interpretation

b) mit Interpretation (Entscheidung treffen; Vermutung beurteilen)

2. zwei Stichprobenergebnisse zu einem Konfidenzintervall zusammenfiihren
Umkehraufgaben: linke oder rechte Grenze ermitteln
4. Zuordnungen mit Begriindungen vornehmen

a) mehrere Konfidenzellipsen

b) verschiedene, je n-mal dargestellte Konfidenzintervalle

c) verschiedene, je n-mal dargestellte Haufigkeitsverteilungen der linken oder rechten

Grenzen von Konfidenzintervallen
5. Unterschiede zwischen Prognose- und Konfidenzintervallen reflektieren und erldutern
6. Vernetzung von Binomialverteilungen mit Konfidenzintervallen
Aufgaben zur Ermittlung eines erforderlichen Stichprobenumfangs wurden bisher nicht
gestellt.

et
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Da unterschiedliche Berechnungsmethoden und Darstellungen existieren (vgl. HENZE [2020]
in diesem Heft), werfen wir vorab einen Blick auf zentrale unterrichtsrelevante Aspekte.
Dabei beschrinken wir uns auf die Sicherheitswahrscheinlichkeit y =95%, also auf die
1,960-Intervalle. Und wir gehen ein auf den Unterschied zwischen dem zufilligen Intervall
als Bereichsschitzverfahren und deren Realisationen, also konkreten zufallsabhingigen
Intervallen. Tatsédchlich wird in allen Schulbiichern und auch in den Aufgaben zum Zentral-
abitur eine Realisation mit dem Begriff Konfidenzintervall gleichgesetzt. In meinem Unter-
richt wird der Unterschied thematisiert.

2 Ein Blick in meinen Unterricht

Die Berechnung eines Konfidenzintervalls ist einfach, viel schwieriger ist es in der Schule,
einen Lernweg so zu gestalten, dass ein Verstdndnis vom Prinzip des Schitzens aufgebaut
wird. Leider ist die Interpretation des per Knopfdruck erstellten Ergebnisses alles andere als
einfach. Die Lehrperson sollte den zentralen Unterschied zwischen einem Konfidenzinter-
vall als Bereichs-Schitzverfahren und den konkreten Konfidenzintervallen (Realisierungen)
kennen (vgl. HENZE [2020] in diesem Heft). In Niedersachsen hat sich ein Zweischritt etab-
liert: Zuerst die Berechnung der Intervalle und dann mithilfe von Simulationen die Interpre-
tation der Sicherheitswahrscheinlichkeit. Wenn hier keine klare Trennung vorgenommen
wird, konnen Lernende nicht verstehen, warum die Aussage ,, p wird mit 95 %iger Wahr-
scheinlichkeit in dem berechneten Intervall liegen* falsch ist: Nur die Grenzen des zufilli-
gen Intervalls sind ZufallsgroBen, nicht p. Entweder ist der unbekannte Anteil p im Intervall
enthalten oder nicht. Von einer Wahrscheinlichkeit zu sprechen, mit der p im Intervall liegt,
ergibt somit keinen Sinn.

In der Schule wird die Zufilligkeit des konkreten Konfidenzintervalls durch Simulatio-
nen erlebbar: Zu einem (in der Realitidt unbekannten, in der Simulation aber festlegbaren) p
werden z.B. 100 Konfidenzintervalle durch eine Simulation erzeugt. Dann wird die Anzahl
der Intervalle gezihlt, die p iiberdecken. So fiihrt z. B. die Sprechweise ,,ca. 95 % aller so
konstruierten Intervalle iiberdecken p* zu einer sinnvollen Interpretation.

Eine weitere wichtige Reduktion stellt der Begriff des Prognoseintervalls dar. Eigentlich
handelt es sich um eine hochwahrscheinliche Menge: Hier ist die Approximation der Bino-
mialverteilung durch die Normalverteilung enthalten. Weiterhin bieten Prognoseintervalle
die Moglichkeit, handlungsorientiert und anschaulich die Berechnung eines Konfidenz-
intervalls einzufiihren, etwa so: Alle Werte fiir p, in deren 95 %-Prognoseintervall das Stich-
probenergebnis 4 liegt, bilden das 95 %-Konfidenzintervall. Es handelt sich hierbei um das
WILsON-Konfidenzintervall. Um die Grenzen zu erhalten, miissen die beiden Gleichungen

(1- (1=
h=p-196- /M und = p+1,96- /M )
n n

nach p aufgelost werden. Diese Berechnungsmethode wurde in den ersten Jahren im Zen-
tralabitur hdufig angewendet. Aufgaben im Umfeld der Konfidenzellipse wurden erst spéter
gestellt. Im Kerncurriculum wird diese grafische Veranschaulichung nicht erwihnt.

In allen neueren Schulbiichern finden sich an zentraler Stelle Darstellungen wie in Abb. 1
und Abb. 3. Die Veranschaulichungen sollten in keinem Unterricht fehlen. Abb. 1 kann hand-
lungsorientiert entwickelt werden und zeigt beeindruckend das zugrunde liegende Berech-
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N nungsverfahren eines Konfidenzintervalls auf. Mehr noch: Diese Dar-
’ stellung zeigt deutlich den Unterschied zwischen Prognoseintervallen
(vertikale Strecken) und einem Konfidenzintervall (horizontale Stre-
cke). Abb.3 fiihrt direkt auf die Interpretation der Sicherheitswahr-
scheinlichkeit. Abb.2 wird selten benutzt. Hierzu gehort der Ansatz
T |h—p|=1.96-/p(1-p)/n. Mithilfe der Grafik kann gut erkannt wer-
Abb. 1 Konfidenzellipse den, wieso das zugehorige Konfidenzintervall (WILSON) nur fiir

mit dem Konfidenzinter- /1 =0,5 symmetrisch zu # ist.
vall

Mit der Substitution a:= # erhdlt man als Losung der beiden
I+
f(p).9(p) \ /g n
e Gleichungen (1) die beiden Grenzen p, und p, :
0,05 f

0 0 02 04 06 08 1,0 pu.g :(]_a).%+a.h$a.]’96.\/4i.l_7a+w. (2)

Abb. 2 Ellipse, Betrags- noa n
funktion und Konfidenz-  Tnteressant: Der Mittelwert des WILSON-Konfidenzintervalls ist das
intervall gewichtete Mittel aus dem Stichprobenergebnis / und 0,5. Diese Dar-
stellung zeigt {ibrigens auch sofort, dass nur fiir 2 =0,5 eine Symme-
trie zu h vorliegt.

Schon fiir n =400 ist a =0,990... = 1. Damit erhilt man ein zwei-
tes approximatives Intervall, das sogenannte WALD-Konfidenz-
---------- intervall:

0.4“-;.-5""0:9 07 08 |:h_1,96\/mi h+1’96 h(l_h)/n :| (3)

Abb.3Simulationenvon In vielen Rechnern wird die Berechnung des WALD-Konfidenz-
Konfidenzintervallen intervalls auf Knopfdruck zur Verfiigung gestellt (Bsp.: 1-PropZlnt).

Die Berechnung eines Konfidenzintervalls kann im Zentralabitur auch
mit dieser Niherung durchgefiihrt werden, auch wenn die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
fiir p-Werte nahe O oder 1 deutlich kleiner als die Vorgabe ist. Nach der Einfiihrung eines
Konfidenzintervalls nach WILSON sollte m. E. Formel (3) trotz der Probleme am Rand auch
eingesetzt werden. Auf die Verwechslungsgefahr mit einem Prognoseintervall muss ein-
gegangen werden. Beide Intervalle haben die gleiche Struktur.

3 Die Abituraufgabentypen

Wie angekiindigt werfen wir nur einen kommentierenden Blick auf die bisher in Nieder-
sachsen verwendeten Aufgabenformate:

3.1 Typ 1: Berechnen eines Konfidenzintervalls

3.1.1 ... ohne Interpretation

Aufgabe 1: Im Rahmen einer Studie gaben 242 von 550 Jugendlichen eines Bundeslandes
an, dass sie nicht friihstiicken, bevor sie in die Schule gehen.

Bestimmen Sie auf Basis dieser Studie ein Konfidenzintervall zu einer Sicherheitswahr-

scheinlichkeit von 95 %.
242

Losung: Es gilt i = 50" 0,44.
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Um die Grenzen des 95%-WILSON-Konfidenzintervalls zu bestimmen, miissen die Glei-
chungen 0,44 =p+1,96- % und 0,44=p—-1,96- % gelost werden.

Die Losungen werden mithilfe des Rechners durch Schnittpunktbestimmung ermittelt. Es
ergibt sich das 95%-WILSON-Konfidenzintervall [0,3990...;0,4817...]. Das 95%-WALD-
Konfidenzintervall [0,3985...;0,4814...] unterscheidet sich hiervon nur unwesentlich.
Bemerkungen: Die Wahl des unbestimmten Artikels in der Abituraufgabe ist sinnvoll, da
es mehrere Berechnungsmoglichkeiten fiir Konfidenzintervalle gibt.

Im Erwartungshorizont wurden bis 2019 keine gerundeten Werte angegeben, sondern
eine Darstellung mit Punkten (s. Losung) gewihlt.

3.1.2 ... mit Interpretation

Aufgabe 2: Kandidat A behauptet vor einer Biirgermeisterwahl, mindestens 50 % der Stim-
men zu erhalten. Er ldsst eine Umfrage unter 750 Wahlberechtigten durchfiihren. Hierbei
geben 345 Personen an, den Kandidaten A wéhlen zu wollen.

Entscheiden Sie mithilfe eines Konfidenzintervalls, ob man bei einer Sicherheitswahr-

scheinlichkeit von y=95% davon ausgehen kann, dass Kandidat A mindestens 50% der
Stimmen erhiilt.
Losung: Mit dem Stichprobenumfang n =750 und der relativen Hédufigkeit i = 0,46 erhalt
man das 95%-WILSON-Konfidenzintervall [0,4246...;0,4957...]. Da die rechte Intervallgren-
ze kleiner als 0,5 ist, liberdeckt dieses (konkrete) Konfidenzintervall nicht 0,5. Die Behaup-
tung des Kandidaten, mindestens 50 % der Stimmen zu erhalten, ist mit dem Ergebnis dieser
Umfrage nicht vertréglich.

Fiir die rechte Intervallgrenze des 95%-WALD-Konfidenzintervalls ergibt sich der Wert
0,4956..., der auch kleiner als 0,5 ist.

3.2 Typ 2: Zwei Stichprobenergebnisse zu einem Konfidenzintervall
zusammenfihren
Aufgabe 3: Bei einer Umfrage wurden 1000 Personen befragt, welches Betriebssystem (A
oder B) sie benutzen. Von diesen gaben 354 das Betriebssystem A und 264 das System B
an, 382 gaben ein anderes Betriebssystem an.
Bestimmen Sie jeweils ein Konfidenzintervall (y = 95 %) fiir den Anteil der Personen,
die Betriebssystem A benutzen, Betriebssystem B benutzen, entweder A oder B benutzen.
Vergleichen Sie das zuletzt bestimmte Konfidenzintervall mit dem Intervall, das sich
durch Addition der jeweiligen Intervallgrenzen aus den beiden zuvor bestimmten einzelnen
Konfidenzintervallen ergibt.
Lésung: Beispielhaft werden hier WALD-Konfidenzintervalle benutzt. Fiir A ergibt sich damit
das Konfidenzintervall [0,3243...;0,3836...], fiir B ergibt sich [0,2366...;0,2913...]. Durch

Addition der jeweiligen Intervallgrenzen resultiert das Intervall [0,5610...;0,6749...]. Beide
zusammen: 618 von 1000 Befragten (A oder B) liefert [0,5878...;0,6481...]. Offensichtlich
ergibt sich dieses nicht aus der Addition der Intervallgrenzen der Einzelintervalle.
Bemerkung: Es wurde nach keiner Begriindung gefragt. Das ist auch fiir eine Abituraufga-
be sehr sinnvoll. Im Unterricht kann man hieraus einen Forschungsauftrag machen: Fiihrt
die Addition der Intervallgrenzen immer zu einem ,,zu grofen* Konfidenzintervall? Das hat
nichts mehr mit Stochastik zu tun, sondern ,,nur noch* mit Algebra.
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3.3 Typ 3: Umkehraufgabe: Grenze gesucht
Aufgabe 4: Eine Umfrage unter 1000 Wahlberechtigten liefert fiir Partei A das 95 %-Konfi-
denzintervall [0,4026;17]. Hierbei ist der Wert fiir die linke Intervallgrenze auf vier Nach-
kommastellen gerundet.

Bestimmen Sie den Wert von b.
Losung (Endergebnis auf 4 Nachkommastellen gerundet):

Mithilfe des 95%-WALD-Konfidenzintervalls liefert 0,4026=h~1,96- /hi(;(;(’;) die Losung

h' =0,4333... Der Wert fiir b ergibt sich zu b=h" +1,96- /" l(;;g ) _0,4640.

Ermittlung des Wertes fiir » mit WILSON-Konfidenzintervallen:
Fiir den Stichprobenanteil & gilt: 4" =0,4026+1,96- 04026(1-0.4026)

1000
Mit k" =b-1,96- "0 folgt b=0,4639.
1000

Bemerkungen: Dieser Aufgabentyp wurde schon oft von mir im Unterricht eingesetzt. Vor
der Einfithrung von WALD-Konfidenzintervallen fiel den Lernenden dieses Problem schwer.
Das Zeigen der Abbildung einer Konfidenzellipse fiihrte dann aber schnell zu einer Lo-
sungsidee. Das Vorgehen zeigt zwei wichtige Punkte auf: Mit dieser Umkehraufgabe kann
zum einen diagnostiziert werden, ob ein bekanntes Verfahren in einer neuen Situation an-
gewendet werden kann. Zum anderen zeigt dieses Problem, wie hilfreich ein Darstellungs-
wechsel zur Problemlosung sein kann. Eine Reflexion des Vorgehens ist (nicht nur) an
dieser Stelle sinnvoll.

In einer Abituraufgabe nach Vorgabe der linken Grenze, der Stichprobenanzahl n sowie
dem Stichprobenergebnis k wurde nach der rechten Intervallgrenze gefragt. Zur Losung
muss zuerst der Faktor z zur Sicherheitswahrscheinlichkeit ermittelt werden. Fiir die beiden
Niherungsintervalle ergeben sich aber unterschiedliche Sicherheitswahrscheinlichkeiten. Es
sollte deshalb in der Aufgabenstellung die zu benutzende Methode vorgegeben werden.

=0,43299...

3.4 Typ 4: Zuordnungen mit Begriindungen vornehmen
Aufgabe 5: Mit den beiden folgenden Abbildungen konnen Konfidenzintervalle zur Sicher-
heitswahrscheinlichkeit y = 0,95 fiir n = 75 bzw. fiir n = 150 grafisch ermittelt werden.
Entscheiden Sie, welche der Darstellungen zu n=75 bzw. zu n=150 gehort.

Losung: In den Abbildungen werden fiir verschiedene Werte von p die zugehdrigen 95%-
Prognoseintervalle dargestellt. Hiermit konnen Konfidenzintervalle grafisch ermittelt wer-
den, da alle Werte fiir p, in deren 95%-Prognoseintervall das Stichprobenergebnis & liegt,
das 95%-Konfidenzintervall bilden.

Diese Intervalle haben jeweils die Linge

o} o 1A 2:1,96-/p(1-p)/n. Die Linge ist also
081 ¢ 05 proportional zu 1/+/n. Die Intervalle zu
e e n=75 sind damit um den Faktor 2 groBer
o2 0n als die entsprechenden Intervalle zu n=150.
4 W > Somit gehdrt Abbildung A zu n=150 und
0 02 04 06 08 10 Abblldung B 7u n =75'

04 04

y T T T T T
0 0204 06 08 10
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Aufgabe 6: Es werden 200 Stichproben mit # =100 simuliert. Fiir diese werden jeweils die
zugehorigen Konfidenzintervalle fiir die beiden Sicherheitswahrscheinlichkeiten 70 % und
99 % berechnet.

Die nebenstehenden Abbildungen zeigen als Punktdiagramm je-
weils die rechten Intervallgrenzen der zugehdrigen Konfidenzintervalle.

Entscheiden Sie, welche der beiden Abbildungen zur Sicherheits- IIEI

wahrscheinlichkeit 70 % und welche zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 6= o6 07
99 % gehort.

Losung: Je kleiner die Sicherheitswahrscheinlichkeit ist, desto kleiner

sind die zugehorigen Konfidenzintervalle. Deshalb gehort die obere Ilhl

Haufigkeitsverteilung der rechten Intervallgrenzen zu y =70%, da sie /¥ SS-,
weiter links in Richtung des unbekannten Parameters p liegt.

Aufgabe 7: Es werden 25 Stichproben mit n=100 simuliert. Fiir diese werden jeweils die
zugehorigen Konfidenzintervalle fiir die beiden Sicherheitswahrscheinlichkeiten 70 % und
99 % berechnet.

Die nebenstehenden Abbildungen zeigen jeweils 25 berechnete
Konfidenzintervalle als Strecken iibereinander.

Entscheiden Sie, welche der beiden Abbildungen zur Sicherheits-
wahrscheinlichkeit 70 % und welche zur Sicherheitswahrscheinlichkeit
99 % gehort.

Losung: Je kleiner die Sicherheitswahrscheinlichkeit ist, desto kleiner
sind die zugehorigen Konfidenzintervalle. Deshalb gehort die obere
Abbildung zu y =70 %, da 0,7 <0,99 gilt.

3.5 Typ 5: Unterschiede zwischen einem Prognose- und einem Konfidenzintervall
erlautern
Aufgabe 8: Erldutern Sie die unterschiedlichen Bedeutungen eines 95%-Prognoseintervalls
und eines Konfidenzintervalls zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 %.
Losung: Bei der Bestimmung eines Prognoseintervalls ist die Wahrscheinlichkeit p be-
kannt. Die relative Haufigkeit ist vom Zufall abhédngig und liegt mit einer Wahrscheinlich-
keit von etwa 95 % in dem Prognoseintervall. Wahrscheinlichkeiten werden als Prognose fiir
relative Haufigkeiten interpretiert. Man schliefit von der Grundgesamtheit auf die Stichpro-
be, von der Wahrscheinlichkeit auf die relative Hdufigkeit, vom Modell auf die Realitdt.
Ein Konfidenzintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95 % dagegen wird mithilfe der
relativen Hiufigkeit einer Stichprobe bestimmt. Hierbei ist p fest, aber unbekannt. Die
Grenzen des Konfidenzintervalls hingen vom Zufall ab, genauer: Die Grenzen sind Realisa-
tionen des zugehorigen Schitzverfahrens. Das (konkrete) Konfidenzintervall enthilt alle
Wahrscheinlichkeiten, in deren 95%-Prognoseintervall das Stichprobenergebnis liegt. Man
schliefst von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit, von der relativen Hdufigkeit auf die
Wahrscheinlichkeit, von der Realitit auf das Modell.

3.6 Typ 6: Vernetzung von Binomialverteilung und Konfidenzintervall

Aufgabe 9: Es werden 25 Stichproben vom Umfang n = 20 mit einer vorgegebenen (eigent-
lich unbekannten) Wahrscheinlichkeit p simuliert. Fiir jede Stichprobe soll ein Konfidenz-
intervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit y =90% fiir die (unbekannte) Wahrscheinlich-
keit p berechnet werden.
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Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle 25 Konfidenzintervalle die (unbe-
kannte) Wahrscheinlichkeit p iiberdecken.

Losung: Die Zufallsgroe X, die die Anzahl der Konfidenzintervalle angibt, die p iiber-
decken, kann als binomialverteilte ZufallsgroBe modelliert werden mit n =25 und p = 0,90.
Daraus folgt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit: P(X =25)=0,9" =0,07.

4 Beispiel einer miindlichen Priufung zum Thema Konfidenzintervalle

h Das Schitzen kann natiirlich auch in einer miindlichen Abiturpriifung
zur Sprache kommen. Das folgende Problem habe ich in einer miind-
o5 lichen Abiturpriifung benutzt:
1. Jemand wirft 100-mal eine Miinze und erhilt 42-mal Kopf.
0 Y AuBern Sie sich zu der Behauptung: Die Miinze muss gezinkt sein.
o 0o 2. Es wird auf einer Folie eine Grafik (s.links) prisentiert (n = 100;
a=0,95). Daran soll aufgezeigt werden, wie man damit fiir die Problemstellung in (1)
zu einem Konfidenzintervall gelangt.
3. Mogliche Vertiefungen:
Welche Auswirkungen ergeben sich, wenn die Stichprobenanzahl n verkleinert/vergro-
Bert wird (y verkleinert/vergrofiert wird)?
Eingehen auf das 1/+/n -Gesetz
Unterschiede zwischen einem Prognose- und einem Konfidenzintervall

5 Fazit

Wie sich in Niedersachsen gezeigt hat, lassen sich bei Abiturpriifungen zu Konfidenzinter-
vallen vielfiltige Problemstellungen auch jenseits der ,.BlaBla-Aufgaben* finden. Ich wiirde
es begriien, wenn die beiden Methoden (WILSON, WALD) verbindlich vorgegeben werden.
WaLD-Konfidenzintervalle konnen (wie in Osterreich) als symmetrische Konfidenzinterval-
le bezeichnet werden. Dann konnten die Aufgaben noch klarer gestellt werden. Weiterhin
ergeben sich gerade bei der Betrachtung symmetrischer Konfidenzintervalle durch die ein-
fachere Struktur mehr Moglichkeiten, Verstindnisfragen zu stellen. Die Tatsache, dass
diese Intervalle schnell mit Prognoseintervallen verwechselt werden konnen, hat etwas
Gutes: Ein Eingehen auf die Unterschiede zwischen diesen beiden Intervallen wird im Un-
terricht zwingend erforderlich. WALD-Konfidenzintervalle fiihren ohne Rechnereinsatz
schnell zu einer ersten Abschétzung iiber die GroBe des Konfidenzintervalls.

Ein besonders wichtiger Aspekt sei noch ergidnzt: In der Realitit gibt es keine reprisen-
tativen ,,Zufalls“-Stichproben. Dieses Problem haben alle Meinungsforschungsinstitute.
Nach meinen Informationen werden WALD-Intervalle benutzt. Vor dem Faktor 1,96 wird
aber noch ein ,,Design-Faktor grofler als 1 eingebaut. Damit werden die Intervalle grofer,
um die Uberdeckungswahrscheinlichkeit moglichst einzuhalten. Darauf sollte im Unterricht
auch eingegangen werden. Die Berechnungen kann gerne ein Rechner {ibernehmen.
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NORBERT HENZE

Konfidenzbereiche flr das p der
Binomialverteilung — Grundlagen

1 Einleitung

Im Einfiihrungsartikel zu diesem Heft wurde betont, dass das Testen von Hypothesen iiber
eine unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit p wenig natiirlich und zudem mit einem ganzen
Wust an Begriffen belegt ist. Viel naheliegender ist es, p aufgrund von BERNOULLI-Versu-
chen schdtzen zu wollen. Da klar ist, dass auch gewonnene Schitzwerte zufallsbehaftet sind
und schwanken, ist es fast selbstverstindlich, Schéitzwerte mit Zu- und Abschldgen zu ver-
sehen, um damit ein Intervall zu erhalten, von dem man stark vermutet, dass es das unbe-
kannte p enthilt. Mit diesen ,,quasi auf der Hand liegenden“ Uberlegungen ist man schon
bei der konkreten Realisierung eines Konfidenzbereichs angelangt. Im Unterschied dazu ist
ein Konfidenzbereich ein Schdtzverfahren, bei dem der Zufall Intervalle produziert. Das
Verfahren garantiert, dass diese zufilligen Intervalle das unbekannte p mit einer vorgegebe-
nen gro3en Mindestwahrscheinlichkeit {iberdecken.

Da insbesondere Konfidenzbereiche in einer einfiihrenden Vorlesung in die Stochastik
an Universitdten hdufig nicht vorkommen, mochte ich mit diesem Aufsatz Lehrkriften an
Gymnasien alle notigen fachlichen Grundlagen fiir das Schitzen von p sowie die Aufstel-
lung von Konfidenzbereichen fiir p vermitteln. Ausfiihrliche Betrachtungen zur Umsetzung
in den Unterricht finden sich im Artikel [RIEMER, VEHLING 2020] in diesem Heft. Zu vielen
der im Folgenden aufgeworfenen spannenden Fragen habe ich Erkldrvideos erstellt, die
neben den im Literaturverzeichnis aufgefiihrten Quellen auch iiber den Youtube-Kanal
Stochastikclips verfiigbar sind.

2 Die Binomialverteilung: Grundlagen

Ein Versuch mit den beiden moglichen, mit 1 (Treffer oder Erfolg) und O (Misserfolg) be-
zeichneten Ausgingen wird n mal in unabhdingiger Folge wiederholt. Dabei besitze das
Ergebnis 1 bei jedem Versuch die konstante Trefferwahrscheinlichkeit p, wobei 0< p<1.
Ein natiirlicher Grundraum (Ergebnisraum) fiir diesen stochastischen Vorgang ist die 2"-ele-
mentige Menge

Q ={(a,.....a,):a;€ {0.1}fiir j=1.....n} (1)

aller n-Tupel aus Einsen und Nullen. Dabei steht a; fiir den Ausgang des j-ten Versuchs.
Die Formulierung ,,in unabhéngiger Folge* fiihrt zusammen mit der ersten Pfadregel und
der Kommutativitdt der Multiplikation dazu, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein n-Tupel
(ay,...,a,) aus Q nur von der mit k :=a, +...+a, bezeichneten Anzahl der Einsen im
Tupel abhingt: Es gilt

n—k

P({(al,...,an)})zpk(l—p) , k=0,...,n. 2)
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Das durch den Grundraum Q mit der (ausgehend von (2) iiber die zweite Pfadregel auf
beliebige Teilmengen von Q erweiterten) Wahrscheinlichkeitsverteilung P modellierte
Experiment wird als BERNOULLI-Kette der Linge n mit Parameter p bezeichnet. Formal
beschreibt in diesem Grundraum

A.:={(a],...,an)e§2:aj=1} 3

J

das Ereignis, dass im j-ten Versuch ein Treffer auftritt, j=1,...,n. Der Ansatz (2) bewirkt,
dass die Ereignisse A,,...,A, die gleiche Wahrscheinlichkeit p besitzen und stochastisch un-
abhingig sind. Greift man sich also irgendwelche (mindestens zwei) dieser Ereignisse he-
raus, so ist die Wahrscheinlichkeit des Durchschnittes der gewihlten Ereignisse gleich dem
Produkt der einzelnen Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse (die Unabhingigkeit und
gleiche Wahrscheinlichkeit dieser Ereignisse wird in [HENZE 2018b] fiir den Fall n =4 auf
Leistungskursniveau hergeleitet). Eine binomialverteilte Zufallsvariable (Zufallsgrofe)
entsteht, wenn man die Anzahl der eintretenden unter den Ereignissen A,,...,A , also die
Anzahl der Erfolge in der BERNOULLI-Kette der Linge n, zéhlt. Diese Zihlung geschieht
mithilfe der Indikatorsumme

S, =1, +...41,. 4)

Dabei ist ganz allgemein fiir ein Ereignis A als Teilmenge eines Grundraums Q 1, (a)) =1
bzw. 1 A(w) =0 gesetzt, je nachdem, ob we A oder we¢ A gilt. Die Realisierung dieser
sog. Indikatorfunktion 1, von A gibt also an, ob das Ereignis A eintritt oder nicht, wenn
man die Elemente des Grundraums Q als die moglichen Ergebnisse eines stochastischen
Vorgangs ansieht.

An dieser Stelle sei betont, dass die schwichere Eigenschaft der paarweisen Unabhdin-
gigkeit der Ereignisse A,,...,A, nicht notwendig eine BERNOULLI-Kette und damit eine
Binomialverteilung fiir S, ergibt (siehe z. B. [HENZE 2018b], Abschnitt 6).

Mit Q und A; wie in (1) und (3) gilt S,((a,....a,))=a, +...+a, . Die Zufallsvariable
S, summiert also die Komponenten des n-Tupels auf. Da hierbei die Nullen ignoriert wer-

den, zihlt S, die Einsen im Tupel und damit die Treffer. Da jedes Tupel mit k Einsen
nach (2) die gleiche Wahrscheinlichkeit p*(1— p)"_k besitzt und es genau [Z] n-Tupel mit
genau k Einsen gibt, folgt die oft Formel von BERNOULLI genannte Gleichung
(s, =k)=[sz"(1—p)”’k, k=0,1,..n.

Eine Zufallsvariable S, mit dieser Verteilung heilt binomialverteilt mit Parametern n
und p, und wir schreiben hierfiir S, ~Bin(n, p), s. zu diesem Abschnitt auch das Erklér-
video [HENZE 2019a].

Eine Bin(n,p)-verteilte Zufallsvariable S, besitzt den Erwartungswert E(S,)=np und
die Varianz V(S,)=np(1- p) und damit die Standardabweichung ,/np(1- p). Diese Eigen-

schaften ergeben sich entweder durch direkte Rechnung mithilfe der friiher zum Teil in
Schulbiichern (siehe z.B. [BARTH und HALLER 1985, S. 115] oder [GLASER et al. 1990,
S. 42]) behandelten allgemeinen binomischen Formel (oder — wie in den Abschnitten 3

und 7 von [HENZE 2018b] ausgefiihrt — eleganter aus der Darstellung (4) von S, als Indika-
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S,—np
np(l—p)
Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE (s. hierzu etwa das Erklarvideo [HENZE 2019b]),
wonach fiir beliebige reelle Zahlen a und b mit a <b die Limesbeziehung

torsumme. Fiir die standardisierte Zufallsvariable S, := gilt zudem der zentrale

1imP(as§”s1))=j¢(x)dx ©)

n—ee

besteht. Hier ist (/7()5):(272')7”2 exp(—x2 /2), xeR, die auch als GAuUgsche Glockenkurve

bezeichnete Dichte der Standardnormalverteilung. Setzt man in (5) speziell b=2 sowie
a =-b, so folgt (auf drei Nachkommastellen gerundet)

}ggp(np—z [np(1=p)<S, <np+2 /np(1—p))=0,954 . (6)

Das Intervall |:2\/np(1 -p).np+ 2\/np(1 - p):| liefert bei groBem 7 eine gute Prognose fiir die

Realisierungen einer Bin(n, p) -verteilten Zufallsvariablen S,. Zur Frage der (auch von p

abhingenden!) Konvergenzgeschwindigkeit in (5) und somit auch in (6) sieche [HENZE 2019g].

3 Punkt-Schéatzung von p

Alle bisherigen Betrachtungen unterstellten, dass die Trefferwahrscheinlichkeit p bekannt
ist. In diesem Abschnitt stellen wir uns die Frage, inwieweit wir eine unbekannte Erfolgs-
wahrscheinlichkeit ,,bestimmen konnen®, s. hierzu auch das Erklidrvideo [HENZE 2019c].
Als Gedankenexperiment diene eine verbogene Miinze mit den Seiten Zahl und Wappen,
die als Erfolg bzw. Misserfolg interpretiert werden. Die Trefferwahrscheinlichkeit p ist
jetzt unbekannt, wobei wir die Annahme 0< p <1 treffen. Um Wahrscheinlichkeiten auszu-
rechnen, miissen wir aber p spezifizieren, was durch Indizierung von P mit p geschehe.
Die Formel von BERNOULLI nimmt somit die Gestalt

P (S, =k) =(Zka(1 —p)" k=01, o)
an. Wenn also p die ,,wahre* Erfolgswahrscheinlichkeit ist, so ist die Wahrscheinlichkeit,
dass sich in einer BERNOULLI-Kette mit dieser Trefferwahrscheinlichkeit genau k Treffer
einstellen, durch die rechte Seite von (7) gegeben.

Hilt man eine verbogene Miinze in der Hand, so wiirde es ohne weitere Informationen
befremdlich wirken, irgendwelche Hypothesen iiber p aufzustellen. Man wiirde vielmehr
durch wiederholtes Werfen der Miinze unter gleichen, sich gegenseitig nicht beeinflussen-
den Bedingungen Daten sammeln. Nehmen wir an, nach n Wiirfen der Miinze haben sich
genau k Erfolge eingestellt, wobei 1<k <n—1 gelte. Da die rechte Seite von (7) fiir jedes
p mit 0< p<1 strikt positiv ist und jedes Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit positiv ist,
eintreten kann, folgt zunéchst eine banale, aber wichtige Erkenntnis: Wenn wir eine Ant-
wort auf die Frage, wie gro8 p sei, geben sollten, ist nur die Antwort ,,es gilt 0 < p <1 mit
Sicherheit richtig! Bei jeder genaueren Antwort, die den Bereich der moglichen Werte fiir p
einschrinkt, konnte uns ein Fehler unterlaufen. Haben wir etwa nach 100 Wiirfen der
Miinze 38 Erfolge beobachtet, so konnte sich dieses Resultat auch bei extremen Erfolg-
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wahrscheinlichkeiten wie z.B. p=0,05 oder p=0,98 eingestellt haben. Diese Einsicht
zeigt, dass wir bei einer Antwort auf die Frage, wie gro3 p ist, Fehler zulassen miissen.
Insbesondere sieht man, dass sich eine unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit grundsitzlich
nicht exakt bestimmen ldsst.

Es liegt nahe, bei gegebenen Daten, also k& Treffern in n Versuchen, die rechte Seite
von (7) als Funktion von p zu untersuchen und denjenigen Wert von p fiir den ,,plausi-

belsten zu halten, der dem beobachteten Ereignis {S, =k} die groBte Eintretens-

wahrscheinlichkeit verleiht. Diese grundlegende Herangehensweise zur Schitzung unbe-
kannter Parameter in stochastischen Modellen geht auf den britischen Statistiker Sir
RONALD AYLMER FISHER (1890—1962) zuriick. In diesem Zusammenhang schreibt man die

linke Seite von (7) anders und setzt L, (p):= (Z]p" (1-p)™,0<p<t.

Die bei gegebenem n und k auf dem Intervall [0,1] definierte Funktion L, von p heiBt
Likelihood-Funktion zur Beobachtung k. Dabei wird die Abhingigkeit von n in der
Schreibweise unterdriickt.

Es wirkt gekiinstelt, die Wahrscheinlichkeit IP’p(Sn =k) nur in der Form L,\,( p) zu

schreiben und mit dem Etikett Likelihood zu versehen. Diese Notation betont aber die Ab-
hingigkeit dieser Wahrscheinlichkeit bei gegebener Trefferanzahl & in n Versuchen von der
unbekannten Trefferwahrscheinlichkeit p. Dem oben beschriebenen Prinzip entsprechend,
denjenigen Wert von p fiir den glaubwiirdigsten zu halten, der die Likelihood-Funktion

maximiert, nennt man jeden Wert pe[0,1] mit Lk(f))=gna>§Lk(p) einen Maximum-
<p<
Likelihood-Schdtzwert (kurz: ML-Schitzwert) fiir p zur Beobachtung k. Abb.1 zeigt Gra-
phen von Likelihood-Funktionen fiir n=10 und k€ {2,6,7}.
Es ist kein Zufall, dass fiir jedes k€ {2,6,7}

die Funktion L, an der Stelle k/n ihren
Maximalwert annimmt. Wir behaupten ndm-
lich, dass fiir jedes k€ {0,1,...n} die relative

f T T 7 - , »  Trefferhdufigkeit p=k/n der eindeutig
0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 . " .. . .
bestimmte ML-Schitzwert fiir p ist. Hierzu

Abb. 1 Likelihood-Funktionen L,, L, und L, imFall betrachten wir zunichst die beiden Spezialfil-
n=10 le k=n (nur Treffer) und k=0 (nur Nieten).

Wegen L, (p) =p" bzw. L, (p) = (1 - p)”
ergeben sich in diesen Fillen unmittelbar die ML-Schitzwerte p=1(=n/n) bzw.
D =0(=0/n). Um fiir festes ke {l,...,n—l} die Funktion L, beziiglich p zu maximieren,

leiten wir L, nach p ab. Mithilfe der Produktregel ergibt sich fiir 0<p<l

%Lk(p):[ijk"(1—p)"_k_](k(l—p)—(n—k)p), sodass die Forderung dika(p):Oals

notwendige Bedingung fiir ein Maximum von L, auf die Gleichung k(1-p)-(n—k)p=0
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und damit auf den Wert p =k /n fiihrt. Da die Ableitung von L, fiir p < p positiv und fiir
p > p negativ ist, folgt in der Tat die Beziehung L, (p)=maxL,(p).

0<p<1
Dabei wird das Maximum von L, nur an der Stelle p angenommen.

Wohingegen die relative Trefferhdufigkeit k/n ein konkreter Schitzwert fiir das unbe-
kannte p aufgrund gewonnener Daten, ndmlich k& erzielten Treffern in n Versuchen,

darstellt, ist k eine Realisierung der Zufallsvariablen S, und damit k/n eine Realisierung
der zufdlligen relativen Trefferhdufigkeit T, = S’—l

04 Po,7(Tio = 1) 0.4} Po7(T20 =1) 04t Po7(Ts0 = t)

0,3 0,3 0,3

0,2
------ L r

Abb. 2 Verteilungen der zufalligen rel. Trefferhaufigkeit fir p=0,7 und verschiedene Werte von n

0,2 0,2
0,1 0,1

0 0,5 1 t

Wie die Verteilung von S, hingen auch die Verteilung von 7, und damit insbesondere

Erwartungswert und Varianz von 7, von p ab. Da T, genau dann den Wert k/n annimmt,
wenn sich das Ereignis {S, =k} einstellt, gilt P, (T”:E) = [Z]p" (1 —p)"fk, k=0,1,....n.
n

Zudem folgt aus (8) nach allgemeinen Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

B, (T,)=—

n

B,(S)=p, V (T):n—lz~V (S,,):”(IT_”) fir jedes p. ©)

p\"n P

Die erste Beziehung besagt, dass der Schditzer T, erwartungstreu fiir p ist: Unabhéngig von
der unbekannten Erfolgswahrscheinlichkeit p ist der Erwartungswert und damit der Schwer-
punkt der Verteilung des Schitzers 7, gleich p. Nach der zweiten Beziehung in (9) wird die
Varianz von 7, umso kleiner, je grofer n ist. Nach der allgemeinen TSCHEBYSCHOW-

Ungleichung
P(\Y—E(Y)\za)s&f) fiir jedes £>0 (10)
€

(fiir einen Beweis siehe z.B. [HENZE 2018b]) konzentriert sich also die Verteilung von 7,
bei wachsendem n immer stirker um das unbekannte p. Dieser Effekt ist in Abb. 2 anhand
des Falls p=0,7 und n=10, n=20 sowie n=50 dargestellt.

Man beachte noch einmal den konzeptionellen Unterschied zwischen den Begriffen
Schdtzer und Schdtzwert. Der Schitzer T, ist eine Zufallsgroe und damit eine Abbildung

auf dem Grundraum €. Aus diesem Grund wird T, oft auch als Schdtzfunktion bezeichnet.
Die Schdtzwerte sind die Realisierungen dieser ZufallsgroB3e.
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4 Vom Schatzer zum zufélligen Intervall

Stellen Sie sich vor, jemand hat eine relative Trefferhdufigkeit p=k/n beobachtet und
behauptet mit einem ,,Gewissheitsgrad von 19 zu 1, fiir das unbekannte p gelte

L 224 o 224
p Jn p=p Jn
Diese Person setzt hiermit z.B. bei 43 Treffern in 100 Versuchen grofles Vertrauen in die
Aussage ,, p liegt zwischen 0,206 und 0,654%. Wire dieselbe relative Trefferhdufigkeit von
0,43 in n=10.000 Versuchen erzielt worden, hitte sie sogar dasselbe groie Vertrauen in
die prizisere Aussage ,.es gilt 0,4076 < p <0,4524 “ gesetzt. Da aber jedes pe (0,1) iiber die
Verteilung Bin(n, p) jede mogliche Trefferanzahl k ,erzeugen kann®, ist hier ein Irrtum
nicht ausgeschlossen. Bevor wir kldren, wodurch dieses Vertrauen gerechtfertigt sein mag,
muss klar sein, dass es niemanden gibt, der obige Behauptung iiberpriifen und feststellen
konnte, ob sie wahr oder falsch ist!

Die Angabe eines ,,Gewissheitsgrades von 19 zu 1 mag zu der irrigen Annahme ver-

an

leiten, es gidbe eine Wahrscheinlichkeit von 0,95, dass p im Intervall [;3—2,24/ Jn,

ﬁ+2,24/\/ﬂ liegt. Wenn wir jedoch die GroBen betrachten, aus denen dieses Intervall
gebildet ist, so suchen wir vergeblich nach einer Zufallskomponente, denn p ist zwar unbe-
kannt, aber nicht zuféllig!

Der Schliissel zum Verstindnis von (11) liegt darin, p als Realisierung der zufélligen
relativen Trefferhdufigkeit 7, =S, /n aufzufassen und die Wahrscheinlichkeit

P (Tn——2’24sPsTn+2’24J (12)

! Jn n

zu studieren. Man beachte, dass die Zufallsvariablen T, —2,24/+/n und T, +2,24/</n die
Endpunkte des zufalligen Intervalls

2,24 2,24
I, =T, ——,T,+= 13
-2 2] w
bilden. Damit ist der Ausdruck in (12) die unter der Annahme, p sei die zugrunde liegende
Trefferwahrscheinlichkeit, berechnete Wahrscheinlichkeit, dass das zufillige Intervall 1,

dieses unbekannte p enthilt (,.iiberdeckt”), siehe hierzu auch das Erklirvideo [HENZE
2019d].
Setzen wir kurz ¢ :=2,24/~/n und beachten, dass T,-e<p<T,+¢& gleichbedeutend

mit ‘Tn— p‘SE ist, so liefern (9) und eine Anwendung der TSCHEBYSCHOW-Unglei-

chung (10) auf Y :=7, sowie die Abschitzung p(1-p)<1/4 die Ungleichungskette

2,24 2,24 2,24 np(1-p)
P|T -2Z<p<T + = 1-P||T -p[>== | 21-——2L
( N ﬁ] ( Y ﬁj 12,247
> P
4.2,247
= 0,9501...
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Fiir jeden Wert von p enthilt also das in (13) definierte zufdllige Intervall I, das unbe-
kannte p mit einer Mindestwahrscheinlichkeit von 0,95, und wir schreiben hierfiir
P, (1,3 p)=0,95.

Halt! Warum schreiben wir ,,1, 3 p “ und nicht — rein logisch vollig dquivalent —

» pe I, “? Der Grund ist rein didaktischer Natur: Der Zufall steckt in /, (und mitnichten in
p 1), und man sollte das Ereignis {I” > p} so lesen, dass das zufillige Intervall die unbe-

kannte Erfolgswahrscheinlichkeit ,,iiberdeckt®.

Das Problem bei der Interpretation einer konkreten Realisierung von I, also bei Vor-

n’

liegen des Intervalls [ p—2,24/n,p+2,24/Jn ], ist, dass wir nicht wissen, ob das Ereignis

{1,> p} eingetreten ist oder nicht. Wir haben nur groBes Vertrauen darin, das es eingetreten

ist, weil die Wahrscheinlich-

keit des Eintretens mindestens —

0,95 ist, und zwar unabhéingig gi

von der nicht bekannten Tref-

ferwahrscheinlichkeit. 2;1 'I‘l‘ I ‘I‘l‘ I‘I{‘I‘I‘I‘I’ {‘I‘ I ‘I‘I ‘I‘ ‘l‘l‘ I 1‘1 ‘I"I‘ I ‘I‘l ‘l

Wenn man also wiederholt | : ' : I .

unter gleichen, sich gegensei- 5 10 15 25

Ellg nicht b;ein]ﬂqssenden Be-  Abb. 3 Konkrete Konfidenzintervalle fiir p
ingungen Realisierungen von

I, also konkrete Konfidenz-
intervalle der Gestalt [ p—2,24/n,p+2,24/Jn ] erhilt, so werden auf die Dauer mindes-

tens 95 % dieser Intervalle das unbekannte p enthalten. Abb. 3 zeigt diese Fluktuation der
berechneten Intervalle. Zur Erzeugung wurde 30-mal eine BERNOULLI-Kette der Lénge
n =50 mit Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,35 mithilfe von Pseudozufallszahlen simuliert.

0

5 20

30

n’

5 Konfidenzbereiche: Definition und Konstruktionsprinzip

Im vorigen Abschnitt haben wir jeder Realisierung k€ {0,1,...,n} der Zufallsvariablen S,
ein Intervall zugeordnet, nimlich das Intervall [k/n—2,24/\/5,k/n+2,24/\/ﬂ. Dieses

Intervall muss nicht notwendig eine Teilmenge des Einheitsintervalls [0,1], also der Menge

aller tiberhaupt moglichen Werte fiir die unbekannte Trefferwahrscheinlichkeit p, sein.
Daher konnen wir auch mit dem ,,gleichen Gewissheitsgrad von 19 zu 1* behaupten, das

n NG
Mathematisch ist ein Konfidenzbereich ein Bereichsschdtzverfahren. Im Gegensatz zu einer
Punktschdtzung, die jeder Realisierung k& von S, einen ,,Punkt” im Einheitsintervall, ndm-

potenziell kiirzere Intervall [max[o,f - ﬁ],min[lﬁ + ﬁﬂ enthalte das unbekannte p.
n n

lich die relative Trefferhdufigkeit k/n , zuordnet, haben wir es jetzt mit einer auf der Men-
ge X:= {0,1,...,n} aller moglichen Trefferanzahlen definierten und mit C bezeichneten

Funktion zu tun, die jedem k aus X eine Teilmenge des Einheitsintervalls zuordnet.

Schreiben wir P([0,1]) fiir dieses auch Potenzmenge von [0,1] genannte System aller Teil-

MU4-2020 39



mengen von [0,1], so ist ein Konfidenzbereich fiir p formal eine Abbildung (Funktion,
Zuordnungsvorschrift) C: X —>7?([0,1]). Obwohl bei dieser allgemeinen Definition auch

,obstruse* Teilmengen von [0,1] als Realisierungen von C zugelassen sind, wird C(k) im

Folgenden stets ein Intervall sein, und man nennt die Abbildung C dann auch ein Konfi-
denzintervall. Synonym fiir ,,Konfidenz* wird im Folgenden auch das Wort ,,Vertrauen*
verwendet. Wir sprechen also z.B. auch von einem Vertrauensintervall.

Da wir auf das Eintreten hochwahrscheinlicher Ereignisse vertrauen, sei im Folgenden

o€ (0,1) eine kleine positive Zahl. Ublich ist hier der Wert 0,05. Man nennt eine Abbildung
CX— P([O,l]) Konfidenzbereich fiir p zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1- c, falls gilt:

P/,({we Q:C(S,(w))> p})zl—a fiir jedes pe [0,1]. (14)

Unabhingig vom zugrunde liegenden p ist also die Wahrscheinlichkeit der Menge aller

n -Tupel w= (al,...,an) aus Einsen und Nullen — also der Realisierungen der BERNOULLI-
Kette der Linge n —, fiir welche aufgrund der Trefferanzahl Sn(w) =a,+...+a, liber die

Abbildung C zugeordnete Teilmenge C(Sﬂ(w))) das unbekannte p enthilt, mindestens
gleich 1-a.

Wir konnen die Ungleichung (14) auch kurz in der Form P,(C(S,)>p)21-a
fiir jedes pe [O,l] notieren. Wie schon betont schreiben wir bewusst ,, C(S”) 5 p “ und nicht

€ C(S,) “, um hervorzuheben, dass nicht p zufillig ist, sondern der Bereich C(S,), und
dieser das unbekannte p enthidlt. Es muss auch klar zwischen dem Konfidenzbereich als
Bereichsschitzverfahren und den konkreten Konfidenzbereichen C(S,)< [0,1] als Realisie-

rungen der Abbildung C unterschieden werden.
Natiirlich stellt sich die Frage, wie man einen Konfidenzbereich C mit (14) erhdlt. Man

beachte, dass (trivialerweise) C (Sn) :=[O,l] fiir jedes ke X gesetzt werden kann, aber die
damit verbundene Antwort auf die Frage, wie grol p sei, wire hochst unbefriedigend,
nidmlich ,.es gilt 0 < p <1“. Der folgende allgemeine Ansatz (siehe hierzu auch das Erklir-
video [HENZE 2019e¢]) zur Konstruktion von Konfidenzbereichen ist bemerkenswert ein-
fach: Man wihlt zu jedem pe [0,1] eine von p abhingende Menge A( p) c X, also eine

Menge von Trefferanzahlen, mit der Eigenschaft

P (S,€A(p))=1-c. (15)
Die Menge A(p) ist also bei Unterstellung der Binomialverteilung Bin(n,p) hochwahr-
scheinlich. Ist A( p) eine ,,zusammenhingende* Menge direkt aufeinanderfolgender Tref-

feranzahlen, so wird A( p) hédufig auch als ,,Prognoseintervall® bezeichnet. Ich halte diese

Begriffsbildung fiir verbesserungsfihig, da es auch schlechte Prognosen gibt. Da die Menge
A( p) mit einer Mindestwahrscheinlichkeit versehen ist, konnte man spezifischer von einem

95 %-Prognoseintervall oder auch von einem 95 %-Wahrscheinlichkeitsintervall sprechen.
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Ein Konfidenzbereich C fiir p

zur Konfidenzwahrscheinlich- 15
keit 1-a=0,95 ergibt sich g9

Pp(Sn = k)

W’masse > a/2
Wmasse < a/2

Wmasse > «/2
Wmasse < a/2

jetzt unmittelbar, wenn wir 0,05
C(k)={pel0.1]:ke A(p)}. T
ke X, setzen. Wir haben also

. Abb. 4 Zur Konstruktion der Menge A
bei gegebener Trefferanzahl k ge 4(p)

Vertrauen in diejenigen Tref-
ferwahrscheinlichkeiten p, deren zugehorige hochwahrscheinliche Menge A( p) die Tref-

feranzahl k enthélt. Dass durch diese auf der Menge X aller moglichen Trefferanzahlen
definierte Abbildung in der Tat ein Konfidenzbereich fiir 1-« vorliegt, folgt aus der fiir

jedes ke X und jedes pe[0,1] geltenden logischen Aquivalenz

ke A(p)=C(k)>p, (16)
denn diese zieht ja wegen (15) die gewiinschte Ungleichung (14) nach sich. Um mog-
lichst ,.kleine* konkrete Konfidenzbereiche C (k) zu erhalten, wird man versuchen, die

Mengen A( p) so zu wihlen, dass auch sie unter der Nebenbedingung (15) moglichst

wenige Elemente (Trefferanzahlen) enthalten. Eine praktikable, auf C. CLOPPER und
E. S. PEARSON [CLOPPER und PEARSON 1934] zuriickgehende Moglichkeit ist hier,

A(p) ={ke X:u(p)<k<o(p)} zu setzen.
Dabei sind u(p):= max{(e X:P,(S, SZ—I)SE}, o(p) ::mm{fe X:P(S, 22+1)§§}.

Man schneidet also anschaulich bei dem Stabdiagramm der Binomialverteilung
Bin(n,p) an jedem Ende maximal ¢ /2 der Wahrscheinlichkeitsmasse ab, siche Abb. 4.

Abb. 5 zeigt Schaubilder der Funktionen u(-) und o(-) anhand des Spezialfalls n=5,
@ =0,2 . Die Funktion u(-) ist rechtsseitig und die Funktion o(-) linksseitig stetig (siehe
[HENZE 2018a, S. 254]), was durch ausgefiillte bzw. nicht ausgefiillte Kreise hervorgehoben
ist. Setzt man fiir ke X ((k):= inf{pe [0.1]:0(p) :k}, L(k):= sup{pe [0,1]:u(p) :k}, )
gilt ke A(p) genau dann, wenn die Ungleichungen /(k)<p<L(k) erfiillt sind. Da der

Konfidenzbereich C iiber die
Aquivalenz (16) definiert ist,

. } u(p) o(p) —_—
ist C(k)=(¢(k).L(K)), k € "
X, ein Konfidenzbereich fiir
p zur Konfidenzwahrschein- k1 'I ’ 7|
lichkeit 1-¢. Die sog. Kon- ¢ ! * N :
fidenzgrenzen Z(k) und L(k) 17— : * © -
1 l
ergeben sich mithilfe eines 0 0 i(k) Lky 1 P
Computers als Losungen von
Polynomgleichungen Abb. 5 Schaubilder der Funktionen u und o sowie konkreter Konfidenz-

(s. [HENZE 2018a, S. 255]). bereich (£(k),L(k))
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Abb. 6 zeigt die Menge {(p.k)e [0.1]x X:ke A(p)}, wobei fiir ein j die Menge A(p) sowie
zu einem ke X die Konfidenzgrenzen /¢ (k),L(k) sowie das konkrete Konfidenzintervall

C(k) hervorgehoben wurden.

Anhand dieser Abbildung sollte man sich noch einmal die grundlegende Aquivalenz
in (16) klarmachen: Zum konkreten Konfidenzintervall C (k) gehoren genau diejenigen p,

die die Figenschaft besitzen, dass k in der hochwahrschein-
lichen Menge A(p) liegt. Man erkennt auch, dass ein klei-

nerer Wert von o und damit ein groerer Wert fiir die

5 — | Vertrauenswahrscheinlichkeit 1-¢ zu (prinzipiell) kleine-
R ren Werten von u( p) und groBeren Werten von 0( p) fiihrt.

Somit wird zu jedem Wert p die auf der vertikalen Achse

, in Abb. 6 eingezeichnete hochwahrscheinliche Menge A(p)
Abb. 6 Die Menge

{(pk)e[01]xX ke A(p) } ,ldnger*, was zu kleineren Werten /(k) und groBeren Wer-

ten L(k) und damit zu ldngeren konkreten Konfidenz-

intervallen fiihrt. Groeres Vertrauen erhélt man also nur um den Preis einer ungenaueren
Konfidenzaussage!

AbschlieBend sei betont, dass die in (15) stehende Menge A( p) nicht unbedingt die Ge-
stalt A(p):{ke X:u(p)SkSo(p)} besitzen muss, sondern auch ,.einseitig*, z.B. in der
Form A(p)={ke X:d(p)<k} mit i(p)=max{le X:P, (S, </-1)<a}, gewihlt werden

kann. In diesem Fall schneidet man also anschaulich beim Stabdiagramm der Binomialver-
teilung Bin(n, p) nur am linken Ende maximal « der Wahrscheinlichkeitsmasse ab. Der

sich mithilfe von (16) ergebende Konfidenzbereich C liefert dann Intervalle, die nach unten
durch null begrenzt sind, also nur Abschidtzungen der unbekannten Trefferwahrscheinlich-
keit nach oben liefern. Die damit verbundenen Konfidenzaussagen konnten etwa von Inte-
resse sein, wenn ein Treffer den Ausfall eines technischen Geriites bedeutet.

6 Approximative Intervalle fir groBes n

Mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes (5) von DE MOIVRE-LAPLACE lassen sich approxi-
mative Konfidenzintervalle fiir p bei groem n konstruieren, indem man die (von n und p

abhingende) hochwahrscheinliche Menge (das ,,Prognoseintervall®) An( p) Q{O,l,...,n} fiir

ein noch zu bestimmendes # >0 als

A(p) = {ke{o,l,...,n}:—hsms;:}

= {ke{o.1,...n} :np—h\fnp(1=p) <k <np+h fnp(1-p)}

ansetzt (siehe hierzu das Erklarvideo [HENZE 2019f.]).
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Nach (5) gilt dann

k—np
limP, =limP | -h S ——— ot
n—eo ( ( )) n—eo { ’np( ] J.
Mit T, :=S, /n wie friiher liefert eine direkte Rechnung

—hSMSh PN

np(l—p)

S, —np
np(]—p) B

2
= p2(1+};}—p[

Somitist die linke Seite von (17) gleichbedeutend mit U, < p <O,, wobei U, und O, die Null-

a7

hhj+Tlf£O.
n

stellen der quadratischen Gleichung f(p):= p2(1+h J [ZT + j+T =0 sind, siche Abb.7.

Diese lassen sich zu

2 2 2 2
(LT Tl T (1T
U, 2n ~n ~ 4n 0, = 2n n _ 4n (18)
h h”
1+— 1+
n n

berechnen, und damit folgt

limP, ([U,,0,] 3 p)=1imP, (U, < p<0,)

n—seo

Die rechte Seite ist genau dann gleich 1-¢,
wenn h gleich dem (l—a/ 2) -Quantil der
Standardnormalverteilung ist. Im wichtigsten
Spezialfall «=0,05 gilt h=1,96. Mochte
man eine grofere Konfidenzwahrscheinlich-

keit zugrunde legen, so vergrofert sich auch
der Wert h. So gilt etwa h=2,326 im Fall

1-a=0,99.

Das auf dem zentralen Grenzwertsatz von DE MOIVRE-LAPLACE fuflende Konfidenzinter-
vall [U,,0,] in (18) wurde von E. B. WILSON (1927) [WILSON 1927] vorgeschlagen. Wie die
Untersuchungen in [BROWN etal. 2001] zeigen, ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
P ([U,.0,]5p) schon ab n>40 und 0,05< p<0,95 nahe bei der durch die rechte Seite
von (19) gegebenen angestrebten Konfidenzwahrscheinlichkeit, die fiir die Wahl 2 =1,96 zu
0,95 wird.

Vernachldssigt man in der Definition von U, und O, alle Terme, die von der Grofien-
ordnung 1/n sind, so ergeben sich die wesentlich einfacheren zufélligen Intervallgrenzen

—T"—\/_/ (-1 0 =T, +7/ -1 (20)

Abb.7 U, und O, als Nullstellen einer quadratischen

Gleichung
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Es lésst sich zeigen, dass die Grenzwertaussage (19) mit U, anstelle von U, und O, anstel-

le von O, bestehen bleibt. Insbesondere gilt also

, 1,96 1,96
11m]P’p[T”—ﬁ /Tn(l—Tn)SpSTn+ﬁ Tn(l—Tn)):O,%. (21)

n—soo

Das gegeniiber dem WILSON-Intervall [U,,0,] vom Aufbau her wesentlich einfachere

.Standardintervall* [U;,O:J in (20) wird oft nach dem amerikanischen Statistiker

ABRAHAM WALD (1902—1950) WALD-Intervall genannt. Obwohl das WALD-Intervall in
vielen Biichern als das Konfidenzintervall bei groffem n und nicht zu kleinen und grofien
Werten von p empfohlen wird, ist die Uberdeckungswahrscheinlichkeit dieses Intervalls
recht erratisch. So gilt fir A=196 also 1-a=0,05, und n=100 sowie p=0,106

]P’p([U:,O: Js p):0,952, was ein guter Wert ist. Geht man bei gleichem n aber zu dem

unwesentlich groBeren Wert p=0,107 iiber, so fillt die Uberdeckungswahrscheinlichkeit
auf 0,911, sieche [BROWN et al. 2001, S. 102]. Die Autoren in [BROWN et al. 2001] gehen gar
so weit, dass sie das WALD-Intervall fiir praktische Zwecke nicht empfehlen.
Eine gute Alternative (mit besserer Uberdeckungswahrscheinlichkeit) ergibt sich, wenn
man
h2
T o=—2n 22)

- - h - - - . h - -
Un:=T,,—m T.(1-T,), O0,:=T,+ — IT,(1-T,) (23)

setzt. Es lisst sich zeigen, dass mit U, anstelle von U, und O, anstelle von O, eben-
falls (19) gilt. [BROWN et al. 2001] nennen [17,,,6”} das AGRESTI-COULL-Intervall. Tabelle 1

zeigt mithilfe von Pseudozufallszahlen simulierte Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der
Konfidenzintervalle von WILSON (Wi), WALD (Wa) und AGRESTI-COULL (AC) fiir den Fall
n=40, 1-a=0,95 und verschiedene Werte von p. Die angegebenen Werte sind auf drei

Nachkommastellen gerundete relative Uberdeckungshiufigkeiten von p durch die jeweili-

gen Intervalle aufgrund von jeweils 10.000 Wiederholungen. Alle Werte sind Prozent-
angaben. Der Wert 94,3 steht also fiir die relative Uberdeckungshéufigkeit 0,943.

Tabelle 1 Simulierte Uberdeckungshéaufigkeiten in % (n=40, 1-=0,95), 10.000 Wiederholungen

p 0,05 10,1 0,15 10,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,85 10,9 0,95
Wi 952 (944 (96,1 92,7 94,3 [96,5 (962 96,7 |943 |[93,0 |958 |94,1 [954
Wa (86,7 91,3 |94,1 |90,3 (93,1 |94,6 [92,0 |94.8 [93,1 |90,6 [94,2 |9L5 |87,0
AC [98,5 196,0 [96,1 |94.8 943 |96,5 [96,2 |96,7 [943 |94,8 [958 |957 |98,7
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Offenbar gibt es Ausreifier in der relativen Uberdeckungshiufigkeit beim WALD-Intervall,
die besonders deutlich fiir p=0,05, p=0,2, p=0,8 und p=0,95 hervortreten. Im Fall
n =400 lagen alle entsprechenden relativen Uberdeckungshiufigkeiten iiber 94 %, mit zwei
Ausnahmen, und zwar beim WALD-Intervall fiir p=0,05 sowie p=0,95. Im ersten Fall
betrug die Uberdeckungsh'aufigkeit 92,7 %, im zweiten Fall 92,6 %. Man sollte also bei der
Verwendung des WALD-Intervalls sehr groe Stichprobenumfinge vorliegen haben, wie sie
etwa bei Meinungsumfragen wie z. B. dem ZDF-Politbarometer gegeben sind.

Im Hinblick auf Anwendungen bedeutet (21), dass bei groBem n (7>400) und einer
beobachteten relativen Trefferhdufigkeit p, in n Versuchen (mit 0,1<p, <0,9) das Inter-

%

vall [ﬁnﬁl] mit

= A N R N (N @
ein approximatives konkretes Konfidenzintervall fiir p (als Realisierung des zufilligen Inter-
valls [U;,0, ]) ist.

Abb.8 veranschaulicht die approximativen Intervalle
[u:,oﬂ im Fall n=100. Man beachte, dass hier im Ver-

gleich zu Abb. 6 auf der vertikalen Achse die relativen Tref-
ferhaufigkeiten p,=k/n und nicht die Trefferanzahlen k

aufgetragen werden. Der grau markierte Bereich ist Teil
einer iiber das Einheitsquadrat hinausragenden Ellipse,

deren Randpunkte (x,y) der Gleichung (x— y)2 =cy(l-y)

mit ¢=1,96"/n geniigen. Qualitativ ergibt sich das gleiche
Bild  auch  fir  konkrete =~ AGRESTI-COULL- 0 P
Konfidenzintervalle [i,,5,]. Diese ergeben sich, wenn man

Abb. 8 Approximative Konfidenz-

in (22) T, durch die beobachtete relative Trefferhdufigkeit intervaligrenzen u,,0, aus (24),

p, ersetzt, die linke Seite von (22) mit p, bezeichnet und n =100

in (23) stets T, durch j, ersetzt. Die entstehenden konkre-

ten Zahlenwerte in (23) sind dann @, bzw. o,.

7 AbschlieBende Bemerkungen

Mit dem Konzept des Hypothesentests ist der ,,Begriffswald“ ein- und zweiseitiger Signifi-
kanztest, Fehler erster und zweiter Art, Nullhypothese, Ablehnungsbereich, rechts- und
linksseitiger Test, Irrtumswahrscheinlichkeit und Signifikanzniveau verbunden. Bisweilen
wird behauptet, Schiilerinnen und Schiiler wiissten zwar gut, was sie reflexartig zu tun
hitten, wenn das Wort ,,Test* erscheint, sie konnten aber die Ergebnisse von Tests meist
nicht richtig interpretieren. Bei einem Konfidenzbereich fiir p muss man nur begreifen, dass
das Schitzverfahren einer Trefferanzahl ein Intervall zuordnet und dass ein solches Intervall
das feste, aber nicht zufillige p enthalten (,iiberdecken®) kann oder nicht. Aus der zufilli-
gen Trefferanzahl als binomialverteilten Zufallsvariablen entsteht so ein zufilliges Intervall.
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Das zufillige Intervall enthilt das unbekannte p — ganz egal, welches der wahre Wert von p
ist — mit einer dem Verfahren zugeordneten Vertrauens- oder Konfidenzwahrscheinlichkeit,
die tiblicherweise gleich 0,95 ist.

AbschlieBend sei gesagt, dass jeder, dem das Prinzip eines Konfidenzbereichs vertraut
ist, in ganz natiirlicher Weise einen Test einer Hypothese zur Verfiigung hat. Nehmen wir

an, es soll die Hypothese H, getestet werden, dass das unbekannte p gleich einem gege-
benen, hypothetischen Wert p, ist, und die Wahrscheinlichkeit, H, félschlicherweise

abzulehnen (was einem Fehler erster Art entspricht), soll hochstens gleich einem Wert o
sein. Ist C ein Konfidenzbereich fiir p zur Konfidenzwahrscheinlichkeit 1—-¢, gilt also

P, (C (S,)> p) >1-¢ fiir jedes pe[0,1], so wiirde man bei der realisierten Trefferanzahl k

die Hypothese H, genau dann ablehnen, wenn der konkrete Konfidenzbereich C(k) das
hypothetische p, nicht enthdlt. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art dieses
Tests ist demnach P, (C(S,)# p)=1-P, (C(S,)>p,)<1-(1-a)=a, d.h, es liegt ein

Po

Test zum Niveau « vor.
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THOMAS HOTZ

Wie schatzt man die Reproduktionszahl von
COVID-19?

1 Kontext

Am 30. Dezember 2019 wurden im Wuhan Jinyintan Hospital, Provinz Hubei, China, aus
den Lungenblidschen eines Patienten, der an einer Lungenentziindung unbekannter Ursache
litt, Proben entnommen. In diesen wurde ein bis dato unbekanntes Virus gefunden, dessen
Genomsequenz es als Coronavirus auswies; das @hnlichste bekannte Virus stammt von
Fledermiusen [WHO 2020b]. Es wurde zunidchst 2019-novel coronavirus (2019-nCoV)
genannt, spiter dann aufgrund seiner Ahnlichkeit mit dem SARS-assoziierten Coronavirus
severe acute respiratory syndrome coronavirus 2 (SARS-CoV-2). Die von dem Virus aus-
geloste Atemwegserkrankung heiit Coronavirus-Krankheit-2019 (COVID-19).

Die Krankheit verbreitete sich rasend schnell, zunichst in der Provinz Hubei und von
dort durch Reisende in ganz China. Am 20. Februar 2020 gab es in China schon 75.465
COVID-19-Fille. Der globale Reiseverkehr tat sein Ubriges, sodass die Weltgesundheits-
organisation (WHO) am 11. Mérz 2020 die Epidemie zu einer Pandemie erklirte. Ende April
2020 zihlte die WHO iiber 3 Millionen bestitigte Fille, davon knapp die Hilfte in Europa;
zu dem Zeitpunkt waren bereits mehr als 217.000 mit dem Virus Infizierte verstorben, davon
iiber 135.000 in Europa [WHO 2020a]. Selbst in hochentwickelten Landern wie Italien,
Spanien, Frankreich, GroBbritannien oder den U. S. A. stieBen die Gesundheitssysteme an
ihre Grenzen. Horrende Bilder von iiberfiillten Krankenhdusern und Massenbegribnissen
verbreiteten Angst und Schrecken. Weltweit wurden in bis dahin unbekanntem Maf3e Reise-,
Kontakt- und Ausgangsbeschrinkungen verhingt, Schulen und Universititen ebenso wie
Restaurants und Geschifte geschlossen, um weitere Ansteckungen zu verhindern.

Die Auswirkungen dieser Mafnahmen auf Wirtschaft und Gesellschaft sind immens,
sodass sich politischen Entscheidungstrigern ebenso wie den Spezialisten fiir das offentli-
che Gesundheitswesen wichtige Fragen stellen: Welche Wirkung zeigen die Malnahmen?
Verhindern sie die weitere Ausbreitung von COVID-19? Was passiert, wenn die Mafinah-
men wieder gelockert werden? Und wie konnen wir zukiinftig feststellen, ob die Epidemie
sich erneut stark ausbreitet?

Um diese Fragen beantworten zu konnen, muss man — unter anderem — wissen, wie
schnell sich die Epidemie ausbreitet. Ein MalB hierfiir ist die Reproduktionszahl, welche
grob gesprochen angibt, wie viele Personen ein Infizierter im Mittel ansteckt.

Am 13. Mirz 2020 beschloss meine Arbeitsgruppe am Institut fiir Mathematik der
Technischen Universitidt I[lmenau, die durch Pandemie-bedingte Absagen von Dienstreisen
gewonnene Zeit zu nutzen, um etwas zur Pandemiebewiltigung beizutragen. Gemeinsam
mit der Arbeitsgruppe von Prof. ALEXANDER KRAMER, Epidemiologe an der Fakultit fiir
Gesundheitswissenschaften der Universitit Bielefeld, entwickelten wir auf Grundlage der
Arbeit von FRASER [2007] einen Schitzer fiir die Reproduktionszahl von COVID-19; dar-
iiber hinaus leiteten wir asymptotische Konfidenzintervalle fiir diesen her. Seit 7. April
2020 stellen wir tagesaktuelle Schétzungen fiir Deutschland und seine Bundesldnder auf
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Basis der Daten des ROBERT KOCH-INSTITUTS [RKI] sowie fiir die Liander der Welt auf
Basis der Daten der JOHNS HOPKINS UNIVERSITY [JHU] zur Verfiigung,

o fiir Deutschland: https://stochastik-tu-ilmenau.github.io/COVID-19/germany.html

e weltweit: https://stochastik-tu-ilmenau.github.io/COVID-19/.

Im Folgenden soll erldutert werden, welche Bedeutung die Reproduktionszahl besitzt und
wie wir diese schitzen. Dabei werden wir auch darauf eingehen, wie die Ausbreitung der
Pandemie stochastisch modelliert werden kann. Weitere Details und ausfiihrlichere Analy-
sen findet man in [HOTZ et al. 2020].

2 Die Reproduktionsgleichung

Unsere Darstellung lehnt sich an die Arbeit von FRASER [2007] an, ist aber insofern mathe-
matisch priziser, als stochastische Aspekte beriicksichtigt werden.

Den Ausgangspunkt bildet die Anzahl [/ (t) von Neuinfektionen — auch Inzidenzen ge-
nannt — am Tag 7. Man beachte, dass es sinnvoll ist, die Epidemie nicht kontinuierlich,
sondern zeitdiskret zu beschreiben: Erstens miisste man andernfalls Tag-und-Nacht-
Rhythmen modellieren — im Schlaf infizieren sich wenige Menschen — und zweitens liegen
auch Falldaten nur tageweise vor.

COVID-19 breitet sich dadurch aus, dass ein Infizierter — man spricht von einem Pri-
mdirfall — weitere Personen — die sogenannten Sekunddrfiille — infiziert. Als Reproduktions-
zahl R bezeichnet man in der Infektionsepidemiologie nun die mittlere Anzahl von Sekun-
darféllen je Primarfall. Augenscheinlich ist der kritische Wert fiir R gerade 1: Liegt R
dariiber, so wird die Zahl der Neuinfektionen steigen, liegt R darunter, so wird die Anzahl
der Neuinfektionen fallen, und im Falle R =1 wird die Zahl der Neuinfektionen stagnieren.

Die Dynamik der Epidemie ist aber inhédrent stochastischer Natur: Wie viele Personen
ein Primirfall genau ansteckt, ist offenkundig zuféllig. Mit ,,mittlerer Anzahl ist also kein
arithmetisches Mittel, sondern ein Erwartungswert gemeint. Genauer handelt es sich um
einen bedingten Erwartungswert, wobei jeweils auf die Vergangenheit bedingt wird, wie
wir gleich sehen werden.

Ein Aspekt fehlt aber noch: Um den Verlauf iiber die Zeit zu modellieren, miissen wir
auch angeben, wann ein Primirfall einen Sekundirfall infiziert. Dies beschreiben wir mit-
hilfe des Infektionsalters s, das ist die Anzahl Tage nach Infektion des Primérfalls, zu dem
die Infektion des Primirfalls auftrat. Wir bezeichnen dann die mittlere Anzahl an Tag ¢
infizierter Sekundirfille, welche auf einen s Tage zuvor infizierten Primérfall zuriickgehen,
mit 3 (t,s). Damit konnen wir die mittlere Anzahl an Tag ¢ Neuinfizierter zurtickfiihren auf
die zugehorigen Primirfille, welche sich jeweils s Tage zuvor infiziert hatten,

E(I(t)11(t=1),1(t=2)...) =Y. B(t.8)I(t~s). (1
s=1

Das ist die Reproduktionsgleichung der Epidemie. Bei dieser wird implizit ausgeschlossen,
dass jemand an dem Tag, an dem er infiziert wird, schon selbst einen anderen infiziert: Die
Summation beginnt bei s=1 und nicht bei s=0. Ferner wird ersichtlich, warum wir die
»mittlere Anzahl“ als einen bedingten Erwartungswert formalisieren: Die rechte Seite hingt
von den Neuinfektionen /(7 -s) der Vergangenheit, nimlich s Tage zuvor, ab, welche zum
Tag ¢ also gerade ein Infektionsalter von s Tagen besitzen. Jede von diesen trigt nun am
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Tag ¢ im Mittel /(z,s) Neuinfektionen bei, sodass wir die Anzahlen I(r—s) der Primir-
fille kennen miissten, was stochastisch durch den Erwartungswert bedingt auf diese be-
schrieben wird.

Wir definieren nun die zeitabhdngige Reproduktionszahl R(t) durch

R(1)=Y B(r.5)- )
s=1
Dies mag iiberraschen, denn dies ist nicht die mittlere Anzahl derer, die ein Infizierter im

Verlaufe der Zeit infizieren wird; das wire gerade Y B(7+s,5), man miisste dann ja be-

s=1
trachten, wie viele von dem Primirfall in der Zukunft 7+ s infiziert wiirden. Aber diese
Zahl ldsst sich zum einen schwer bestimmen, da man dafiir zukiinftige Daten brdauchte, und
zum anderen soll R(r) die Dynamik am Tag  beschreiben, sich also nur auf die gegenwir-

tigen Neuinfektionen beziehen.

Wir treffen nun eine wesentliche Strukturannahme: Die (mittlere Anzahl) R(t) Sekun-
darfille, welche ein Primirfall infiziert, mogen sich unabhéngig von ¢ iiber die Tage seines
Infektionsverlaufs verteilen, das heift S(z,s) soll faktorisieren,

B(1.5)=R(1)w(s). 3

Das Infektiositdtsprofil w soll dabei nicht von der Zeit ¢ abhéngen. Dies lédsst sich folgen-
dermaBen interpretieren: Wenn wir unter den /(r) Neuinfektionen an Tag  gleichverteilt
einen Sekundirfall ziehen, so gibt w(s) an, mit welcher Wahrscheinlichkeit der zugehdrige
Primirfall s Tage zuvor infiziert wurde. Man bezeichnet w daher auch als Verteilung der
Generationszeit, wobei man sich den Sekundirfall sozusagen als ,,Sohn* des Primaérfalls
denkt und s als die Zeit von der ,,Geburt* des ,,Vaters* bis zur ,,Geburt* des ,,Sohnes*, also
einer Generation. Und diese Generationszeit soll im Verlauf der Epidemie stets dieselbe
Verteilung besitzen. Es ergibt sich dann aus Gleichung (2) notwendigerweise

3 w(s)=1, @)

sodass es sich beiw tatsdchlich um die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Verteilung handelt.

Aus epidemiologischer Sicht werden durch Gleichung (4) unterschiedliche Infektiosité-
ten im Krankheitsverlauf, w(s), von Verinderungen bei der Haufigkeit von Ubertragungen,
R(z), getrennt, wobei natlirlich beides als Mittel {iber die Infizierten zu verstehen ist.

3 Konstante Dynamik: Exponentielles Wachstum

Bevor wir zur Schitzung der Reproduktionszahl kommen, gehen wir kurz auf den einfachen
Fall ein, bei dem die Reproduktionszahl iiber die Zeit konstant ist, R(z) =R, so wie man das
zu Beginn der Epidemie erwarten wiirde, wenn noch keine Ma3nahmen ergriffen wurden
und noch keine Durchseuchung stattgefunden hat, das heifit, nur ein geringer Anteil der
Bevolkerung die Krankheit durchgemacht hat und folglich immun geworden ist.

Wir vereinfachen weiter, indem wir die Entwicklung der Infektionen nur im Mittel, ge-
nauer im Erwartungswert, betrachten. Sei also

u(t)=EI(1) ®)
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der Erwartungswert der Inzidenzen am Tag r Bilden wir in der Reproduktionsglei-
chung (1) auf beiden Seiten den Erwartungswert, so erhalten wir mit der Strukturannahme
in Gleichung (3)

(r) =3 B(t.5)(r—5) =R S (s)u(s ). ©
s=1 s=1

Diese Differenzengleichung fiir u 16sen wir — unter der Annahme, dass das Infektiositits-

profil w bekannt ist — mit einem Exponentialansatz:

u(t)=ce” (N

mit geeigneten Konstanten ¢ und r; Letztere bezeichnet man als Wachstumsrate. Einsetzen
in Gleichung (6) ergibt

ce” =RYw(s)c e (8)

s=1

Durch Kiirzen von ¢ e erhélt man nun die nichtlineare charakteristische Gleichung
1= RZw(s)e’” . )

Sie besitzt fiir gegebene Reproduktionszahl R und Infektiosititsprofil w stets genau eine
Losung r, denn: Die rechte Seite hingt stetig von r ab, und zwar streng monoton fallend,
wie man durch (gliedweises) Differenzieren einsieht; fiir r — +oo strebt sie gegen 0 und
fiir r — —oo gegen + ; also wird die rechte Seite nach dem Zwischenwertsatz fiir ein r eins
und wegen der Monotonie auch nur fiir ein ». Numerisch lésst sich die Wachstumsrate r
damit leicht bestimmen, siche Abschnitt 5.

Direkt sieht man aber ein, dass fiir R=1 die Losung von Gleichung (9) wegen Glei-
chung (4) durch r=0 gegeben ist. Ist R grofler als 1, so muss aufgrund der Monotonie
auch r groBer als 0 sein — die Epidemie wdchst exponentiell; ist hingegen R kleiner als 1,
soist r kleiner als 0 und Gleichung (7) ergibt einen exponentiellen Abfall.

An dieser Stelle sei noch darauf hingewiesen, dass des Ofteren statt von der ,,Reproduk-
tionszahl“ von einer ,,Reproduktionsrate® gesprochen wird. Aber eine ,,Rate bezieht sich
immer auf eine Zeiteinheit, die Wachstumsrate r hat beispielsweise die Einheit 1/ Tag, da
wir das Infektionsalter in Tagen angeben, es handelt sich also bei dieser um das Wachstum
pro Tag. Die Reproduktionszahl hingegen hat keinen solchen Zeitbezug, sondern stellt eine
(mittlere) Anzahl pro Primérfall dar.

Aus der Wachstumsrate r kann man nun andere Kenngrofen berechnen, beispielsweise

den Wachstumsfaktor F, =¢’ je Tag, um den u von Tag zu Tag zunimmt, u(r+1)=F u(1),

oder den Wachstumsfaktor F, =e’ =(F, )7 je Woche, u(t+7)=F,u(r) und so weiter; diese

lassen sich leicht interpretieren. Berechnet man diese statt aus einer konstanten Reprodukti-
onszahl R aus einer zeitvarianten R(z) , so lassen sie sich so verstehen, dass das Wachstum

unter gleich bleibenden Bedingungen sich entsprechend verhalten wiirde.
Ist R>1,also >0, so hat die Gleichung ¢"” =2 die Losung D =1n2/r ; man spricht
von der Verdopplungszeit. In dieser Zeit verdoppelt sich der Erwartungswert u(z) der Neu-
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infektionen (wenn man von kontinuierlicher Zeit ausginge). Fiir die Gesamtzahl der Fille
(seit Urzeiten) bis zum Zeitpunkt ¢ ergébe sich (geometrische Reihe!)

Zu(t—s)che"(H) =ce" Y (F)” =%e”, (10)
5=0 5=0 s=0 1= (F] )

sodass diese ebenfalls exponentiell anwichst, und zwar mit derselben Wachstumsrate. Auch
die Gesamtzahl der Fille verdoppelte sich demnach in D Tagen. Falls sich die Reprodukti-
onszahl aber von Tag zu Tag &dndert, dann auch die zugehorige Wachstumsrate der Neu-
infektionen und die zugehorige Verdopplungszeit; es handelt sich dann um keine geometri-
sche Reihe mehr und die Gesamtzahl der Fille wichst nicht exponentiell, sodass man bei
Letzterer auch nicht von einer Verdopplungszeit sprechen kann. Liegt R unter 1, so wire
die ,,Verdopplungszeit* fiir die Neuinfektionen negativ, diese wiirden sich ja gar nicht mehr
verdoppeln und man sollte eher die zugehorige Halbwertszeit betrachten. Fiir R=1 &ndert
sich die (mittlere) Anzahl der Neuinfektionen gar nicht, aber die Gesamtzahl der Fille
nimmt nach wie vor zu: Hitten wir beispielsweise tdglich 1.000 Neuinfektionen, dann nach
2 Tagen insgesamt 2.000, die Gesamtzahl hitte sich innerhalb eines Tages von 1.000 auf
2.000 verdoppelt, nach weiteren 2 Tagen wiederum auf 4.000, nach weiteren 4 Tagen auf
8.000 und so weiter, sodass die ,,Verdopplungszeit* fiir die Gesamtzahl wiichse, obwohl die
Dynamik der Epidemie konstant bliebe. Die Verdopplungszeit ist fiir die Beschreibung der
Dynamik also kein brauchbares Konzept.

4 Schéatzung der zeitvarianten Reproduktionszahl

Wir kommen nun zu der Frage, wie man die Reproduktionszahl R(¢) schiitzen kann. Mit
der Strukturannahme in Gleichung (3) wird die Reproduktionsgleichung aber zu

E(I(¢) 11(t=1), I1(t=2)....)=R() Y w(s)I(t~s). (11)
s=1
Lost man dies nach R(¢) auf und schitzt den bedingten Erwartungswert von (r) auf der
linken Seite einfach durch 7(r) selbst, so erhilt man den Schiitzer

R
O S i) 2

Dessen bedingter Erwartungswert ist offenbar R(t), also auch der unbedingte, es handelt
sich also um einen unverzerrten Schitzer.

Um etwas iiber seine Verteilung aussagen und Konfidenzintervalle herleiten zu kénnen,
miissten wir die bedingte Verteilung von 1 (z) kennen. Aber wie kommen diese Inzidenzen
zustande? Nun, jeder, der nicht immun ist, hat eine kleine Wahrscheinlichkeit, mit einem
Infizierten Kontakt zu haben und sich zu infizieren. 1(r) zéhlt also, wie viele dieser unwahr-
scheinlichen Ereignisse eingetreten sind. Nach dem Gesetz der kleinen Zahlen ist (1) also
niherungsweise POISSON-verteilt, siche zum Beispiel [BERSCHNEIDER & SCHILLING 2019].
Wenn man fiir jeden der n ansteckbaren Personen von derselben Wahrscheinlichkeit p, sich
anzustecken, ausginge, erhielte man eine Binomialverteilung mit Parametern » und p.
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Genauer handelt es sich hierbei um bedingte Verteilungen, da wir auf die Anzahlen der als
Primirfille infrage kommenden Inzidenzen der Vortage bedingen miissen. Ihren bedingten
Erwartungswert haben wir gerade in der Reproduktionsgleichung (1) modelliert. Dieser
wire gegeben als die Intensitit der (bedingten) POISSON-Verteilung beziehungsweise np im
Falle der Binomialverteilung. Die jeweilige (bedingte) Varianz wire entsprechend ebendie-
ser bedingte Erwartungswert, im POISSON-Fall, weil dort die Varianz stets mit der Intensitéit
iibereinstimmt, und fiir die Binomialverteilung niherungsweise, da np(1-p) in etwa np
ist, wenn p eine kleine Wahrscheinlichkeit nahe 0 ist.

Dass sich die Wahrscheinlichkeiten je Person unterscheiden, ist fiir die Giiltigkeit des Ge-
setzes der kleinen Zahlen unerheblich, solange die Wahrscheinlichkeiten klein sind. Letzteres
mag man als problematisch ansehen, da die Wahrscheinlichkeit, sich bei einem Infizierten im
eigenen Haushalt, in der Schulklasse oder im Altenheim anzustecken, recht hoch sein mag;
dem mag man entgegenhalten, dass sich die Infektionen ja aber gemél w iiber mehrere Tage
verteilen, die Wahrscheinlichkeit pro Tag also vielleicht doch nicht allzu hoch ist.

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ldsst sich die bedingte Verteilung von 1 (z) wiede-
rum durch eine Normalverteilung mit ebendiesem (bedingten) Erwartungswert und iden-
tischer Varianz nihern. Damit ist auch der Schitzer ﬁ(t) entsprechend bedingt normalver-
teilt, sodass man mithilfe der Faustformel ,,Schétzer+2 Standardfehler” direkt ein (asymp-
totisches, approximatives) 95 %-Konfidenzintervall fiir R(z) erhiilt, wenn man die (be-
dingte) Varianz ebenfalls durch die Inzidenzen schétzt, ndmlich

R(1)-2 RO R(1)+2 __ R (13)

Z:;W(S)I(t—s), 2j=1w(s)[(l_s) '

Zwar handelt es sich hierbei nur um ein asymptotisches Konfidenzintervall; dessen Uber-
deckungswahrscheinlichkeit ist fiir praktische Belange aber nahe genug an 95 %, wie wir in
[HoTZ et al. 2020] anhand von Simulationen zeigen.

Auch [CoRIet al. 2013, Webappendix 1] hatten fiir /(r) schon eine POISSON-Verteilung
unterstellt, den Schitzer dann allerdings einer BAYESianischen Analyse unterzogen (statt
einer frequentistischen wie wir).

5 Spezifika bei COVID-19

Um den Schitzer aus Gleichung (12) und das Konfidenzintervall (13) implementieren zu
konnen, braucht es zweierlei: einerseits das Infektiositédtsprofil und andererseits die Inziden-
zen, das heif3t die Neuinfektionen je Tag. Beide sind fiir COVID-19 nicht exakt bekannt, in
beide geht die Inkubationszeit ein, das ist die Zeit von der Infektion, bis erste Symptome
auftreten. Deren Verteilung kennt man nicht sehr gut, da man zu ihrer Bestimmung das
genaue Infektionsdatum der Patienten kennen miisste — und wann genau erste Symptome
auftraten (die eindeutig der Erkrankung mit COVID-19 zugeordnet werden konnen). Man
geht davon aus, dass die Inkubationszeit zwischen 1 und 14 Tagen betrigt, mit einem Er-
wartungswert zwischen 5 und 6 Tagen. Das Virus ldsst sich aber schon 1 bis 2 Tage vor
Symptombeginn und dann 7 bis 12 Tage, bei schweren Krankheitsverldufen sogar bis zu
14 Tage lang nachweisen [WHO 2020b].
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Fiir das Infektiosititsprofil spielt aber nicht
nur eine Rolle, ob eine Person aus virologi-
scher Sicht ansteckend ist, mithin Viren in
Abstrichen etc. nachweisbar sind, sondern ob
sie auch ansteckt; aus epidemiologischer

15

10

Infektiositatsprofil in %

Sicht kommt es auf die Ubertragung an. Da ©

schwere Krankheitsverldufe meist im Kran- D

kenhaus behandelt werden, wo der Patient I L Di
strikt isoliert wird, ist die Ubertragungswahr- o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

scheinlichkeit nach 14 Tagen wohl eher ge-
ring. Wir haben uns daher entschieden, das
Infektiosititsprofil ,,von Hand* zu modellie-
ren, namlich stiickweise linear: Am ersten
Tag nach Infektion ist w(1) noch 0, steigt dann bis zum 4. Tag linear an, ist konstant bis zum
6. Tag und féllt danach wieder linear bis zum 11. Tag auf 0, siehe Abb. 1.

Dieses Infektiosititsprofil erlaubt nun, fiir verschiedene Werte von R die zugehorige
Wachstumsrate r sowie die Wachstumsfaktoren je Tag und Woche aus Abschnitt 3 zu
berechnen, siehe Tabelle 1. Zum Vergleich sei hier noch die Basisreproduktionszahl R, fiir
COVID-19 erwihnt, das ist die Reproduktionszahl bei ,,natiirlichem* Verlauf der Epidemie.
Da diese von Faktoren wie Bevolkerungsdichte und sozialem Verhalten abhingt, unter-
scheidet sich diese zwischen Regionen. Sie diirfte fiir Deutschland irgendwo zwischen 2,4
und 4,1 liegen, vergleiche [READ et al. 2020].

Unbekannt ist leider aber auch das Infektionsdatum. Bevor ein Infizierter zum Arzt geht,
muss er erst Symptome entwickeln (falls er nicht als Kontaktperson getestet wird), getestet
werden, das Labor dem Arzt das Testergebnis mitteilen; erst dann wird der Fall dem lokalen
Gesundheitsamt des Landkreises gemeldet. Dies fiihrt zu einem Meldeverzug von mindes-
tens 2 Tagen. Wir datieren daher alle neu gemeldeten Félle um 7 Tage zuriick (ca. 5 Tage
Inkubationszeit +2 Tage Meldeverzug). Diese Zeitspanne liegt sicherlich am unteren Ende
der tatsichlichen Dauer von Infektion bis Meldedatum, es konnten gut und gerne (selbst im
Mittel) auch 2 Wochen sein.

Dazu kommt, dass die Daten vom loka-
len Gesundheitsamt des Landkreises noch an Tabelle 1 Kennzahlen fir COVID-19
die Landesbehdrden und von diesen ans RKI | p 7 F F,
gemeldet werden, sodass ein erheblicher Teil
der fiir die letzten 3 Tage gemeldeten Fille
dem RKI heute noch nicht bekannt ist, diese 15 0,074 1,08 1,68
Fallzahlen zu diesen Tagen also noch nicht

Infektionsalter

Abb. 1 Angenommenes Infektiositatsprofil fir COVID-19

2 0,130 1,14 2,48

i . 1 1 1
genutzt werden konnen. Warum im 21. Jahr- 0
hundert die Daten vom lokalen Gesundheits- 0,7 —-0,062 0,94 0,65
amt nicht direkt in ein zentrales Register 05 ~0118 0,89 044

eingetragen werden konnen und Zeitverziige
entstehen, als wiirde man Boten zu Pferde
aus der Provinz in die Hauptstiddte entsenden,
ist fiir mich personlich kaum nachvollziehbar.
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6 Ergebnisse fiir Deutschland

Berechnet man nun den Schitzer aus Abschnitt 4 unter Beriicksichtigung der Parameter fiir
COVID-19 aus Abschnitt 5 auf Basis der Daten des [RKI] vom 8. Mai 2020, so erhilt man
fiir Deutschland den in Abb.2 dargestellten Verlauf fiir die Reproduktionszahl. Dort sind
auch die neu gemeldeten Fille angegeben. Tagesaktuell findet man diese Grafik, auch fiir
einzelne Bundesldnder sowie fiir die Lander der Welt auf Basis der Daten der [JHU], auf
der in Abschnitt 1 genannten Webseite.

An der Grafik lésst sich allerhand ablesen: Vor dem 9. Mirz 2020 ist die Reprodukti-
onszahl sehr hoch, was sich dadurch erkliren liee, dass bis dahin viele importierte Fille
gemeldet wurden, es sich also um Reiseriickkehrer handelte, die sich im Ausland angesteckt
haben. Dies erhoht den Zéhler in Gleichung (12) bei kleinem Nenner, fiihrt also zu einer
Uberschitzung der Reproduktionszahl.
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— Rep 95% R=1 neu gemeldete Falle

Abb. 2 Schétzung der Reproduktionszahl fur Deutschland auf Basis der neu gemeldeten Falle [RKI]

Um den 16.Mirz wurden Schulen geschlossen, bis 22. Mirz recht drastische Kontakt-
beschriankungen erlassen. Dies fiihrte zu einer Reduktion der Reproduktionszahl unter 1,
namlich ungefihr 0,7, ab Ende Mérz und in der Folge — per constructionem eine Woche spé-
ter — zu einem Riickgang der Zahl der Neuinfektionen. Diese Zeitverzogerung verdeutlicht
auch die Schwierigkeit im Umgang mit den Maflnahmen: Werden diese so weit gelockert,
dass R stark ansteigt, so ist dies erst 1 bis 2 Wochen spéter in den Fallzahlen erkennbar.

Die Fallzahlen fiir die letzten 3 Tage sind noch unvollstindig, die zugehorigen letzten
3 Reproduktionszahlen also zu gering; Ende April deutet sich also ein Wiederanstieg der
Reproduktionszahl aufgrund der Lockerung der MaBnahmen seit 20. April an.

Deutlich sichtbar ist auch ein periodischer Wochentagseffekt, der durch mehrere Fakto-
ren erkldrt werden kann: Patienten suchen ihren Hausarzt nicht am Wochenende auf, Labore
testen am Wochenende weniger und Gesundheitsimter melden Fille am Wochenende nicht.

Die Konfidenzintervalle sind hingegen nur Ende Februar/Anfang Mirz erkennbar, wo
die Fallzahlen noch sehr klein waren. Sie spiegeln ja auch nur den Teil der Unsicherheit
wider, der in der stochastischen Natur der Ausbreitung der Epidemie begriindet ist, was bei
groflen Fallzahlen vernachlissigbar ist. Insofern sind die periodischen Schwankungen eine
niitzliche, visuelle Warnung an den Betrachter, sich das Ausmall der Ungenauigkeiten bei
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der Schitzung, welche auf Probleme mit den Daten etc. zuriickzufiihren sind, klarzuma-
chen. Insbesondere hat es keinen Sinn zu diskutieren, ob die Reproduktionszahl seit gestern
um 0,1 zu- oder abgenommen hat.

Eine Sensitivititsanalyse, wie sich die Wahl der Parameter sowie die Datenquelle auf
die Ergebnisse auswirken konnte, findet man in [HOTZ et al. 2020].

7 Diskussion des Schatzers

Ein Vorteil des hier vorgestellten Schitzers ist, dass er mit vergleichsweise wenigen Modell-
annahmen auskommt; insbesondere muss kein exponentielles Wachstum, was gleich blei-
bende Verhiltnisse voraussetzen wiirde, postuliert werden. Dennoch miissen die Schitzun-
gen vorsichtig interpretiert werden, da sie von mehreren Faktoren beeinflusst werden. Die
Strukturannahme in Gleichung (3) wird verletzt sein, wenn sich Maflnahmen auf die Vertei-
lung der Generationszeit auswirken, beispielsweise weil striktere Quarantinemalinahmen
verhingt werden oder friiher getestet wird, sodass lange Generationszeiten unwahrscheinli-
cher werden. Dies konnte auch dadurch passieren, dass unterschiedliche Altersgruppen un-
terschiedlich betroffen sind, diese aber unterschiedliche Infektiosititsprofile aufweisen.

Auflerdem dndert sich vielleicht die Datenerhebung iiber die Zeit; es wird beispielsweise
mehr getestet, was zu einer scheinbar hoheren Zahl von Neuinfektionen fiihrt. Bei einem
(tiber die Linge des Infektiosititsprofils) konstanten Verhiltnis zwischen gemeldeten und
unentdeckten Fillen (,,Dunkelziffer) kiirzt sich dieser Faktor aber erfreulicherweise aus
Zihler und Nenner in Gleichung (12), sodass der Schitzer dagegen einigermaf3en robust ist.

Dass das Infektionsdatum nicht bekannt ist, haben wir oben schon diskutiert, ebenso wie
die Effekte der Wochentage auf den Meldeverzug. Die Schitzungen sind also nicht perfekt,
ihre Fehlerquellen mannigfach und nur schwer als statistische Unsicherheit zu quantifizie-
ren. Dennoch glauben wir, dass sie hilfreich sind und qualitativ korrekte Erkenntnisse er-
moglichen. Fiir sich alleine genommen reichen sie jedoch fiir eine Beurteilung der Situation
nicht aus. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Epidemie ist sozusagen durch die Anzahl
der Neuinfektionen gegeben, die Reproduktionszahl misst ihre Beschleunigung. Deshalb
geben wir die Anzahlen der neu gemeldeten Fille in Abb. 2 mit an. Weitere wichtige Kenn-
zahlen betreffen die Auslastung der Krankenhiuser, die Gesamtzahl der mit der Epidemie in
Zusammenhang stehenden Todesfille sowie die Ubersterblichkeit, das heift die Anzahl an
Todesféllen (sagen wir) pro Monat im Vergleich zum langjahrigen Mittel. Erst all diese
Kennzahlen zusammen vermitteln ein umfassendes Lagebild; die Reproduktionszahl R
spielt fiir die Beurteilung der Lage aber zweifelsfrei eine grofle Rolle.

8 Hinweise flir den Unterricht

Einiges, was hier erldutert wurde, kann dazu dienen, die Bedeutung angewandter Mathema-
tik fiir gesellschaftlich relevante Fragen zu vermitteln. Wenn man die stochastische Natur
der Ausbreitung der Epidemie ignoriert und nur im Mittel argumentiert, kommt man zu dem
deterministischen exponentiellen Wachstum in Abschnitt 3.

Die stochastische Entwicklung ldsst sich, wenn man vereinfachend von der Binomial-
verteilung als (bedingter) Verteilung ausgeht, wie in Abschnitt 4 herleiten, woraus sich bei
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fiktiver GroBe der Bevolkerung n auch direkt Konfidenzintervalle ableiten lieen, von wel-
chen man anhand von Beispielen feststellen wiirde, dass diese nicht von n abhéngen.

SchlieBlich ist auch der Modellbildungsteil in den Abschnitten 2, 5 und 6 hervorragend
geeignet zu iiben, reale Sachverhalte mathematisch prizise zu fassen, aber auch sich be-
wusst zu machen, dass es sich dabei um eine Idealisierung handelt, welche dennoch wert-
volle Erkenntnisse liefern kann. Kurz: Ich hoffe, dass die obigen Ausfiihrungen zu spannen-
dem Mathematikunterricht mit lebhaften Diskussionen beitragen.
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