Schulpraxis

Das »Eins durch Wurzel aus n Gesetz«!
Einfithrung in statistisches Denken auf der Sekundarstufe I

Verfasser: Dr. Wolfgang Riemer, August-Bebel-Strafie 80,
50259 Pulheim

Schon 1972 hat Freudenthal darauf hingewiesen, dafs es aus
vielen Grinden sinnvoller sei, die Grifie von Zufallsschwankun-
gen in endlichen Versuchsserien zu untersuchen, als die Stabuili-
sierung der relativen Héaufigkeiten bei »unendlich langen« Serien
in den Mittelpunkt des Unterrichts zu stellen. Im folgenden
wird Freudenthals Ansatz vertieft und in eine vielfach erprobte
Lernsequenz idibersetzt. Nur am Rande sei angemerkt, dafi
C. F. Gauss der Methode der kleinsten Quadrate, deren Nihe zu
Jfolgenden Ausfithrungen auf der Hand liegt, seinen friihen Rum
verdankt, weil er mit threr Hilfe die Wiederkehr des Planetorden
Ceres vorhersagte, der im_fanuar 1801 von G. Piazzi kurzzeitig
beobachtet worden war.

1 Einfithrung

Die folgende Unterrichtssequenz versucht, an in-
tuitive Vorerfahrungen ankntpfend, Schiilerinnen
und Schiilern der Klassenstufe 9/10 in einige Grund-
gedanken beurteilender Statistik einzufiihren. Wir
untersuchen experimentell die Grofie von Zufalls-
schwankungen und studieren quantitativ, wic diese
Schwankungen mit gréfler werdendem Versuchsum-
fang abnehmen. Die »griffige« Gesetzmafigkeit: »Die
Schwankungsbreite ist umgekehrt proportional zur
Wurzel aus dem Versuchsumfang« ist ein Anwen-
dungsbeispiel flir Potenzfunktionen und stellt eine
Briicke zur Algebra der Jahrgangsstufe 10 her. Verbin-
det man andererseits dieses Gesetz mit sensorischen
Tests (schmeckst Du, siehst Du, hérst Du einen Quali-
tatsunterschied zwischen . . .?), so wird sich kaum eine
Lerngruppe der Faszination entziehen, die mit Ent-
scheidungen unter Unsicherheit und den Grundge-
danken beurteilender Statistik verbunden sein kann.

Durch das experimentelle Vorgehen {wir betrach-
ten das lfﬁ—Gesetz als Naturgesetz) wird eine Grund-
lage fir theoretische Untersuchungen in der Sekundar-
stufe IT geschaffen (zentraler Grenzwertsatz). Ande-
rerseits ist die Lernsequenz auf einem elementaren
Niveau in sich so abgeschlossen, dafl auch Schiiler, die
das Gymnasium nach der Klasse 10 verlassen, einen
Einblick in dieses anwendungsnahe Gebiet der Mathe-
matik erhalten.

! Vortrag auf der 83. Hauptversammlung des Deutschen Vereins zur For-
derung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts in Biele-
feld 1992,

Da die Zeit in der Jahrgangsstufe 10 oft knapp be-
messen ist, kann man sich auf den (alles Wesentliche
enthaltenden) Fall p = 0,5 beschranken. Dann 1afit sich
die Lernsequenz in ca. 5 Wochen (eine Klassenarbeit)
unterrichten. Vorkenntnisse aus der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und der Begriff der Standardabwei-
chung sind nicht zwingend erforderlich. Wir messen
die Schwankungen durch Quantildifferenzen, deren
Aussagekraft im Gegensatz zur Standardabweichung
unmittelbar auf der Hand liegt.

2 Unterrichtsgang

1. Schritt: Schitzen von Zufallsschwankungen

Unm spater untersuchen zu kénnen, wie gut unsere
intuitive Vorstellung von Zufallsschwankungen ist, be-
ginnen wir mit einigen Schitzungen; diese konnen an
geeigneter Stelle (Aufg. 6, Tab. 2) der Realitit gegen-
ubergestellt werden (Aufbau einer Erwartungshal-
tung, Sicherung eines Problemverstandnisses). Ggf.
kann man diesen Schritt auch tiberspringen und mit
Schritt 2 beginnen. y

Man bittet Schillerinnen und Schiiler, sich vorzu-
stellen, daf sie eine Munze 25mal werfen. Sie sollen
aufschreiben, wie oft (auch prozentual gesehen) dabei
»Kopf« gefallen sein konnte. Dieses Gedankenexpe-
riment soll mehrfach wiederholt werden. SEGMEN
schreibt: 12 (48%), 16 (64 %), 19 (76%), 11 (44%),
8(32%).

Die gleiche Frage beantwortet er fir 100 Minz-
wurfe wie folgt: 48 (48%), 67 (67%), 27 (27%), 44
(44%), 62 (62%) und fur 400 Minzwiirfe: 227
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(56,75%), 320 (80%), 130 (32,5%), 177 (44,25%),
2052559
Die Schiilerinnen und Schiiler werden gebeten, fiir
die ausgedachten relativen Hiufigkeiten die kleinsten
und die grofiten Werte anzugeben. Bei SEGMEN schwan-
ken sie
fur n= 25 Versuche zwischen 32% und 76 %,
far n = 100 Versuche zwischen 27% und 67 %,
fiir n = 400 Versuche zwischen 32,5 % und 80%.
SeEcMENs Schitzungen driicken die Intuition aus,
daf diese Schwankungen bei wachsender Versuchszahl
etwa gleich groff bleiben werden. (Diese Intuition tei-
len erfahrungsgemaf nicht alle, aber viele Schiilerin-
nen und Schiler, insbesondere solche, die ithre Zahlen
ohne viel Nachdenken heruntergeschrieben haben.)
Wir notieren einige der geschitzten Ergebnisse an der
Tafel - und meist lafit eine engagierte Diskussion nicht
lange auf sich warten. Die Frage, ob (bzw. wie) die
Schwankungen relativer Haufigkeiten mit wachsender
Versuchszahl abnehmen, ist fiir die Lerngruppe zum
eigenen Problem geworden.

2. Schritt: Experimentelle Untersuchung von Zu-
fallsschwankungen

Jeder wirft eine Minze 25mal und zahlt aus, wie oft
Kopfauftrat. Dieses Experiment wird einige Male wie-
derholt, so daf jeder auch eine relative Haufigkeit zu
100 Munzwdurfen beisteuern kann. Wir fassen die Er-
gebnisse zusammen. Die letzte Spalte entstand hier
durch Mittelwertbildung der ersten vier Spalten.

(5 mal 25 Munzwiirfe) (100 Munzwirfe)

MicueLe: 0,52 0,36 0,48 0,24 0,68 0,40
Marcer: 0,60 0,48 0,64 0,44 0,48 0,54
ANNA: 0,72 0,56 0,52 0,36 0,56 0,59
AwnerTE: 0,52 0,56 0,40 0,48 0,64 0,49
RAINER: 0,52 0,52 0,36 0,40 0,44 0,45
Kar: 0,44 0,52 0,44 0,48 0,48 0,47
FrANK: 0,52 0,52 0,44 0,352 0,52 0,45
ANJA: 0,40 0,60 0,52 0,68 0,40 0,65
JENNET: 0,56 0,32 0,60 0,56 0,60 0,51

Seemen: 0,48 0,36 0,40 0,44 0,64 0,42

Schon der Vergleich der letzten Spalte mit den
ubrigen Daten lafit erahnen, daf die Zufallsschwan-
kungen mit wachsender Versuchszahl (von 25 auf 100)
abnehmen. SEGMENs Intuition trifft wohl nicht die
Realitdit. Wir wollen die Abnahme quantitativ stu-
dieren.

3. Schritt: 96% und 68% - Schwankungsintervalle

Wir sortieren 50 relative Haufigkeiten (25 Miinz-
wiirfe) (siehe nachste Spalte oben).

Die relativen Haufigkeiten schwanken bei diesem
Experiment zwischen 0,24 und 0,72 (Spannweite).
Wir verabreden, die kleinste und die grofite relative

1 MicaeLe Nr. 3 0,24
2 JENNET Nr. 2 0,32 i
3 Frank Nr. 4 (1] 52
4 MicHeLE Nr. 2 0,36
5 ANNA Nr. 4 0,36
6 RAINER N3 0,36
7 SEGMEN  Nr. 2 0,36
8 SEcMEN  Nr. 3 0,40
9 ANja Nr. 1 0,40 el
10 Anja Nr. 5 0,40
11 RAINER Nr. 4 0,40
b 68 % 96 %
41 JENNET Nr. 3 0,60
42 JENNET Nz. 5 0,60 vl i
43 Anja N2 0,60
44 Marcer Nr.1 0,60
45 ANETTE Nr. 5 0,60
46 MarceL Nr.3 0,64
47 SEcMEN  Nr. 5 0,64
48 Anja Nr. 4 0,64
49 MicHELE Nr.5 0,68
50 AnnNA Nr. 1 0,72 A liese

Haufigkeit als Ausreifer »wegzulassen«. Die restlichen
48 relativen Haufigkeiten (das sind 96% von 50)
schwanken zwischen 0,32 und 0,68 (96 % -Intervall).
Lassen wir die acht kleinsten und die acht grofiten rela-
tiven Haufigkeiten weg, so liegen bei diesem Experi-
ment die verbleibenden 34 (das sind 68 % von 50) zwi-
schen 0,40 und 0,60 (68%-Intervall). Die »Marken«
96 % und 68% sind willkirlich gewahlt. Andere Pro-
zentsatze sind ebenso méglich, fiihren aber zu weniger
einprigsamen Gesetzen. Den theoretischen Hinter-
grund der 1¢- und 2 o-Umgebungen und den zentralen
Grenzwertsatz ibergehen wir auf unserem Niveau
experimenteller Untersuchungen.

4. Schritt: Computersimulation

Mit Computerhilfe? erhthen wir nun die Anzahl
der relativen Héaufigkeiten (stetsausn = 25 Miinzwiir-
fen) von 50 auf 100, 200, . . . (Vielfache von 50) und be-
obachten: Das 68 %-Intervall bleibt (im Gegensatz zur
Spannweite) davon unbertihrt, seine Breite schwankt
nach wie vor um den Wert 0,2 (von 0,4 bisp,6). Ver-
vierfachen wir die Wurfzahl n von 25 auf 100, 400, . . .,
so halbiert sich die Breite schrittweise. Wir erhalten fiir
die 68 % -Intervalle Tabelle 1.

Wir merken uns folgende Faustregel:

Die Breite des 68 %o-Intervalls betragt bei relativen Haufig-

ketten aus n Miinzwiirfen I/‘[/;. D. k. etwa 68% aller relati-

? Fin Simulationsprogramm (MS-DOS) zu den Schritten 4 und 8 kann
gegen Einsendung einer formatierten Leerdiskette mit frankiertem Riickum-
schlag beim Verfasser angefordert werden.
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n von bis Breite
25 0,40 0,60 A2 =
100 0,45 .55 0,1 =1/10
400 0,475 0,525 0,05=1/20
= 1/]/?1

Tab. I

ven Hiufigkerten liegen ziwischen 0,5 — 1/(2 ﬁ) und 0,5 +
142Yn).

Das 96 %o -Intervall 15t doppelt so grof. Insbesondere gili:
Man muf§ den Versuchsumfang vervierfachen, damat die relati-
ven Haufigkeiten nur noch »halb so starke schwanken.

5. Schritt: Ubungen

Das I/V;—Gesctz mufl durch kleinere Ubungen
gefestigt werden. Wir berechnen einerseits 68 %- und
96 %-Intervalle far relative und absolute Trefferhdu-
figkeiten, andererseits erforderliche Versuchsumfange
zu vorgegebenen Intervallbreiten. Dabei werden
Algebra-Kenntnisse in inhaltlich sinnvollem Kontext
aktiviert. Beispielaufgaben finden sich in Schritt 7.

Im Zusammenhang hiermit sollte man eine statisti-
sche Sprechweise fir die inhaltlich erarbeiteten Zu-
sammenhinge einfithren:

Wir nennen ein experimentelles Ergebnis mit der
Hypothese einer fairen Miinze vereinbar, wenn die
relative Haufigkeit innerhalb des 96 % -Intervalls liegt.
Andernfalls vermuten wir, daf die Miinze wohl nicht
fair ist.

Wie viele Deiner eingangs durchgefithrten Schat-
zungen fur relative Haufigkeiten aus 25, 100, 400 Minz-
wiirfen kénnten wir als Ergebnisse tatsichlicher Expe-
rimente noch akzeptieren? (Bei SEGMEN sind insgesamt
7 (46%) der 15 Schatzungen nicht akzeptabel. Hatte
SecMEN wirkliche Experimente - und keine Schéitzun-
gen - durchgefihrt, sollten nur ca. 4% der Ergebnisse
das Urteil »nicht akzeptabel« erhalten.)

6. Schritt: Statistischer Test

Es ist unverzichtbar, dafd Schiilerinnen und Schii-
ler in eine tatsachliche Testsituation hineingestellt wer-
den, deren Ausgang fiir sie von persdnlicher Bedeu-
tung ist. Konstruierte Beispiele sind »tddlich«. Hier ein
Geschmackstest.

Testbogen: Koffein ist ein geschmackloses Auf-
putschmittel. Daher liegt die Hypothese nahe, dafl
man zwischen COKE mit (M) und ohne (O) Koffein
nicht unterscheiden kann. Du wirst nach Beantwor-
tung der Fragen a) bis c¢) 25 Kostproben erhalten.
(25 numerierte, zufillig mit (M) bzw. (O) gefillte
Becher werden die Runde machen, jeder nimmt mit
seinem Trinkhalm eine Probe und kreuzt in d) an.

a) In welchen Intervallen mifiten relative und ab-
solute Trefferhaufigkeit mit 96 %iger Sicherheit liegen,

wenn Du keinen Unterschied schmeckst, also Deine
Antworten gleichsam zufallig (durch Werfen einer
Miinze) entstanden sind?

b) Beantworte die gleiche Frage fiir 250 Kostpro-
ben (die etwa durch Zusammenfassen der Ergebnisse
von 10 Schiilerinnen und Schiilern entstehen.)

c) Welche Folgerung wiirdest Du ziehen, wenn
Deine Trefferhaufigkeit
- »oberhalb« des 96 %-Intervalls,

- »unterhalb« des 96 % -Intervalls liegt?

(Im zweiten Fall ist man vermutlich ein Invers-
schmecker, COKE mit Koffein schmeckt der Testper-
son wie die koffeinfreie Variante und umgekehrt.)

d) Bewerte die 25 Geschmacksproben mit M bzw. O:

Probe Nr.: 1
Mein Tip:
Auswertung:
Probe Nr.:
Mein Tip:
Auswertung:
Probe Nr.:
Mein Tip:
Auswertung:
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Meine absolute Trefferhdufigkeit: 15.
Meine relative Trefferhaufigkeit: 60 %.

Ist Dein Testergebnis mit der Hypothese verein-
bar, daft Du keinen Unterschied schmeckst, oder liegt
es im Schmeckerbereich bzw. im Inversschmeckerbe-
reich? (In allen untersuchten Klassen waren mehrere
»Schmecker«; nur sehr selten erhilt man die Diagnose
»Inversschmecker«.)

Der Variation dieser Testprobleme (gerade mit
£ =0,5) sind keine Grenzen gesetzt. Kann man Mager-
milch von Vollmilch, kohlensdurefreies Mineralwasser
von Leitungswasser, preiswerte No-Name Produkte
von teuren Markenartikeln, Kunstleder von Leder,
Naturfasern von Synthetik, CD-Spieler von Band-
geriten . . . unterscheiden?

7. Schritt: Weitere Ubungen und Klassenarbeit

Es folgen einige Aufgaben, die man auch fir Klas-
senarbeiten verwenden kann.

Aufgabe 1: a) Was bedeutet die Aussage: »das
96%-Intervall der relativen Hiufigkeit ist bei 400
Miunzwirfen [0,45; 0,55]«

b) Dir sagt jemand: »Ich habe in 400 Miinzwiirfen
241mal Kopf erhalten.« Wie beurteilst Du diese Aus-
sage?

Aufgabe 2: a) Ulla hat bei 85 Geschmacksproben
53 Treffer erreicht. Ist das Ergebnis noch mit der An-
nahme vereinbar, dafi Ulla zuféllig angekreuzt hat,
also keinen Unterschied schmeckt?

b) Bei welchen Trefferzahlen wird man die An-
nahme fallenlassen, dafi Ulla blof} rat?
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