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WOLFGANG RIEMER, REINHARD SCHMIDT

Klothoiden ,erfahren”
mit GPS, Google und GeoGebra

Modellieren ohne Realitat ist wie Schwimmen ohne Wsser

Abb. 1: Boxengasse/Zielgerade in Hockenheim. Da- Abb. 2: Die 5/10HZ GPS-Logger auf dem Armatu-

hinter liegt die Nordkurve, die dieses Renntaxi mit renbrett eignen sich besser als Trekking Navis,
ca. 115 km/h durchfuhr. rechts am Holm fixiert.

Abstract: StraRenfiihrungen ,modelliert* man im Mathematilarritht oft mit prifungsre-
levanten Funktionsklassen wie Polynomen und Expiei&@mktionen (Abb. 3). Leider
kommen dabei Scheinanwendungen heraus: ,RealitigsAawendungsaufgaben erhalt
man nicht dadurch, dass man die Kurven, die manegeéiskutieren mdchte, StralRen
nennt.“ [Lambert & Peters 2005].

Mit digitalen Landkarten, GPS-Tracks und Werkzeugéa e @
GeoGebra gelingt es aber, Realitdt ins Klassenzimume . o

holen unddie Perspektive zu wechseln S

Wenn man Schilern namlich nicht mehr ,vorgaukeltiss e e Q%
.Kontextaufgaben® die Wirklichkeit beschreiben, dem el

fragt, wie gutein ausgedachtes Modell passt — oslarum es &
nicht passen kann — verliert das Thema den Beigeschmack il
des ,Ausziehens zuvor eingekleideter Aufgaben“.eBtste- ‘_‘ﬂigﬁg‘r::m

hen Anlasse fur spannende Untersuchungen, mit dersen . .
. ! ; A i Abb. 3: Der Kontext ist aus-
in Klasse 6/7 beginnen kann, und die mit dem Abitach  tauschbar. Es handelt sich

nicht abgeschlossen sind. um eine kontextfreie Steck-
briefaufgabe.

1 Einleitung
GPS-Empfanger zeichnen Zeit-Weg-Funktionen ,s(tjf. ®iese lassen sich beim Anfah-

ren und Abbremsen von S-Bahnen und Kraftfahrzeugeist ausgezeichnet durch quadra-
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tische Funktionen beschreiben. Die Zeit-Geschwialigfunktionen ,v(t)* sind dann line-
ar. Das Modellieren von Realitat durch Funktioneindwerlebbar; man ist im Kern der
Schulanalysis.
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Abb. 4: Start in Hockenheim: Der Graph der Zeit-WegFunktion gleicht einer Ursprungsparabel. Erst eineAnalyse
durch die stiickweise lineare Zeit-Geschwindigkeitsinktion macht die Schaltvorgange sichtbar. Der Naménalysis
kommt von Analysieren

Weniger geléaufig ist, dass GPS-Empfénger auch dlatfichtung (den ,Kurs“y in
Abhangigkeit von der zurtckgelegten Strecke aufreo. Und wenn man die Graphen
dieser Richtungsfunktioneru(s)" beim Einfahren in eine Kurve untersucht, eotdeman
auch hier eine quadratische Abhéngigkeit, also kieare Abhangigkeit der Richtungsan-
derung (des Lenkradeinschlags) vom Weg. In demilas man die eigene Lenkradbewe-
gung beim Kurvenfahren nur aufmerksam beobachtaram diesem Beispiel zu erkennen,
was Heinrich Winter [1995] mit seiner ersten Grutfiaerung gemeint haben konnte:

.Der Mathematikunterricht sollte anstreben, Erscheiingen der Welt in einer spezifi-
schen Art wahrzunehmen und zu verstehen.”

Wenn man weiterdenkt und sich fragt, auf welchear&p man Kurven durchfahrt, wenn
man das Lenkrad linear mit dem Weg dreht, landet be Klothoiden. In ihrer diskreten —
durch GPS-Messungen nahe gelegten — Form ist dimegische Bewadltigung in einer Ta-
bellenkalkulation (vgl. Abschnitt 5) ohne Analy®fach, da Bogenlangen, Drehwinkel
und Kurvenkrimmungen numerisch vorliegen oder asstiBnen direkt bestimmt werden
kénnen. Analytisch sind sie sperriger, aber dassteht mit dem Einzug von GeoGebra ge-
andert, wie in Abschnitt 6 angedeutet und durchKlathoidenlineal aus Abschnitt 7 be-
legt wird.

2 Nicht so schnell in die Kurve

2.1 Die Richtlinien zur Anlage von Landstralen (RAS-L) in Klasse 7

Wir beginnen mit einem Aufgabenbeispiel [Henn 201dHs zeigt, wie man das Thema
.Kurvenfahren“ ab Klasse 7 mit Satellitenfotos uBdoGebra (auch ohne GPS) erschlie-
Ren kann. Der Pfiff besteht darin, dass man nanodisgéhem Messen mithilfe einer Geset-
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zestabelle auch ,vor der eigenen Haustirbgnoseniber Geschwindigkeitsbeschrankun-
gen machen kann, die dann in der Realitit an atefifes Warnschildern auch einer Uber-
priifung zuganglich sind. Es ist diese Uberprifbiarkiée fir Motivation und Authentizitét
sorgt. Und natirlich werden die Schilerinnen undi@r angeleitet, Uber den funktionalen
Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Kreisradiachzudenken, einen Zusam-
menhang, der auch die nachste Achterbahnfahrineneineuen mathematikhaltigen Licht
erscheinen lasst.

Nicht so schnell in die Kurve!

Wie wird eine Geschwindigkeitsbeschrankung wie diese an der

von T nach Wi ?
Die Richtlinie fiir die Anlage von StraBen gibt den Mindestradius
einer Kurve bei vorgegebener Geschwindigkeit an — oder
andersherum: Sie legt fest, wie schnell man durch eine Kurve
fahren darf (Tabelle).

Geschwindigkeitsbeschrankung

v min R
km/h]  [m]
Mindestradius bei
50 80 vorgegebener
60 120 Geschwindigkeit - oder
70 180 anders herum gelesen: Wie
80 250 schnell darf man in einer Strafie L578.8us der,
90 340 Kurve fahren? Vogelperspekiiva
100 450
120 720

Sind die 70 km/h angemessen?

Lade die Luftaufnahme der LandstraBe L578 in ein DGS.
Stelle dir vereinfacht die StraRe aus Geraden- und einem
Kreisbogen zusammengesetzt vor. Ermittle den Radius der
Kurve, indem du geschickt einen Kreis einpasst, dessen
Radius misst und den im Bild angegebenen Mafstab nutzt.

Abb. 5: Aufgabe aus Henn [2014].

2.2 Mit der RAS-L auf dem Hockenheimring?

Im Anschluss an die L578 besuchen wir die Nordkutee Hockenheimrings, die in Nord-
richtung durchfahren wird, aber im Westen des Ringegt. Wie schneldurften hier die
Autos hochstens fahrewennsie sich an die RAS-L (Tabelle aus Abb. 5) haltéinden?

A f(x) Stidkurve g  Nordkurve
20——36—4 0
B .
s Loatio] \\\
E ~LNN
[ = AR
S N
\ \ \
\ L J ”‘
\ VAN
b Y
\\ %

Abb. 6: Nordkurve nach Pallack [2007] mit Steckbrief-Polynoals Fahrspur.Auf der Suche nach Anwendungen wird
angeregt, mit CAS uber Fahrspuren in der durch konentrische Kreise beschriebenen Nordkurve des Hockéeim-
rings zu spekulieren. Um diese durch Funktionsgrapén beschreiben zu kénnen, wird die Nordkurve nach €ten ge-
dreht.
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Im Gegensatz zur L578 spielt bei Autorennen dierlb@imnbreite eine enorme Rolle!
Wenn man die Kurve wieder durch konzentrische Kreaisodelliert, kommt man nach
Abb. 7 auf den Innenradius von ca. 7m und einenefitddius von ca. 20m. Und jetzt sieht
man, warum Autos Kurven gerne anschneiden. Fahmtmaanlich Gber einen Krimmungs-
kreis von der Auf3en- Uber die Innen- und wieder dief AuBenkante des Rings (dicke
Kreisbahn), so kommt man auf einen Krimmungsradars stattlichen 132m. Wurde auf
dem Hockenheimring die RAS-L gelten, dirfte mander Nordkurve etwas mehr als
60km/h fahren.

1364

) Measure area
Crew a shaps

Center

Abb. 7: Satellitenaufnahme der Nordkurve. In GoogleMaps kann man die Fahrbahnbreite (13m) messen.

2.3 Modellieren und extrapolieren:
Querbeschleunigung und 700,
Hintergrund der RAS-L

Die nahe liegende Frage, wie schnell man”

auf der Innenkante der Rennstrecke (r=7m).,,

fahren drfte, lasst sich mit der RAS-L Ta-
belle nicht beantworten, da sie fir solche =

Fragestellungen nicht gemacht wurde. Nor-

malerweise extrapoliert man in solchen Fal- ™|

len die zur Tabelle gehoérende linksge- ...
krimmte Punktwolke* aus (Geschwindig-
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0

I
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Abb. 8: Das ,Modellieren mit Trendfunktionen“ bleib t ohne
4 Sachverstand inhaltsleer.
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keit; Radius)-Punkten mit Trendfunktionen, die imtetricht ,gerade dran sind".

So liefert die Trendparabel p mit p(x) = ax2 + bx gemal Abb. 8 fiir kleine Radien
wachsende Geschwindigkeiten, was nicht zur Wirkiagh passt. Diese Extrapolation ist
sinnlos. Eine Ursprungs-Trendparabel mit ¢ = 0 wufdr kleine Radien negative Ge-
schwindigkeitswerte liefern und die rein quadrdtesdarabel mit b = ¢ = 0 passt nicht
mehr zur RAS-L. Spekulieren hilft nicht weiter, gikalischer Sachverstand (Abb. 9) ist
gefragt und beleuchtet, was hinter der RAS-L stedi@nnte. Berechnet man namlich aus
den Tabellenwerten die vom Gesetzgeber gerade alamptierten Querbeschleunigungen
&, So stellt man eine lineare Abh&ngigkeit von des¢hwindigkeit v fest:
ag = 3,0387 — 0,0127 \v in km/h, g in m/s?, vgl. Abb. 10). Damit ergibt sich aus

& =Fw2 fur den geforderten Krimmungsradius r in Abh&negigkon der Geschwin-

W R
digkeit I =—

a :m und der in Abb. 8 dicker markierte Funktionsgraglmit

einer Polstelle bei » 235km/h als Maximalgeschwindigkeit auf geradee&te) als sinn-
volle Extrapolation der RAS-L Tabellddiernach diirfte man auf der Innenkante der Nord-
kurve (r = 7m) nur 16km/h fahren, auf der AuBenkafit20m) 25km/h und beim An-
schneiden der Kurve auf einer Kreisbahn mit r =ri3@merhin 62km/h.

Querbeschleunigung
Bremsverzigeringen
fiir PKWs fewedls fn Fur die Querbeschleuniguag die ein Auto aus der Kurve rutschen lassen mogiite
mys angegeben 1
Asphalt a, =—[2=kQy?
trocken i r
Tss 575 a; Querbeschleunigung in m/s?
r: Krimmungsradius im m
:f::::r &0 V. Geschwindigkeit in m/s
nass ) k= 1/r. Krimmung in rad/m.
;‘:-m:rm x| Die Querbeschleunigureplite je nach Witterungs/Reifenverhéltnisssenruit® nebenstehe
Wirnian 25 aufgefiihrten Werten liegen.
Wahrend die Beschleunigung mit der MaRReinheit je#s geschrieben als m/s2 beim Gerad
"m""l; i fahren als Geschwindigkeitsabnahme je Zeiteinhitielstufenschiilern intuitiv noch gut zugg
m&":‘;ﬁfr g' 5 lich ist, die Querbeschleunigung mit der gleicheafdeinheit speg. Sie erschlie3t sich erst, w
i ] man Geschwindigkeiten als Vektoren deutet, dietssam Kurvenfahren trotz gleicher Tach
Glottels zeige andemn.
olue Spurksttan 125
mit Spurketten 275
gut gestreut 225 Abb. 9: Info zur Querbeschleunigung. Lambacher-Schwizer 8 (734441) S. 219.

T - A =STEIGUNG(ES2:E$E;A52: ASS"A2+ACHSENABSCHNITT(ES2: E$3; A2: ASE)
A B C D E F G | H [ [ J | K | L [ [
1 |V (km/h) |r (m) |k (°/m) |Einschlag (*)|aq |ag-modell |r-modell s
2 50/ 80| 0.72 38.48]2.41 2.39 81, | \
3 60| 120| 0.48 25.662.31 2.26] 123 g B D s A
s 70/ 180 032 17.10[2.10 243 177 S0 : :
5 30| 250/ 0.23 12.32[1.98 200 248 os
5 90| 340] 0.17 9.061.84 187] 333 oo
7 100| 450/ 0.13 6.84[1.71 1.75] 442 © oo Sf(kmm?” e e e
8 120| 720/ 0.08 4.28[1.54 1.49| 747

Abb. 10: Die vom Gesetzgeber akzeptierte Querbesehinigung & (in m/s?, Spalte E) sinkt linear mit der Geschwin-
digkeit v (in km/h, Spalte A). Spalte F zeigt diem Linearmodell zulassigen Querbeschleunigungen zurdergleich.

MU 4 — 2015 5



W. Riemer und R. Schmidt Klothoiden ,erfahren” - mit GPS, Google und GeoGeba

Spalte G enthalt die nach diesem Modell zulassigefrimmungsradien, die sehr gut zu den tatsachlich vgeschrie-
benen (Spalte B) passen.

3 Sprung in die Wirklichkeit

Matheunterricht wird spannend, wenn man nach deek8jgren den Vergleich mit der

Realitat wagt. In Abb. 5 bestand dieser im Blick das Verkehrsschild, das man am Ho-
ckenheimring vergeblich sucht. Stattdessen schairenns den Track einer Runde samt
Geschwindigkeitsprofil an, das man in Google-Earibh Punkt fir Punkt ausmessen kann.

Googleearth

115,m  sichthshe 118km

x

Abb. 11: In Google Earth kann man Tracks samt Gesahindigkeitsprofil (untere Bildhalfte) darstellen und mit dem
Videoplayer (oben links) animiert nachfahren. Auf cer Nordseite des Ringes fahrt das Renntaxi 240 km/bevor es
in der Nadelkurve (im Osten) auf 60 km/h herunterbemst.

Statt der prognostizierten Kreisbahn mit r=132mrffétas Taxi auf einem Track, der von
der Geraden allmahlich in einen engeren Kreis miiRs r = 85m Ubergeht. Wegen dieser
Ubergangsbogen kann der Kreis die duReren Fahidrader auch nicht mehr beriihren.
Aber das Tempo ist mit fast 120km/h doppelt so heih,erlaubt‘ und die Querbeschleu-
nigung ist mit 12m/s2 achtmal so grof3 wie der RAG+#ienzwert, der 1,5m/s2 betragt. Das
wird natirlich nur durch sehr breite und weichef&eimdéglich, die auf der Fahrbahn ,kle-
ben".

Wie man die Querbeschleunigung (Uber die Krimmuaug) diskreten GPS-Messdaten

mittels Tabellenkalkulation berechnet, zeigt dégéade Abschnitt 4.
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Abb. 12 (Nordkurve): gro3e Punkte: Google-
Hintergrund, kleine Punkte (in den grof3en): Ge-
oGebra. Die 10 Positionen im Kurvenscheitel (sie
entsprechen einer Sekunde Fahrzeit) liegen ,ex-
akt* auf dem berechneten Kreis mit r=85m. Der
Track verlasst die Kreisbahn und geht (auf
Klothoidenbdgen) in ,Geradenstiicke” Uber, die
aber keine Kreistangenten mehr sind. Da die
Strecke hinter der Nordkurve leicht rechtsge-
krimmt weiterfiihrt, verlasst der Fahrer die lin-
ke Fahrbahnkante. Das hat zur Folge, dass die
abgebildeten Geraden (“Asymptoten®) sich et-
was nordlich des Kurvenscheitels schneiden.
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Abb. 13: Nordkurve-Geschwindigkeit Krimmung Querbeschleunigung

4 GPS-Daten auswerten:
Krimmung und Querbeschleunigung berechnen

4.1 Auswertung der GPS-Daten mittels Tabellenkalkulati  on

Aus derVogelperspektivésst sich die Krimmung k einer Strafl3e bzw. eirasks durch
Einpassen des Krimmungskreises wie in Abb. 7 bestim Wenn maim Auto sitzt, liegt
die Definition der Krimmungx als Drehwinkel je zurtickgelegter Streck@&her. Man kann
sie am Lenkradeinschlag bzw. der Querstellung dgfeR sehen und aus aufgezeichneten
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GPS - Positionsdaten auch direkt messen. Den Krimganadius erhdlt man dann als
Kehrwert r=1/k und die Querbeschleunigung UagJer = k02 (Abb. 14).
Ware die Fahrspur analytisch als Kurve (x(t); y¢@peben, kdnnte man die Krimmung

nach der Formel (2) aus 4.2.2 mithilfe von Ablegan bestimmen. Bei Vorliegen diskreter
Messdaten (Zeitpunkte, Positionen) kommt man wigt fmit Vektorrechnung aus:

T1319 - B =ARCSIMNO1315"R1320-R1318" 0132003131873 132000 1320-M1318)
[ m [ N [ o | P | o | R |8 T JUJ[v] w | x |
2 Jt(s) s(m)  |x(m)  yi(m) v (mis) |wy (mis) v (m/s) |k (rad/m) [k (%'m) |r (m) |omega (rad/s) |a-guer (m/s9)
137[1326) 48592 4184 2408”7 32007 -289) 3210 0011 -0B6B[ &7 -0.3686 -11.87
1318|1327 48624 4803 23777 372 -3m8| 30 0012 068 B4 -0.3811 -12.17
1319]1328) 48656 4818 23327 3144 808 319 0012 070 82 -0.3866 1227
1320(132.8) 48688 5130 2278”7 321 628 A 0012] 069 B4 -0.3808 -12.11
1321|133.0) 4572.0 5441 22.05: 31.02: 747 319 0012 -0BB 87 -0.3676 -11.72

Abb. 14: Im Scheitel der Nordkurve. Der GPS-Empfangr bestimmt die Position P(x; y) 10-mal je Sekunde.

Zunachst berechnet man den Geschwindigkeitsvekioreit t (Spalten Q, R):

- v 2 —F
Vi ={V;J 1OEP1 01Pr+o1

Alternativ liefert der Befehl =Steigung(O1317:013%9317:M1319) in Q1319 die Ge-
schwindigkeit y als Steigung eines t-x TrendgeradenstiickchensuiPadvird der Einfluss
von Messfehlern reduziert. Den Winkel, um den miah gwischen den Zeiten t-0,1 und
t+0,1 dreht, erhalt man mit

t+Ol
Qi onror = arcsm
Vi- 01‘ I:I37t+01‘

und die Krimmung (Spalten T, U) ergibt sich, inderan den Drehwinkel durch den zu-
rickgelegten Weg teilt (vgl. die erste Zeile in Ald) zu:

kt — at— 01t+0.1
S(t+01) -s(t-01)

4.2 Exkurs zum Krimmungsbegriff

4.2.1 Rechtskurven und Linkskurven
Der Betrag des Vektorproduktes ist die Flache desden Vektoren aufgespannten Paral-

lelogramms. Es gill‘éXB‘ =|§.| [.B‘sin<1 (@, 6) Das Produkt von Geschwindigkeits-

vektoren, die in der x-y-Ebene liegen, hat nur éifeetikalkomponente, es lasst sich als
Zahl deuten. Sie ist in Rechtskurven negativ, imkkkurven positiv. Damit erhalt man den

a><b
a

orientierten Drehwinkel ain < (8,b) =

_a
E
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- _ ab
Wenn man stattdessen m0S< (&, b) =| | — arbeitet, kann man rechnerisch zwi-
Alip

schen Rechts- und Linkskurven nicht unterscheiden.

4.2.2 Krimmung, Krimmungsradius und Lenkradeinschlag
da _ Richtungsaderung

ds Fahrstrecle

misst man die Richtungsanderung als Winkel im Bagg® und die Fahrstrecke in Meter.
Bei einem Kreis mit Radius r dreht man sich beeeiRunde auf der Langet2um den
Winkel 2r, die Krimmung ist dahekziz’7 =1, also gerade der Kehrwert des Kriim-

2t r
mungsradius. In Linkskurven ist sie positiv, in Rekurven negativ.
Dass die Kriimmung in der Praxis tatséachlich denmktameinschlag proportional ist zeigt
die Messreihe aus Abb. 16, vgl. hierzu Imsieke B01

Die Kriimmung einer Kurve ist definiert al§ = Dabei

14
12 r
10
g, <
g2 ¥ =0.p1861x
g R’ = (93441
§° °
4 [ ]
2
0
o 100 200 300 400 500 600
Psﬂsua P.Com einschlag (°)
| FehlerbeiGoogle Maps melden
Abb. 15: Wenn man Verkehrskreisel mit verschie- Abb. 16: ... proportionaler Zusammenhang zwi-
denen Radien durchfihrt, zeigt sich ein ... schen Krimmung in °/m und Lenkradeinschlag in °.

4.2.3 Krimmung analytisch

Erganzend zur diskreten Sicht auf die Krimmung natkKlationstabellen lohnt ein Ex-
kurs in die Analysis: Wenn man das Koordinatensyss® legt, dass man die Fahrspur
durch den Graphen einer Funktion f beschreiben Jgiitn

f*(x)

1) k(X)) =—=t—-
(Y1+ £1(x)?)3

Dem Problem angemessener ist eine Beschreibungathespur als Kurve p(x(t);y(t)),
wobei man die Zeit t als Parameter verwendet. Rahalt man

@ K= XOY'O-XOYO

WX ()2 +y'(t)?)°

Es gibt viele formale Herleitungen der Krimmungsfeim vgl. z. B. Neveling oder Bauer
[2015]. Direkt einsehen kann man (2) wie folgt: Mdurchfahrt die Kurve gedanklich mit

konstanter Tachogeschwindiglﬁt:,/ X(9% Y(92 Der normierte Beschleunigungsvek-
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.1 (X”(t)] o1 (X’(t)
tor 8y =—| ,, steht dann orthogonal ¥y = —| |
V[ Ly"(t) V[ Ly'(t)
schwindigkeitsvektor. Die Richtungséanderuage Zeiteinheit erhalt man mit dem Ska-
larprodukt als Projektion der Beschleunigung aui @Geschwindigkeits-Normalenvektor:

a= ﬁo EVOD . Das Ergebnis teilt man durch den zurUckgeIegtegW und erhalt (2).

], dem normierten Ge-

5 Klothoiden diskret

Abb. 17b stltzt die Modellvorstellung eines abstttug@ise linearen Krimmungsverlaufs:
Das Lenkrad wird linear mit der Fahrstrecke naahi® gedreht, kurz fixiert und anschlie-
Bend wieder linear zurtickgedreht.

. Welcher Track ergibt sich ,theoretisch* aus diddedellvorstellung?

. Wie gut passt dieser dann zur gefahrenen Redlitat

Diese Fragen lassen sich mit einer Tabellenkaliariadurch eine Modellrechnung in
den Spalten K-M wie folgt beantworten: Wir startenersten Messpunkt (L2; M2) = (C2;
D2) in Startrichtung (K2=J2) und durchlaufen damm %7 gemesseneBtreckenstiickchen
.in Gedanken” streng nach dem stiickweise lineardimnungsmodell. Dabei ist die Tra-
pezflache durch den aus der Messung bekannten @Gisaminkela=55.815° festgelegt.
Mit dem Regler ,geradenende” lasst sich Uber eindex (hier geradenende = 6) die Posi-
tion s (= 23.92 m, vgl. Zelle B7) festlegen, in welcher ineare Krimmungsanstieg (also
der Lenkradeinschlag) beginnen soll. Mit kreisagfand kreisende werden die Positionen
s, und s eingestellt, zwischen denen man auf einem Krdistf§eradenanfang regelt die
Position g, ab der im Modell wieder geradeaus gefahren wertdin Die Trapezhthe k
(Krimmung des Kreises in °/m) ergibt sich aus dap€&zflachenformel

k
a=2(s"9+%"8):

Wie Abb.17a belegt, sind bei geeigneter Reglereilwstg die Abweichungen zwischen
Modell und gefahrener Wirklichkeit vernachlassighkisin.
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o L3 (7 %7 |=L2 + cos(3K2/ 180 ) (583 - 5B2)
S al sl cef[ol e [ F[efd ] 4 Kk [ ow |
B 1 [tE  sam xmm vy wows wws) v km) ks () | kursmod emod | ymod
o [2 [1304] 0 1| -447 2347 4494 s07 .. 0002 117673 117673
" eralenantant [[3] 1505 04 134 0. 2203 4302 4985 . -0003 1rsrz| 1rsrs [Tan]
ol [« [1308] so1| 36 35 2238 s2e1) a8 -0011| 1irsss| 117.573
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Abb. 17a, b/18: Diskrete Klothoide und reale Fahrspr decken sich. Die zum ,modellhaften“ Ubergang zvéchen Ge-
rade und Kreis gehdrenden Daten zwischen 23.92 m dir80.81 m sind in der Tabelle Abb. 18 markiert. DieDatei ist
im Download verfugbar.

Erlauterung zu Abb. 18: Die sich aus Spalte B ezgdlen Wegstiickchen;dss,; - § wer-

den bei der Modellrechnung wie folgt verwendet:

a) Position und Richtung des Modellkurses (Zellen K2, M2) stimmen am Anfang mit
den gemessenen Werten (C2, D2, J2) Gberein.

b) Die stiickweise lineare Modellkrimmung (TrapezgrapBbb. 17b) wird als Funktion
k(s) definiert und fuhrt zum in Spalte K tabelletKursverlaufi(s).

c) Hieraus erhélt man rekursiv die Modell-Positionenden Spalten L und M uber

X., =X +dg [Eos@(s)) undy,, =y, +ds[sin@(s))
(vgl. in Abb. 18 die Formel hinter der markierteellg L3).

Tatsachlich sind die Modellpositionen von den negleaktisch nicht zu unterscheiden.
Erst am Ende driften Modell und Realitat ein weaigeinander, weil der Fahrer nach der
Nordkurve - statt geradeaus zu fahren - die folgesahfte Rechtskurve anzuschneiden be-
ginnt, von der ,das Modell aber noch nichts ahit“GeoGebra geschieht der Abgleich
zwischen Modell und Wirklichkeit Gber die Schielglez ,optisch®, wobei man die Ab-
weichungen zwischen gemessenen und im Modell beeteh Positionen berechnen und
minimieren kann. Das entsprechende analytische Méddet sich in Abschnitt 7, wobei
auch dort der gesamte Drehwinkel und der Krimmumgshkan eine unterlegte Karte bzw.
den gefahrenen Track eingepasst werden. Darausnlassh die Ubergangsbégen kon-
struieren.
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6 Die Klothoide als stetiges Modell fur Tracks und S traBenfiihrungen
Kurven, die entstehen, wenn sich die Krimmung &dimmit dem zuriickgelegten Weg s
andert, heilRen Klothoiden. Sie sollen im Folgendaalytisch beschrieben und in Geo-
Gebra gezeichnet werden. Dabei entsteht ein Wegkzeiit dem man sowohl

+ StralRen ideal trassieren als auch

» reale StraBen und gefahrene Tracks mit der Theerigeichen kann.

6.1 Theorie
Da die Krimmung k(s) die Ableitung der Fahrtrich- &rummung «
tung o nach der Strecke s ist, alk®) = a'(s) . er-

halt man die Fahrtrichtung durch Integration der
Krimmung. Wenn letztere sich beim Einfahren in— .
eine Kurve proportional zum zuriickgelegten Weg,, 1. Kriimmungsband.
andert: k(s) = cls, andert sich der Kurs quadra-

Kreisbogen

et 02"

Fahrstecke s

c
tisch. Man erhalar (S) = a (0) +§ [$2.
Wenn man dann um das Wegstiickchen ds voranschraéitdern sich die x- und y-
Koordinaten umyy = cosg, +252) rds bZW. dy = sin(a, +%Sz) s

Beim Start im Ursprung in Richtung x-Achsg%0) erhalt man folglich die Positionskoor-
dinaten P(x;y) in Abhangigkeit von der zurtickgetggStrecke s als Integrale

X9)=[ cosg @)dt und y(s) = | sin(% [2)dt -
0 0
die man mit dem Klothoidenparametar= 1/\/E (s. u.) Ublicherweise wie folgt schreibt:

X(s) = fcos% @2)dt und y(s) = Js.sin(é )t -

Gerade 1 A Nr. |Name | Definition |wert
@ tangente: 219x +y = 15.66 ;: 1Zahla a=4
Kegelschnitt

® Ci(x-3527+(y-3.16F =4

Ortslinie
® Kiothoide = Ortslinie[P, t]
Punkt

® M=(352,3.16)

L

3Zanls axy

® P-(534,399) il
® -
Vektor ® 52Zahlx, Integral von cos(1 /2% im %=134
m { 1 Intervall [0, x{t)]
=1 219
/ 6PUNKP  |(ax ay) P=(534,299)
Winkel
T=11450°
Zahl 7 Ortslinie K... Ortslinie[P, 1 Kiothoide = Ortslini.
® a=4
r=2 8Zanlr ais r=2
s=8
Xy =352 9winkel T |s/(2r) 180 /T T=11450°
@ x=134
¥y =316 102Zahlx,  x(P)-rsintr) Ky =352
e =1

11Zanly,  y(P)+rcos(n)

A2PunktM [y )

13/Kreis ¢ Kreis mit Mittelpunkt M und
Radius r

Abb. 20: Konstruktion einer Klothoide als Ortslinie mit numerischer Integration.

12

V=316

M=(3.52,3.16:
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6.2 Der Klothoidenparameter a
Da bei Klothoiden die Krimmung k proportional zuahkstrecke wachst, verringert sich
der Krimmungsradius r=1/k umgekehrt proportionalzahrstrecke s. Das Produkt r*s aus
Kriimmungsradius und Fahrstrecke ist konstant. Maeichnet die Konstante aus Dimen-
sionsgriinden mit a2 und nennt a den Klothoidenpeiram

Wenn man beim Kurvenfahren nach 8m z. B. den Krungatadius 2m erreicht hat,

entspricht das dem Parametge J16m=4m (vgl. Abb. 20). Beim Fahren von U-Turns
mit dem PKW sind Parameter der GréRenordnung arrré@listisch.

6.3 Mit der ,Einheitsklothoide” hat man alle

Der tiefere Sinn dieses Parameters a ergibt sisHagender Uberlegung: Wenn man eine
Klothoide mit Punkt P (z. B. vom Ursprung aus) uemdraktor k zentrisch streckt, vergro-
RBern sich die Fahrstrecke bis zum Punkt P’ undkd@émmungsradius in P’ ebenfalls um

den Faktor k. Da sich an der Proportionalitat zhwestWeg s und Krimmung nichts andert,
erhélt damit wieder eine Klothoide, deren Paramsitdr ver-k-facht hat. Somit entsteht je-
de Klothoide aus einer ,Einheitsklothoide* durchntzesche Streckung mit a als Streckfak-
tor.

Das nutzt man in der GeoGebra-Konstruktion von ABB.wie folgt aus: Zunéachst
werden in Abhangigkeit von einer variablen Obergeehdie Koordinaten,xund y eines
~Einheits-Klothoidenpunktes® durch numerische Imtdgpn der abgebildeten trigonometri-
schen Funktionen bestimmt. Dieser Punkt wird vorspding aus mit Faktor a zentrisch
auf P gestreckt. Wegen der Abhangigkeit vom Paranmedrzeugt P Uber den Ortslinienbe-
fehl dann eine Klothoide als Objekt, deren Koorténaman durch Verschieben von P auch
ausmessen kann.

6.4 Es geht auch anders ...
Alternativ zur numerischen Integration erhalt malotKoiden Gber Reihenentwicklungen
der trigonometrischen Funktionen, wobei wenige Samten ausreichen [Gloggengiesser
1999]:
s t2 ) (_1)i SA&+1
s) = |cos dt = E .
Xs) ! G 2, Q)4 +1) (222"

i=0

= fsincyat =3 €Y s
y(s) = .([Sln(Zaz)dt = ; (2I +1)'(4| + 3) D(2a2)2i+1

In GeoGebra konstruiert man auf diese Weise di¢hidide nicht als Ortslinie, sondern
als parametrisierte Kurve. Abb. 21 zeigt, wo maahnsich nach Durchlaufen der Strecke
s=1,5 (Schieberegler s) auf der Einheitsklothofieh{eberegler a=1) befindet.
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b Algebra X[ > Grank <
Funktion B & R & e
TR G ) N N [Name [Definition wer
201 @-0+1) (2-12 15 1Zahla a=1
[Funidion f: s ummelFolgel- 1)1 (201 (4 + 1) e*(4i + 1)1 (229", 1,0, 40]]
E(X)fm‘a 27anis s=1s
Parameteriune . 3Zanixc  SummelFolgel¢1A1 (2! (i + 1) S+ 1)1 e, k=132
@ co: *=fO 1y i 0.201
y=sg() [ T~ dzahlyk  SummelFolgelC1 (2 + 1) (@1 + 3) @I+ 3 (2 k=051
Punit i.0,20)
® p-(132,051 _ 0s SFunktionf  SummelFolue(c-117 (20! (41 + 1)+ 1) £ @&, 1 [100.= C1F (2 O (4 (0) + )68 ©) + 1 12 (1P ©)
Zahl [ S 0, 40)
S ®ast s=15 BFunktion g Summe(Foluel-131/ (21 + 1) (61> 081 + 3/ QA 960 = (101 (@ 03+ 114 0) ) 0 + 37 @ 1
e 5:1.1532 Hin +1),1,0, 400
k=1
S T . G P T 72| TPunkP ek P=(132,051)
BKurveclo  Kurvelftt), a1, 0, 5] cloz(fd, o)

Abb. 21: Konstruktion einer Klothoide als parametresierte Kurve mit Reihenentwicklung.

7 Das “Klothoidenlineal* ™

Wenn man einen Kreisbogen mit zwei Klothoidenbdgenzusammensetzt, dass an den
Anschlussstellen die Krimmungsradien Ubereinstimneehdlt man ,ideale Fahrspuren®

mit trapezformigen Krimmungsgraphen. Abb. 22. zalgtBeispiel eine solche Spur fiir
einen U-Turn mit einer Drehung um 180°.

b Grafik
60
[ N
40
20
Start
205
-280 240 220 200 180 180 140 120 20
t
krimmungskreis
]
v U Ende’
e o
w 1204
b Grafik 2

Abb. 22: Modellhafter U-Turn aus einem Klothodienbagen Start- A’ mit Parameter a=85.9 m, einem Kreisbogen
A’ B’ mit Radius 46,4 m und einem zweiten Klothoidenbgen B’ Ende mit Paramter a=66,5m . Der gesamte
Drehwinkel 180° ist am Kriimmungstrapez als Flache lazulesen. Die Winkel (98,4° und 59°), um die manci auf
den Klothoidenbdgen dreht, findet man als Dreieck$ichen wieder. Wirrde man ohne Ubergangsbégen mitrem
Krimmungsruck direkt in diesen Krimmungskreis einfahren, so kénnte man hier 20,5 m und beim Ausfahrei,9 m
an ,Spurversatz* einsparen.
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In Abb. 22 kam das klothoidenlineal.ggb zum Einsdts mit Hilfe der Maus ideale
StralRen - Tracks zeichnet. Man kann das Werkzeedolgt nachbauen:

* Zun&chst werden Start- und die Zielrichtung des 8ladrses durch zwei Vektoren v
und w festgelegt. Durch Ziehen an den Punkten Sjnd die Vektoren verschieb-
und durch Ziehen an T bzw. V drehbar. Die beidechiRingen bestimmen den ge-
samten Drehwinkel, also die Flache des Krimmungetes.

» Dann wird der gewlinschte Krimmungskreis durch disehiebbaren Punkte
A’: hier endet der erste Klothoidenbogen, die Kpaisn beginnt und
B’: hier endet die Kreisbahn, der zweite Klothoidegen beginnt und
R : Mittelpunkt des Krimmungskreises festgelegt.

* Durch den Krimmungsradius r kennt man die Hohektésnmungstrapezes. Durch
Vergleich der Richtungen der Kreistangenten in AdB’ mit Start- und Zielrichtung
bestimmt man die Winkel, um die man sich auf deothdidenbtgen dreht. Das sind
die Dreiecks-Teilflachen im Krimmungstrapez.

» Da der Krummungsradius bekannt ist, lassen sichLéingen s der Klothoidenbdgen
(die man im unteren Teil der Abbildung als Streckart-A und B-Ende wieder fin-
det) und deren Parameter bestimmen. Sie werden Alasthnitt 6 als Kurven (oder
Ortslinien) gezeichnet und durch Verschieben unehBn zur Fahrspur zusammenge-
setzt.

» Zum Vergleich liefert die Datei auch die Fahrspilie, sich ergeben wirde, wenn man
gemal Abschnitt 2 Tangenten an den Krimmungskredsart- und Zielrichtung legt.

Wenn man im Grafikfenster diBatellitenkarteeiner Straf3enfiihrung hinterlegt, lasst
sich nach Augenmafrifen, wie gut die Realitat mit der Modellkonéttion zusammen-
passt.

Liegt die Informationen (wie in Abb. 23) aBPS-Trackauch digital vor, dann kann
man die Abweichungen zwischen Modell und Track auatmerisch erfassen umginimie-
ren. Dazu wahlt man den Krimmungskreis so, dass exhddiei an den Track gebundene
Punkte A’, P, B’ verlauft. In Verbindung mit Anfasgund Endrichtungen ist dadurch der
Modelltrack festgelegt. Nun geht man von dem Tracikp A’, der exaktauf der Mode-
dellkurve liegen sollauf der Modellkurvelie gemesseneWegstiickchen in beide Richtun-
gen und enthéalt Modellpunkte, deren Abstande vanalgehdrigen gemessenen Punkten
man summieren und durch Variation von A’, P undaBth minimieren kann. In der Kurve
aus Abb. 23 (Autobahnkreuz Kéln Sid) liegt beiX20 Messpunkten der mittlere Abstand
zwischen Mess- und Modellpunkten deutlich unten,2

Der Versatz zwischen Klothoidenbahn und Krimmungjskif angenten-Modell betragt
hier beim Einfahren in die Kurve 2,60m, beim Auséh1,02m, liegt also in der GréRRen-
ordnung der Fahrzeugbreiteamit bestatigt sich, dass man auch auf StraBensidh aus
Kreisen und Tangenten zusammensetzen, wegen desmag Strallenbreite verninftige
Klothoidentracks fahren kann.
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Center 20 25440.5.007 171 PR
“Google, %

b Grafik2 4]

Abb. 23: Erster Teil einer Schleife im Autobahnkleglatt Kéin Stid mit Krimmungsradius 46.56 m und Reclsdre-
hung um 123.28°. Die Trackpunkte (Kringel) passenwsgezeichnet zu den durchgezeichneten Klothoidenbéry (mit
Parametern a=50.5m und a=38.5m). Das gilt auch fiden Trapezgraphen, der sehr gut zu dem gemessenenik-
mungsgraphen passt. Zum Vergleich mit dem Klothoidemodell wurden die Tangenten gezeichnet, die den Kim-
mungskreis in den vorgegebenen Fahrtrichtungen betiren. Der Versatz liegt mit ca. 2,6m und 1,0m im Beich der
Fahrzeugbreite.

Rickblick

Satellitenkarten bieten in Kombination mit GPS-Datend digitalen Werkzeugen wie
GeoGebra Chancen, Realitat ins Klassenzimmer znhebn denen man bis vor wenigen
Jahren nur traumen konnte. WaetebteLenkradbewegungen umgfihlteQuerbeschleuni-
gungen als Datensatze und Graphen in einer Takallanation wieder gefunden, mit Ge-
ometrie, Analysis und Vektorrechnung analysiert dadammenhangeerstanderhat, fur
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den ist Mathematik im Winter'schen Sinne als siifitestd erfahrbar geworden, weil sie ge-
stattet, die Weltws einer anderen Perspektiwgahrzunehmen. In der Tat gibt es jenseits
der eingekleideten Aufgaben Mathematik zu entdecllienviel mehr mit der Wirklichkeit
zu tun hat als man zunéchst glauben mdchte.

Anhang: Warum Autos keine Polynome mdgen

Wie schon im Abstract erwahnt wird mit eingekleatetSteckbrief-Poynomen wie in
Abb. 3 weder ,kritischer Vernunftgebrauch® gefordeoch Modellierungskompetenz. Man
kann aber den Spiel3 herumdrehen (... die Perspektebseln...) und untersuchenie

gut das Polynom-Modell zur Realitat passt. Die Mathidmdie dabei zum Einsatz kommt,
ist die gleiche. Statt also die Nordkurve so nathts zu drehen, dass der Trackanfang auf
die x-Achse wandert, untersuchen wiig das Steckbriefpolynom von der Lage des Koor-
dinatensystemabhangtund erzeugen so die Einsicht, dass Polynomeyiniralen” Be-
schreibung von StraRentrassen ungeeignet sind.

Aufgabe: In Abb. 24a wurde das Koordinatensystem auf demkEioheimring so gelegt,
dass sich der Track der Nordkurve als Funktiondgdguten lasst. Er hat in A(-43,9;-8,6)
die Steigung m= 0,76 und in B(316,1;-77,6) die @tag m=-0,66. Dabei dient der in Abb.
23 ,oben rechts” sichtbare Startpunkt als Ursprung.
a) Bestimmen Sie ein Polynom vom
e Grad 3, das in A und B gleiche Funktions- und Steggwerte hat wie der Track,
* Grad 5, das in A und B (genau wie der Track selbasjtzlich die Krimmung 0 hat.
b) Lage des Koordinatensystems: Wenn man den Trackdem Koordinatenursprung
dreht, verandern sich die Koordinaten der Punkt® And die zugehdrigen Steigungs-
werte. Untersuchen Sie, wie die Polynom-Fahrspumnder Wahl des Koordinaten-
systems abhéngen.
c) Vergleichen Sie die Krimmungsdiagramme fir die Roly Fahrspuren mit dem
Kriimmungsdiagramm des realen Tracks.
d) Beurteilen Sie die Qualitat der Modellierung vonSsPracks durch Polynome.

168 |
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-100 -g0 . a0 100 140 200 2 .Il.. 330 1 Abb. 24b: Track
) : | in der Nordkur-
Abb. 24a: Track in der Nordkurve um 80,2° gedreht - SN 150 ve (unten) um
(mitte) und Modellfunktionen vom Grad 3 (unten) ) 131,8° gedreht
und 5 (oben). 4 mit Graphen der
i Modellfunktio-

nen vom Grad 3
(mitte) und 5
(oben).
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Anmerkungen

Vielleicht ging in die Uberlegung des Gesetzgehdie Hohe des Schadensrisikos ein, das mit dect@asdigkeit
wachst. Und da wollte er durch geringere Querbesctijungen auf der sicheren Seite sein. Dazu pamsen die
235 km/h als Maximalgeschwindigkeit auf geradere&en.

" Der in Abb. 12 im ,Kreismodell ,prognostiziertekrummungsradius® r = 123m halt dem Vergleich mit &ealitat
nicht Stand. Das Renntaxi fahrt im Scheitel gem#&B.A4 einen Krimmungsradius von ca. 84m. In derpaast der
Kreis mit r=123m nur dann in die Rennstrecke hineienn man von der Geraden mit Krimmung O direKtedne
Kreisbahn mit Krimmung k=0.43 °/m wechseln konntend das ist nur auf der Modelleisenbahn, nicht alué dem
Hockenheimring méglich.

Der Dateiname Klothoidenlineal soll an das kiesis¢ Kurvenlineal erinnern.

Dass (im Gegensatz zu globaldoale Beschreibungen von StraBen durch Polynome (nicletzz wegen des Satzes
von Taylor) zu sinnvollen Ergebnissen fihren kénngenn man authentische Daten sorgféltig aufberéited nicht
einkleidet), zeigen z. B. Kirsch [1997] und B6ed(B].
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