o

G5

s
15 20855 F
e

¥
1

93

"
g2
- ——
L)

Praxis der

1

-
< A9 ¥V
der Schule

Mathemati
in
Sekundarstufen | ung |l

Chiolbe

AulisVerlag




HEFT 53/ 55. JAHRGANG / 2013

Herausgeber Heft 53

Gilbert Greefrath
Wollgang Riemer

Herausgeber

Christina Driike-Noe, Kassel

Prof. Dr. Gilbert Greefrath, Miinster
Prof. Dr. Michael Kleine, Bielefeld
Dr. Heinz Laakmann, Dortmund
Prof. Dr. Michael Meyer, Kéin
René Schelldorfer, Ziirich

Liebe Leserinnen und Leser,
in den Beitriigen des vorliegenden
Heftes wird deutlich, wie sehr Navi-
gationsgerite mit den von ihnen auf-
gezeichneten Daten den Mathema-
tikunterricht bereichern kénnen, Wir
stellen erprobte Einsatzméglichkei-
ten fiir alle Jahrgangsstufen vor: Es
geht los mit der Messung des Erdum-
fanges auf demn Schulhof in einer Klas-
se 6, weiter geht es tiber Fldchenbe-
rechnungen mithilfe der Gauf‘schen
Schuhbandformel in der Mittelstufe
bis hin zur Berechnung von Querbe-
schleunigungen betm Kurvenfahren
mithilfe der Vektorrechnung in an-
spruchsvollen Oberstufenkursen. Da-
mit eigene Experimente gelingen, gibt
es auch eine Gebrauchsanweisung,
die zeigt, wie man Tracks vom GPS-
Gerit auf den Computer iibertrigt,
iiber Internetportale und Tabellenkal-
kulationsprogramme aunswertet und
in Funktionsgraphen ,,verwandelt®.
Ein Blick auf ausgewihlte Apps, mit
denen jedes Smartphone in wenigen
Minuten zum Messgerét wird, rundet
die Darstellung ab.

Wir wiinschen Ihnen viel Freude
beim Lesen und beim Experimentie-
ren.

Ihre Herausgeber
Gilbert Greefrath
Wolifgang Riemer
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Google-Earth — Nach Geschwindigkeiten gefdrbter Track vom Niirburgring mit Geschwindigkeits- und Hohenprofil, das man (mit dem roten Pfeif) sekunden-

genau ausmessen und mit dem blauen Pfeil animiert nachfahren kann.

Mit Positionen rechnen
GPS im Mathematikunterricht nutzen

Wolfgang Riemer und Gilbert Greefrath

Navigationsgeriite kbnnen den Mathematikunterricht sehr bereichern.
Die von ihnen aufgezeichneten Daten sorgen fiir Realitdtsbezug und
authentische Beispiele. Wie dies geschehen kann, wie ,,heue Techno-
logie“in klassische Unterrichtsthemen einflieBen und diese lebendig
werden lassen kann, wird im Folgenden an erprobten Unterrichtsbei-
spielen ausgefiihrt, die vom Beginn der Sekundarstufe | bis zu einer
Einfihrung in Grundvorstellungen der Analysis reichen.

Dabei werden unterschiedliche Aspekte des Funktionsbegriffs ver-
tieft — und das Arbeiten mit realen Daten regt an, iiber mathematisches

Modellieren nachzudenken.

Medien

Im Mathematikunterricht werden Arbeits-
mittel und Medien — vom Schulbuch tiber
das Geodreieck und Modelle geometrischer
Korper bis hin zu Zofallsgeneratoren und
Computern mit mathematischer Software
- zu sehr unterschiedlichen Zwecken ver-
wendet. Schiilerinnen und Schiiler kénnen
Medien im Mathematikunterricht einerseits
dazu verwenden, um etwas iiber die Medi-

:J

en selbst zu lernen. Das ist beispielsweise
der Fall, wenn man dic Funktionsweise von
GPS-Systemen thematisiert. Medien kon-
nen andererseits auch den Unterricht up-
terstiitzen, indem sie Riickmeldungen iiber
geliste Aufgaben geben. Dann iiberneh-
men sie eine Lehrfunktion.

Besonders hiufig werden Arbeitsmittel
und Medien als Lernwerkzeuge zum Be-
arbeiten von Aufgabenstellungen benutzt.

lf.f'__"

image € 2010 DigitalGlobe

Das ist der Fall, wenn Schiilerinnen und
Schiiler mit einer Tabellenkalkulation Gra-
fiken erstellen oder mit einem GPS-Tra-
cker Daten aufnchmen, um Modelle iiber
Bewegungsvorginge oder StraBenfiihrun-
gen mit der Realitit zu vergleichen. Wir
konzentrieren uns hier auf die Rolle, die
GPS-Geriite als Messwerkzeuge iiberneh-
men kbnnen und zeigen, wie sie den Ma-
thematikunterricht durch einen Briicken-
schlag zwischen Theorie und Praxis, zwi-
schen Modell und Wirklichkeit, bereichern
kénnen.

Grunderfahrungen und
Allgemeinbildung

Im Sinne der Winter ‘schen Grunderfahrun-
gen fiir einen allgemeinbildenden Mathe-
matikunterricht kann die Beschiftigung mit
GPS-Daten auf natiirliche Weise besonders
die erste dieser Grunderfahrungen unter-
stiitzen, ndmlich die, ,,Erscheinungen der
Welt um uns, die uns alle angehen oder an-
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Wie funktioniert das GPS-System?

Aufgabe des Global Positioning Sys-
tems (GPS) ist die satellitengestiitzte
Ortung von Objekten auf oder in der
Nihe der Erdoberflache. Das GPS
besteht aus 24 Satelliten, die die Erde
in etwa 20000 km Hdhe mit einer
Umlaufzeit von jeweils ca. 12 Stunden
umkreisen. Die Satelliten sind so ange-
ordnet, dass von jedem Punkt der Erde
imrner mindestens 4 Satelliten zu
»Sehen” sind. Die Signale eines jeden
Satelliten enthalten Informationen liber
die Sendezeit und die augenblickliche
Position. Der Empfanger auf der Erde
bestimmt daraus die Entfernung zum
Satelliten. Aus den Entfernungen zu
drei verschiedenen Satelliten kann er
seine Position bestimmen. Zum Aus-
gleich von Messfehlern werden die
Daten von mindestens vier Satelliten
gleichzeitig bendtigt (Abel 2001),
Entwickelt wurde GPS in den USA fir
militArische Zwecke. Seit 2000 steht es
fur zivile Nutzung zur Verfigung. Seit
2006 gibt es den virtuellen Globus von
Google-Earth, auf dem man seit 2010
Tracks anirniert nachfahren und durch
Geschwindigkeitsgraphen visualisieren
kann (vgl. Abbildung zu Anfang des
Artikels).

Kasten 1; Funktionsweise gines GPS-Systems

gehen sollen, aus Natur, Gesellschaft und
Kultur, in einer spezifischen Art wahrzu-
nehmen und zu verstehen (Winter 2003).

Hierfiir ist die Einbezichung realer Pro-
bleme und Anwendungen, wie die Auswer-
tung von GPS-Daten oder die Erfahrung
der Mathematik in der Umwelt wie z. B.
im Rahmen des MathCityMap-Projektes
unerlisslich, vgl. den Beitrag von Ludwig
et al. im vorliegenden Heft.

Aspekte der Funktionsweise des GPS-
Systems (s. Kasten I) kénnen im Rahmen
der analytischen Geometrie thematisiert
werden. Da es hierzn ausgearbeitete Un-
terrichtsvorschlédge gibt (vgl. z. B. Hau-
brock 2000 und Schiller 2011), verzichten
wir hier auf solche Aspekte,

GPS und Modellieren

Die Beschiiftigung mit GPS-Daten liefert

im Mathematikunterricht ausgezeichnete

Anlisse zum bewnssten Nachdenken iiber

Modellierungsprozesse. Zum mathemati-

schen Modellieren gehért bekanntlich (vgl.

KMK 2004):

* gine reale Sitwation in mathematische
Begriffe und Strukturen (ein Modell) zu
iibersetzen,

HNEN — GPS IM MATHEMATIKUNTERRICHT NUTZEN / PM

Eine klassische Bewegungsaufgabe im Praxistest
(Komplette Aufgabe in der Online-Ergdnzung)

Jan und Ayshe sollten auf der 400-m-Bahn eines Sportpiatzes mit 30 km/h = 8,33m/s
bzw. 25 km/h = 6,94 m/s aufeinander zu radeln. Zur Zeit t = 0 s sind sie sich begeg-
net. Die Fahrt der beiden wurde mit zwei GPS-Empfingern protokolliert {vg). Grafik).
Wann sind sie sich zum ersten, zweiten, dritten Mal begegnet? Welche Strecken
haben sie dann jeweils zuriickgelegt? Entnimm die Antworten der Grafik und verglei-
che mit den theoretischen ,Modellwerten®, die sich ergeben wiirden, wenn beide
sich genau an die Sollgeschwindigkeiten gehalten hitten.
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Die Grafik zeigt die gemessenen Zeit-Weg Diagramme der beiden Radler, die Sum-
me der gefahrenen Strecken und den Abstand (Luftinie) voneinander. Immer wenn
die Summenfunktion Vielfache von 400 m annimmt, begegnen sich die beiden. Das
sind gleichzeitig die Zeiten, zu denen die Luftiinien-Abstande minimal werden.

Kasten 2: lineare Funktionen als normative Modelle — die Fahrweise ist vorgeschrieben (Norm).

+ in diesem mathematischen Modell zu
arbeiten,

* Ergebnisse der Modellrechnungen in der
realen Situation zu interpretieren, zu
priifen, zu bewerten und ggf. auch das
verwendete Modell zu verbessern.

Schon beim Einschalten des GPS-Empfin-
gers und beim Ablesen von Positionsko-
ordinaten begibt man sich in die Modell-
ebene eines bestimmten geografischen
Koordinatensystems. Wenn man dann die
Rechenergebnisse zu linearen Bewegungs-
und Begegnungsproblemen, wie sie tra-
ditionell in Schulbiichern und Priifungen
vorkommen, mit den Ergebnissen von
GPS-Messungen vergleicht und Abwei-
chungen studiert, werden die Unterschie-
de zwischen Modell und Wirklichkeit mehr
als deutlich, Kurz: Mit GPS-Daten kéinnen
bisher kaum hinterfragte Modelle auf ihre
Tragfihigkeit hin liberpriift werden. Auch
die in der Abbildung zu Anfang des Arti-
kels dargestellte Route ist nur eine Model-
lierung und nicht die Realitit. Das erkennt
man zum Beispiel daran, dass Tracks zwar
in sich glatt sind, aber mitunter einige Me-
ter neben der StraBe verlaufen.

Deskriptive, prognostische und
explikative Modelle

Modelle kénnen unterschiedliche Funkti-
onen haben. Auch das wird im Zusammen-

hang mit GPS-Daten deutlich: Sie kénnen —
wie im Beispiel der Aufzeichnung einer
gefahrenen Route — der Beschreibung der
Umwelt dienen. Derartige Modelle werden
deskriptiv genannt, In anderen Situationen
beschreiben Modelle einen Idealfall, der
so in der Wirklichkeit noch nicht erreicht
ist oder nur annghernd erreicht wird. Das
ist beispielsweise der Fall, wenn man ei-
nen Fahrplan erstellt oder eine Routenpla-
nung vornimmt (siche z. B.www.naviki.org
fiir die Planung von Fahrrad-Routen ), Der
Fahrplan oder die Routenplanung werden
aber avs unterschiedlichen Griinden selten
exakt eingehalten. Man spricht daher von
einem normativen Modell. Die Funktion
von Modellen ist nicht immer gleich. Sie
konnen eine Situation vorhersagen (prog-
nostische Modelle) oder erkliren (explika-
tive Modelle). So kann beispielsweise die
Zeitdauver fiir die geplante Wegstrecke (mit
einem linearen Modell) vorhergesagt oder
die Art der Beschleunigung eines anfah-
renden Zuges (mit konstanten Antriebs-
kriiften) erklirt werden, Das GPS kann im
Mathematikunterricht auf diese Weise gut
zur Diskussion der Annahmen normativer
und prognostischer Modelle verwendet wer-
den.

Um die Fahrtdauer fiir eine Strecke zu
berechnen, arbeiten Navigationssysteme
fiir Autos in der Regel mit stiickweise li-
nearen Modellen: Fiir die Teilstrecken der

3
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zu fahrenden Route werden einfachste Mo-
dellannahmen gemacht, beispielsweise:
Autobahngeschwindigkeit 120 km/h, Land-
strallengeschwindigkeit 80 km/h, Stadtge-
schwindigkeit 50 km/h; das kann man bei
einigen Geriiten sogar selbst festlegen. Es
gibt aber auch ,lernende Navigationssys-
teme, deren Fahrzeitprognosen auf die ge-
speicherte Vergangenheit zuriickgreifen,
Das GPS kann also im Sinne des Maoudel
lierens als Sachkontext fiir den Unterricht
verwendet werden (vgl. Hulmann/Laak-
mann 2011). Im Rahmen dieses Kontex-
tetes kinnen auch wichtige mathematische
und physikalische Begriffe wie Kriim-
mungsradien von Kurven, Tagential- und
Querbeschleunigungen, Drehgeschwin-
digkeiten und Fliehkriifte gebildet und un-
tersucht werden (vgl. Beitrag Mit GPS und
Vektoren in die Kurve von Riemer im vor-
liegenden Heft). Auch der Ubergang von
gemessenen mittleren Geschwindigkei-
ten zu theoretischen Momentangeschwin-
digkeiten kann als bewusster Akt des Mo-
dellierens erlebt werden (vgl. Kopiervoria-
ge 3 — Seite 2).

Auf der anderen Seite werden durch die
Nutzung von GPS fragwiirdige ,,Modellie-
rungen* wie die Beschreibung von Zeit-
Weg-Funktionen zwischen Haltestellen
durch Polynome dritten Grades auch ein-
mal an realen Daten validierbar (vgl. Deh-
ler/Riemer 2013 und Riemer 2013). Ahn-
liches gilt fiir das beliebte Modellieren von
StraBenfiihrungen durch Polynom-Steck-
briefaufgaben, deren Ergebnisse unsinni-
gerweise von der Wahl des Koordinaten-
systems abh#ngen.

GPS und die Aspekte des

Funktionsbegriffs

Mit Funktionen verbindet man je nach Kon-

text drei verschiedene Vorstellungen, die

iiblicherweise als Zuordnungsaspekt, Ko-

variationsaspekt und Objektaspekt bezeich-

net werden (Vollrath 2003). Je nach Sach-

situation und Lernprogression findern sich

auch die Perspektiven und dic Darsteliungs-

formen, mit denen man versucht, im Un-

terricht mit Funktionen zu arbeiten. Die

vier Darsteliungsformen

e grafisch — als Funktionsgraph oder Dia-
grarnm,

¢ verbal bzw. situativ — als Beschreibung
einer Sachsituation,

» numerisch — durch Wertepaare oder Wer-
tetabellen,

« symbolisch — etwa durch Funktionster-
me

und der Wechsel zwischen ihnen spielen

beim Erwerb mathematischer Kompeten-

4
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Die Triebwerke des Airbus A380 liefern
eine Schubkraft von 311 kN. Seine Mas-
se kann beim Start 560 t betragen. Dar-
aus lasst sich eine Zeit-Weg-Funktion
beim Start ndherungsweise bestimmen:
s(t) = 0,28 2 (s: Strecke in Meter,

t: Zeit in Sekunden).

| wie grof ist die Geschwindigkeit nach

30 Sekunden?
{Hoger et al., 8. 98)

Kasten 3: Beispielaufgabe zur Einfilhrung der Differentialrechnung

zen im Umgang mit Funktionen eine ent-
scheidende Rolle: Erst wenn man einen
funktional zu beschreibenden Sachverhalt
aus verschieden Perspektiven sehen, zwi-
schen diesen Darstellungsformen flexibel
wechseln sowic Beziehungen zwischen ih-
nen kniipfen kann, verfiigt man iiber einen
umfassenden Funktionsbegriff. Deswegen
wird immer wieder vorgeschlagen, Lernen-
de beim Wechseln zwischen den Darstel-
lungsformen (Graph, Sachsituation, Tabel-
le, Term) zu unterstiitzen. Eine Moglich-
keit etwa, den Zusammenhang zwischen
Graph und Sachsituation zu fordern, ist das
korperliche ,.erfahren” cines Funktionsgra-
phen durch ein Messwerterfassungsgerét.
Das grafische Aufzeichnen der eigenen Be-
wegung soil das reflektierende Interpretic-
ren von Graphen und das Erzeugen vorge-
gebener Graphen mit gezielten Bewegungs-
abldufen unterstiitzen (Barzel/Ganter 2010).
Mit GPS kann man einige ,,Schritte weiter
gehen® und tatsidchlich funktionale Zusam-
menhinge mit der Bahn, dem Auto oder
dem Fahrrad ,erfahren*. Wie das konkret
aussehen kann, sollen nun einige Aufga-
benbeispiele belegen, die durch GPS-Ex-
perimente angereichert wurden.

Funktionsgraphen im Sachkontext
interpretieren

Mit Aufgabenstellungen wie in Kopiervor-
lage I wird das Lesen von Funktionsgra-
phen im Sachkontext in Jahrgangstufe 6
oder 7 geiibt. Man bewegt sich auf der qua-
fitativen Ebene. Funktionsterme und Wer-
tepaare spielen noch keine Roile, es geht
um den Wechsel zwischen verbaler und
grafischer Darstellung funktionaler Zusam-
menhédnge. Wie man weil}, bevorzugen vie-
le Lernende — statt der richtigen dritten —
die falsche erste Losung, es handelt sich
um den hiufigen ,,Graph-als-Bild-Fehler”,
der unterlduft, wenn man sich iiber die Be-
deutung der Achsen keine Klarheit ver-
schafft hat. Siebtklissler, die nach weni-

gen Minuten ein GPS-Gerit bedienen kén-
nen, haben viel Freude an einer Aufgabe,
die darin besteht, einen Strafenverlauf wie
in der oberen Abbildung der Kepiervorla-
ge I zu suchen und einen entsprechenden
Track aufzunehmen. Sie priisentieren den
Landkartenausschnitt samt Geschwindig-
keitsverlauf auf dem Beamer — nicht ohne
Stolz. Hiufig kann dann auch der Grund
fiir die Doppelkurve gefunden werden, weil
dort eine Eisenbahnlinie sichtbar wird -
oder ein Bach, dessen Uberquerung die
StraBen-Doppelkurve erzwungen haben
muss, Solche Experimente fiillen Funkti-
onsgraphen situativ mit Sinn.

Graphen hinterfragen -
Messungenauigkeit

Die Aufgabe aus Kopiervorlage 2 themati-
siert Alternativen, vor denen man steht, wenn
man Wertetabellen in Funktionsgraphen
darstellen méchte — insbesondere auch mit
einer Tabellenkalkulation tiber die Option
,Punktdiagramme®. Es handelt sich um den
Wechsel zwischen numerischer und grafi-
scher Darstellungsebene. Solche Aufgaben
machen bewusst, dass Funktionsgraphen,
denen ein Funktionsterm zugrunde liegt,
anders gelesen werden als Funktionsgra-
phen, die aus einer gemessenen Wertetabel-
le stamnmen. Die pfiffige Andrea aus der 7a
brachte es beim Aufgabenteil b) auf den
Punkt: , Wenn man die einzelnen Punkie ge-
radlinig verbindet, liigt man ganz oft, aber
auch wenn man sie krumm verbindet. Wenn
man nicht liigen mochte, sollte man sie ei-
gentlich gar nicht verbinden, aber das sieht
dunn nichi so schin aus. * Wahrscheinlich
haben Sie dieser Formulierung nichts hin-
zuzufiigen, es sei denn, Sie erlauben, dass
Aufgabenteil ¢) mithitfe eines GPS-Geri-
tes bearbeitet wird. Was namlich passiert,
wenn zwei Lernende ihre Handys im glei-
chen Schuibus sitzend simultan protokol-
lieren lassen, zeigt die zweite Abbildung in
Kopiervorlage 3. Die von beiden Geriiten
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aufgezeichneten Geschwindigkeiten stim-
men zwar ungefiihr iiberein, mitunter wei-
chen sie aber deutlich (hierum 2m/s = 7kin/h)
voneinander ab.

Die Erkenntnis, dass immer, wenn man
versucht, Realitiit durch Zahlen zu erfas-
sen, Messfehler mit dabei sind, hat Albert
Einstein so kommentiert: ,, Insofern sich
die Sdtze der Mathematik auf die Wirklich-
keit beziehen, sind sie nicht sicher, und in-
sofern sie sicher sind, beziehen sie sich
nicht auf die Wirklichkeit. “ Und wenn man
experimentiert hat, versteht auch ein Siebt-
klissler dieses Zitat.

Mit der S-Bahn in die
Differenzialrechnung

Oft beginnt man die Analysis kontextori-
entiert mit der Untersuchung von Bewe-
gungsvorgidngen. Man gibt eine Zeit-
Weg-Funktion, durch (meist quadratische)
Terme vor und sucht nach Momentange-
schwindigkeiten, anschlieBend wird eine
Ableitungsfunktion konstruiert. Ein Bei-
spiel fiir dieses Vorgehen zeigt die Aufga-
be in Kasten 3.

Kopiervorlage 3 zn zwei S-Bahnfahrten
zeigt, wie ein Start in die Analysis (mit ei-
nem Partnerpuzzle) aussehen kann, wenn
man auf GPS-Daten zuriickgreift, wenn
also die Bewegungsfunktionen als gemes-
sene Objekte vorliegen und nicht erst kon-
struiert werden miissen: Die erste Gruppe
identifiziert die Steigung der Zeit-Weg-
Funktion als gefahrene Geschwindigkeit,
die zweite Gruppe die Fliche unter der
Zeit-Geschwindigkeitsfunktion als zuriick-
gelegten Weg. Die iiberschlagsmiBig ab-
gelesenen Ergebnisse werden an den Gra-
phen der jeweils anderen Gruppe abgesi-
chert. Wenn man zwei Fahrten auf gleicher
Strecke vergleicht, erkennt man den Ab-
stand zwischen Haltestellen als gleich blei-
bende Stufenhshen der Zeit-Weg-Graphen
bzw. als gleiche Fliachen unter den Graphen
der Zeit-Geschwindigkeitsfunktionen wie-
der. Eine Auswertung der Original Tracks
in Google Earth steigert die Authentizitit.
Und wenn man dann die Zeit-Weg-Funk-
tionen von Startphasen wie unter einem
Funktionenmikroskop iiber die ersten Se-
kunden des Startvorganges analysiert und
entdeckt, wie genau diese sich durch Ur-
sprungsparabeln beschreiben lassen, dann
sieht man ein, welchen Sinn es macht, sich
auf der Modellebene genauer mit der Ab-
leitung quadratischer Funktionen zu be-
schiftigen.

Resiimee:

Der Einsatz authentischer GPS-Daten ist

fiir Lernende nicht nur reizvoll, weil sie ihr

Handy einmal nicht wegsperren miissen,

sondern als Messgerit nutzen diirfen. Er

bietet:

» Authentizitéit: Statt mit analytisch vor-
gegebenen Funktionen beginnt man mit
der Interpretation von Graphenr, die nicht
konstroiert werden, sondern per Mes-
sung vorliegen. Der Vergleich verschie-
dener Fahrten auf gleicher Strecke er-
hiht die Spannung.

¢ Orientierung; Man erkennt auf den ers-
ten Blick, worum es in Differential- und
Integralrechnung geht — und wie die bei-
den Gebiete miteinander zusammenhiin-
gen — bevor man anfingt zu ,,rechnen®,
Ableitungsregeln zu entdecken und zu
begriinden.

e Modellierung: Man begreift das Auf-
stellen von Funktionstermen als bewuss-
ten Akt des Modellierens einer Realitiit,
die nur diskret (etwa im Sekundenab-
stand und mit Messfehlern) erfasst wer-
den kann,

¢ Infinitesimales: Man erkennt, dass Mo-
mentangeschwindigkeiten nur im Mo-
dell bestimmt, dem Blick auf den Tacho
zum Trotz — aber nicht direkt gemessen
werden kénnen, Messen kann man nur
Durchschnittsgeschwindigkeiten,
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Kopiervorlage 1

Graphen deuten (Klassen 6/7)

Ein Auto fahrt auf der in Fig. 2 abgebildeten B
Stralte von A nach B. Welcher der drei abge- 4 ﬂ,.,
bildeten Graphen gehdrt vermutlich zur Zuord- SRS e
nung Zeit > Geschwindigkeit? Begrinde deine \
Entscheidung.
)] 2 Fig.2
v Av v
j—-—-—“ ‘ T e —— S
— N
: ; t.

Abb. aus: Lambacher-Schweitzer 7 — Mathematik fir Gymnasien. Schujerbuch 7. Klasse NRW, 8. 87 © 2010 Ernst Klett Verlag GmbH

Praxis: Suche in deiner Umgebung (mithilfe einer Landkarte) eine dhnliche Stral3enflihrung. Bitte
einen Erwachsenen, mit dir im Auto den Track aufzunehmen, ... oder fahre selber mit dem
Fahrrad ... stelle den Track in einer Landkarte dar und zeichne den Zeit-Geschwindigkeits-
graphen z. B. mit www.gpsvisualizer.com.
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Querung der Odenwaldbahn bei Gaimihle. In der Querung wird man etwas schneller.
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Kopiervorlage 2

Wechsel zwischen numerischer und grafischer Darstellung (Klasse 7)

Kerstin hat bei einer Autofahrt mit ihrer Mutter von der Rickbank die Geschwindigkeit beobach-
tet und alle 30 Sekunden in eine Tabelle eingetragen.

Zeit {in min) 0i05) 1|15) 2|25| 3|35| 4|45| 5(55| 6|65]| 7|75
Geschwindigkeit (inkm/h)} | 0|17 |23 | 22|39 |49 (45|57 |48 |62 |61|60|53 |49 63 | 48

a) Zuhause angekommen, zeichnet sie drei verschiedene Graphen (Fig. 1 — Fig. 3). Welcher
Graph stellt die Zuordnung Zeit > Geschwindigkeit am besten dar? Begriinde deine Ent-

scheidung

§ Geschwindigket | - - - - § Geschwindigkelt -~~~ - -} Geschwindigkeit . - ' .-

(inkmfh) = v oo Tlnkmfhy - - -0 CTankmfhy - ocor o e

601"t bl AL 60 I s e A g0 Nl N
: M el ot g J- - & D B .,"U' = o W oy B R _;; .-"j.'\_-;;l__ N T ...\\,,_ X
404 | o i jrt e o 49......_. e e _ - 404 - j/.;.‘ TR R N - U
. Y Gl B Lk T Tt S - B =gy ey e e PR g u_|r . , ! ol -
20 ‘1 Eoede e : " 20‘.,..;._..-':.,_:". i . A 3 Y | B T S SRR N [P Y PR A S
. covos il bede Zg e A Rt gl & :Zeit _-?f S e e e e STl
ettt e
OI 1 124?_‘ 4- !_5 !6,,u7 ,f.O_ Rl TR ON RO Sy R e & 0oL 1 2 -3 & -5 g 7+
Fig.1 Fig. 2 Fig. 3

b) Beschreibe in eigenen Worten, welche Vor- und Nachteile ein Graph bzw. die Wertetabelle
fur die Darstellung einer Zuordnung bieten.

c) Fiihre selbst einen dhnliche Messung wie in a) durch und erstelle einen Graphen.

Abb. aus: Lambacher-Schweitzer 7 — Mathematik fir Gymnasien. Schilerbuch 7. Klasse NRW, S. 74 © Emst Klett Verlag GmbH

Praxis: a) Nimm selbst einen kurzen Track auf. Drucke die Wertetabelle mit Zeiten und Geschwin-
digkeiten aus. Zeichne den zugehdrigen Graphen mit einer Tabellenkalkulation.

b) Untersuche, nach welcher der drei oben abgebildeten Methoden dein Handy oder z. B.
www.gpsvisualizer.com daraus das Zeit-Geschwindigkeitsdiagramm erstellt.

Standardtypen | BenutzerdefiierteTypen . 12
:EWBWW: _ Diagrammuyntertyp: - %
e " . Il__
‘ 8 J ]
§ F L]
ottt || RAT
o il tz W .‘ '::"'- .‘.E ,
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i 4 g \:k*‘
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S 0
;ﬁﬁemmmm 400 420 440 480 480 500 520 G40 56D

i

Punktdiagramm-Varianten Zeit in s & Geschwindigkeit in m/s
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Mit der S-Bahn in die Analysis — ein Partnerpuzzie

I Einzelarbeit

Partner A erhalt Abb. 1, B erhélt Abb. 2. Jeder Partner versucht, aus seiner Abbildung méglichst
viele Details (iber die Fahrt der beiden S-Bahnen (am 12.Mérz / 13. April) herauszubekommen,
insbesondere folgende Fragen zu beantworten:

Wie weit liegen die sechs Haltestellen auseinander? Welche maximalen Geschwindigkeiten
erreichten die Bahnen? Wie schlagt sich das Beschleunigen und Bremsen im Graphen nieder?
Wie viel Zeit wiirde eine S-Bahn einsparen, wenn sie ohne Zwischenhalte durchfahren kénnte?

Abb. 2: Graphen zweier S-Bahnfahrten (Partner B)
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Abb. 1: Graphen zweier S-Bahnfahrten (Partner A)
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I Gedankenaustausch (je zwei Partner A und zwei Partner B)
: Vergleicht eure Antworten auf obige Fragen!

Notiert in einer Beispielrechnung, wie man anhand des Graphen aus Abb. 1 Geschwindigkeiten
bestimmt.

Notiert in einer Beispielrechnung, wie man anhand des Graphen aus Abb. 2 zurlickgelegte
Strecken bestimmt.

Welche von den Funktionsgraphen begrenzten Flachen sind gleich? Begrindet!

. Momentangeschwindigkeit (Realitdt und Modell)

Ein genauer Blick auf die S-Bahn beim Start in Lévenich zeigt, dass sich der Weg y in Abhéngigkeit
von der verstrichenen Zeit x beim Start sehr gut durch eine quadratische Funktion beschreiben
lasst. Wenn man das Koordinatensystem so legt, dass man ,im Ursprung startet”, gilt fir eine
gewisse Zeit (als ob S-Bahnen Parabeln kennen wirden) y = kx . (k kann man z. B.nach der Me-
thode der kleinsten Quadrate bestimmen). Man erhélt in Lévenich y = 0,551,
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. Wie schnell ist die S12 nach
a) 5 Sekunden b) 10 Sekunden ¢)15 Sekunden d) 20 Sekunden?
Gruppe 1 versucht, die Frage unter Benutzung der Messwerte zu beantworten.

CSITIONEN RECHNEN

(8

Gruppe 2 versucht, die Frage unter Benutzung des Funktionsterms y = 0,551x2 zu beantworten.

Erlautert folgende Aussage am Beispiel von Abb. 3.: ,Die Momentangeschwindigkeit kann man
nicht genau messen. Man kann sie nur in einem Modell exakt berechnen ... aber das Modell be-
schreibt die Wirklichkeit nur ungenau.”

PM / Theina: i
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Abb. 3: VergréRerter Ausschnitt aus Abb. 1 mit neuem Koordinatensystem



Piv / Thema: MIT POSITIONEN RECHNEN — GPS IM MATHEMATIKUNTERRICHT NUTZEN

HEFT 53 / 55. JAHRGANG / 2013

Klascenstufe: o7
L eitidee: Messen
Kompetenz. Darctellngen verwendet
Onl'merMafer'la!: 7 gpx-?:ﬁ'eane.n

© AeroWest amort

Schulhof, Heinrich-Mann-Gymnasium Kdin; Spuren von Jan und Ayse beim Abschrmten vOn 30 m langen Strecken in West- Ost und Sud Nord chhtung '

Mit GPS und Dreisatz auf dem Schulhof

die Erde vermessen

Woifgang Riemer

Mit GPS Empfangern kann man in Klassenstufe 6 oder 7 in einer
Doppelstunde auf dem Schulhof erforschen, wie das Kugelkoordina-
tensystem mit geographischer Breite (North = Lattitude) und geogra-
phischer Lange (East = Longitude) ,funktioniert* Aus der Anderung
der Koordinaten beim Durchschreiten vorgegebener Strecken bestimmt
man den Erdumfang. Messungenauigkeiten werden mit den Werkzeu-
gen beschreibender Statistik untersucht.

Kugelkoordinaten

(N 50.90313%; E 006.80527%): Noch vor
wenigen Jahren wirkten solche Angaben
kryptisch. Sie schienen aus der Zeit der
groflen Segelschiffe, der Sextanten und me-
chanischen Chronometer ,,iibrig geblieben”
zu sein. Und um die sphérische Trigono-
metrie ist es seit Jahrzehnten in den Curri-
cula auch nicht znm Besten bestellt. Mit
dem Einzug von GPS-Uhren und Geo-
caching-Klassenfahrten hat sich jedoch ei-
niges gedndert. Viele Sechstklissler wis-
sen, dass obige Zahlen Positionsangaben
sind, mit deren Hilfe man beim Geocaching

10

Schitze finden kann. Aber wie sich die Po-
sitionsangaben dndern, wenn man auf dem
Schulhof in verschiedene Richtungen lduft,
ist eher unbekannt. Ein spannendes For-
schungsprojekt also, bei dem man ,,neben-
bei* mit dem Dreisatz die Linge der Brei-
ten- und Lingenkreise messen kann. Man
erlebt, wie schwierig es ist, mit einer (meist
recht dehnbaren) Schnur und einem klei-
nen Kompass, dessen Zeiger sich immer
ein wenig bewegen, Strecken vorgegebe-
ner Linge und Richtung abzustecken. Man
bekommt Hochachtung vor der Prizision,
mit der Vermessungsingenieure arbeiten

und lernt einiges iiber die Messfehler von
GPS-Empfingern, die man mit den Werk-
zeugen beschreibender Statistik untersucht.

Vermessungsexperiment

(vgl. Kopiervorlage)

1. Man bildet in der Klasse so viele Grup-
pen wie GPS-Empfanger (bzw. Smart-
phones mit GPS-App) vorhanden sind.
Jede Gruppe hat den Aufirag, eine eige-
ne Strecke vorgegebener Linge (z.B.
30m) auf dem Schulhof oder dem Sport-
platz abzustecken, die GENAU in Siid-
Nord bzw. GENAU in Ost-West-Rich-
tung verlduft. Natiirlich kann man die
Arbeit anfteilen.

. Dann werden die vom GPS-Empfinger
angezeigten Koordinaten an den End-
punkten der Strecken abgelesen (da die
Angaben schwanken, empfiehlt ¢s sich,
tiber eine kleine Zeitspanne zu mitteln).
Je nach Zeitbudget empfehlen sich Kon-
trollmessungen an den abgesteckten
Strecken anderer Gruppen.

3
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3, Jede Gruppe bestimmt, um wie viel Grad
die North-(Lattitude) und East-(Longi-
tude) Koordinaten beim Durchschreiten
der Strecken angewachsen sind und triigt
ihre Ergebnisse zum Vergleich und zur
Mittelwertbildung in eine gemeinsame
Tabelle ein. Alternativ oder ergéinzend
kiinnen die Gruppen auch ihre Tracks
auswerten, die beim Durchschreiten der
abgesteckten Strecken aufgezeichnet
werden {vgl. Tab. 1 und die Abbildung
zu Beginn des Beitrags). Hinweise fiir
die Messpraxis erhalten Sie in den Bei-
trigen ,,GPS-Daten aufarbeiten — eine
Gebrauchsanweisung® und ,,GPS-Da-
tenaufzeichnung mit Smartphones* im
vorliegenden Heft).

Tab. 1 zeigt: Bei Wanderung um 30 m

+ nach Norden wiichst der Wert fiir die
Koordinate North iim 266 Millionstel
Grad.

* nach Osten wiichst der Wert fiir die
Koordinate East um 422 Millionstel
Grad.

Die Unterschiede [6sen zuniéichst groBes
Erstaunen aus, aber am Globus 16st sich
der kognitive Konflikt schnell, Sandra;
..Die Breitenkreise werden vom Aqua-
tor aus in Richtung Norden immer klei-
ner, Deswegen entfallen auf ein Grad
umso weniger Kilometer, je niher man
dem Nordpol kommt.* Auf unserem
Schulhof am 51. Breitenkreis ist der ge-
messene Verkiirzungsfaktor 266/422 =
0,63. Er kommt dem theoretischen Fak-
tor sin(51°) = 0,67 recht nahe.

. Mit den Messergebnissen lassen sich der
Erdumfang und der Breitenkreisumfang
durch eine Dreisatzrechnung (7ab. 2)
bestimmen.

Thema: MIT POSITIONEN RECHNEN - GPS IM MATHEMATIKUNTERRICHT NUTZEN / PM

30 m nordwirts 30m ostwarts
Zuwachs (°) 0,000266 0,000017 -0,000015 0,000422
time North (°) East () time North {°} East (°)
14:29:52 PM | 51,018164 | 6,885061 |14:37:48 PM| 51,018379 | 6,885883
14:29:63 PM | 51,018178 | 6,885065 |14:37:49 PM| 51,018379 | 6,385887
14:29:54 PM| 51,018195 | 6,885068 | 14:37:50 PM| 51,018378 | 6,885902
14:29:55 PM| 51,018213 | 6,885069 |14:37:51 PM| 51,018375 | 6,885918
14:29:56 PM| 51,01823 | 6,885071 |14:37:52 PM| 51,018376 | 6,885940
14:29:57 PM| 51,018247 | 6,885074 |14:37.53PM| 51,018374 | 6,885968
14:29:58 PM | 51,018266 | 6,885073 |14:37:54 PM| 51,018373 | 6,8859008
14:29:59 PM | 51,018286 6,88507 |14:37:55 PM| 51,018371 6,886024
14:30:00 PM| 51,018303 | 6,885067 | 14:37:56 PM| 51,018371 6,886052
14:30:01 PM| 51,018322 | 6,885066 |14:37:57 PM| 51,018369 | 6,886078
14:30:02 PM| 51,018341 6,885066 |14:37:58 PM| 51,018369 | 6,886104
14:30:03 PM| 51,01836 | 6,885068 |14:37:59 PM| 51,018370 | 6,886133
14:30:04 PM| 51,018378 6,88507 |14:38:00 PM| 51,018369 | 6,886158
14:30:06 PM| 51,018392 | 6,885072 |14:38:01 PM| 51,018368 | 6,886182
14:30:06 PM| 51,018406 | 6,885073 |14:38:02PM| 51,018368 | 6,886200
14:30:07 PM| 51,018421 6,885077 | 14:38:03 PM| 51,018369 | 6,886234
14:30:08 PM| 51,018430 | 6,885078 |14:38:04 PM| 51,018369 | 6,886256
14:38:05 PM | 51,018371 6,886278
14:38:06 PM| 51,018368 | 6,886294
14:38:07 PM| 51,018365 | 6,886304
14:38:08 PM| 51,018364 | 6,886305

Tab. 1; Tracks zur Eingangsabbildung

schaffen. Das Auswerten von Tracks und
das Nachmessen in Google-Landkarten ge-
miB Aufgabe 6 der Kopiervorlage erfor-
dert eine weitere Stunde oder dient zur
héuslichen Vertiefung fiir GPS-Enthusias-
ten. Wenn man zu wenige Navigationsge-
rite besitzt, kénnen einige Schiiler virtuell
messen und die Aufgabenstellung aus Kas-
fen 1 bearbeiten,

Beschreibende Statistik
Wie jeder Geocacher ~ und nach einer Erd-

ter erheblich. Das belegt auch das Proto-
koll aus Abb. 1b. Wenn man einen Emp-
finger irgendwo ablegt, wird aus einem Po-
sitionspunkt mit der Zeit auf dem Display
ein dicker ,.Klecks“ (Abb. 1a). Uber Nacht
kam hier in 12 Stunden eine ,, Tagesstre-
cke® von 895 m zustande.

Die Untersuchung solcher Messunge-
nauigkeiten mit beschreibender Statistik
ist fiir Lernende genauso spannend wie die
Vermessung der Erde auf dem Schulhof.
Schliefilich steht in vielen Bundeslindern

Die Vermessung der Erde ist mit der Ko-
piervorlage in einer Doppelstunde gut zu

_vermessung jeder Sechstklissler — weiB,
schwanken GPS-Positionsangaben mitun-

Richtung Norden

Richtung Osten

266 Millionstel® =2 30 m
1 Millionstel® £ 11,3 cm
1°2 113 km

360° 2 40602 km

Die Messung liefert fir den Erdumfang
(L&nge eines LAngenkreises) 40602 km.

Zum Vergleich ein Tabellenwert:
27 - 6375 km = 40055 km

422 Miliionstel® 2 30 m
1 Millionstel* 27,1 ecm
1°271 km

360° £ 25492 km

Die Messung liefert fir die Lange des
Breitenkreis, auf dem der Schulhof liegt,
25492 km.

Zum Vergleich ein Tabellenwert:
27 - 6375 km - sin(51°) =~ 26846 km

Tab. 2: Dreisatzrechnung

in dieser Jahrgangsstufe der Umgang mit
Tabellenkalkulation ebenso auf dem Lehr-

Wenn du kein Navigationsgerit auftrei-
ben kannst oder mit deiner Messung
friher fertig wirst als deine Mitschi-
lerinnen und Mitschiiler, lege mit
Google-Earth und der Computermaus
zwei Punkte auf eurem Schulhof fest,
lies deren Kugelkoordinaten ab, be-
stimme die Entfernung zwischen den
Punkten mit dem Google-Lineal und
finde mit einer Dreisatzrechnung her-
aus, mit welchem Erdumfang {Breiten-
kreisumfang) die Programmierer von
Google die Erde beschreiben.

Kasten 1: Ersatzaufgabe

11
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r— prec- 50,964782 6,783227 Median
Bgs N Eg"g'[_gag: 0,000188 | 0,000273| Spannweite
m | EDDE™ME.3S 0,000032| 0,000052| Lange Box
LT - 0,000024 | 0,000041 | Standardabw.

@ North () East (°) Time

= 0| 50,964817 | 6,783248 22:23

lm} 1| 50,964795| 6,783237 22:24

o 2| 50,964755 | 6,783174 22:25

31 50,964761 | 6,783215 22:26

4| 50,964765| 6,783212 22:27

5| 50,964786| 6,783261 22:28

6 50,964778| 6,783230 22:29

7| 50,964787 | 6,783270 22:30

8| 50,964772 | 6,783226 22:31

9| 50,964772 | 6,783218 22:32

i ! 10| 50,964771 | 6,783207 22:33

LM.m_}\a’erwennletesNwﬁ:{]regcmt15tlv0nGarrrlin 452 50’964782 6'783190 5:55

453 | 50,964758 | 6,783175 5:56

454 | 50,964761 | 6,783196 5:57

455 | 50,964811| 6,783249 5:58

456 | 50,964772| 6,783221 5:59

457 | 50,964752 | 6,783207 6:00

Abb. 1a Track eines ruhenden Empféngers

Abb. 1b Zugehériges Protokoll (Minutenabstand)

Pfiffige Schiiler lesen aus dem in Abb. 1a eingeblendeten MaBstab die S-N , Kleksausdehnung” 26 m
ab. Ein Vergleich mit der Spannweite 188 Millionstel Grad (Abb. 1b) liefert den Erdumfang 50000 km.

plan wie Mittelwert, Median und Boxplot.
Man liest die in der Ruheposition aufge-
zeichneten Tracks in eine Tabellenkalku-
lation ein, wie in dem Beitrag ,,GPS-Daten
aufarbeiten — eine Gebrauchsanweisung®
in diesem Heft beschrieben. Anschlieffend
werden die statistischen Kennwerte Medi-
an, Spannweite und Quartilabstand (Liin-
ge der Box) fiir die gemessenen Koordi-
naten North und East bestimmt und in

Boxplots (s. Abb. 2 und 3) visualisiert. Der
Quartilabstand dient hier zu Beginn der Se-
kundarstufe I als Maf fiir die Messun-
genauigkeit, da die Standardabweichung
wegen des Wurzelterms und der schwieri-
geren Interpretierbarkeit hoheren Jahr-
gangsstufen vorbehalten ist.

Natiirlich kann man auf Tabellenkalku-
lation verzichten, eine kleinere Anzahl von
Positionsangaben in Partnerarbeit notieren

50,06486
50,96484
50,96482
| 50,96480
50,96478
50,96476
50,96474
50,96472
50,96470
50,96468
50,96466

Breite (N}

6,78336
6,78334
6,78332
6,78330
6,78328
6,78326 ==
6,78324
6,78322
6,78320 —
6,78318
8,78316
6,78314
6,78312
6,78310 I

6,78308 '

Lange {O)

Abb. 2 Boxplot geographische Breite (North)
12

Abb. 3 Boxplot gecgraphische Linge (East)
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und die Daten dann chne Rechner auswer-
ten. Ein (die Lesekompetenyz. fiir das Lesen
von Texten/Grafiken fordernder) Briicken-
schlag zwischen der Kartendarstellung aus
Abb. 1a und den Boxplots aus Abb, 2/3 ist
dann aber nicht méglich: Wihrend die
East-Koordinaten nach rechts und links
gleichméBig um den Median pendeln, gibt
es bei den North-Koordinaten deutliche
Ausreifier nach Siiden. Das spiegelt sich in
der unteren Antenne von Abb. 2 wider,

Messgenauigkeit

Der Quartilabstand der North-Koordinaten
in Abb. 2 betriigt 32 Millionstel Grad. Das
entspricht einer Messgenauigkeit von
32 -11,1cm = 3,55 m, fiir die East-Koordi-
naten erhilt man mit 52 Millionstel Grad
und 52 - 7.1 cm = 3,69 m einen dhnlichen
Wert. Damit lassen sich 30 m lange Stre-
cken auf dem Schulhof mit einer Genauig-
keit von ca. 10 % durch GPS vermessen.
Fiir héhere Genauigkeiten bendtigt man léin-
gere Strecken, die man aber nicht mehr mit
dem Bandmafh messen kann. In der Praxis
wird man dann auf einem Stadtplan Stre-
cken aufsuchen, die genau in W-O und S-N
Richtung verlaufen und Léingen mit einem
Fahrradtacho messen oder das Strecken-
messwerkzeug in Google-Earth nutzen,

Resiimee
Wie man sieht, gelingt es, bei einer klaren
Arbeitsorganisation in einer Doppelstunde
mit GPS-Empfiinger, Dreisatz und Taschen-
rechner, die Erde zu vermessen. Mit Liin-
gen- und Breitenkreisen, die durch das
GPS-Display ,real” werden, wird so im
Mathematikunterricht ein hischst niitzliches
Koordinatensystem erforscht und eine Brii-
cke zum Fach Geographie geschlagen. Man
erfahrt dabei auch, dass die Koordinaten-
angaben auf dem GPS in der sechsten Nach-
kommastelle eine Genaunigkeit von 11 cm
in Siid-Nord- und von 7 cm in West-Ost-
Richtung ,,vorgaukeln“. Wenn man zusitz-
lich die Schwankungen statistisch unter-
sucht, kommt man allerdings auf Messge-
nauigkeiten der GriBenordnung 3 m.
GPS-Messungen knnen so viele As-
pekte der ,,fundamentalen Idee™ des Mes-
sens, des Beschreibens von Realitit durch
Zahlen begreifbar machen. |

Verfasser

Dr. Wolfgang Riemer
Zentrum filr Schulpraktische
Lehreraushildung Koln
w.riemer@arcor.de



: Kopiervorlage

Die Erde vermessen

1. Die Klasse wird in Gruppen aufgeteilt. Jede Gruppe steckt mit einem Bandmalf} und einem
Kompass auf dem Schulhof eine 30m lange Strecke in West-Ost-Richtung und eine in Sid-
: Nord-Richtung ab. Die Endpunkte W, O, S, N werden mit gut sichtbaren Gegenstanden markiert.

2. Jede Gruppe misst mit einem GPS-Empfanger die Position

geographischen Koordinaten der markierten Positionen N 5 u gn 3 I 30

AT MUTZEN /7 Haft 33 7 £F. Jetvgar

't

I e EDDG. g031e’
5 S (East;North) = (.oocovveeennee. &} e °)
z i N (East;North) = (..........o...... ST °)

3. ... und beantwortet folgende Fragen:
Bei Wanderung um 30 m
a) nach Osten verandert sich
die Koordinate Eastum ...

die Koordinate Northum ...
i b) nach Norden veréndert sich

:‘ die Koordinate Eastum ..ol ° Die Lattitude Koordinaten (¢} liegen

: zwischen -90.000000° und +90.000000°,
= die Koordinate Northum  ................. ° die Longitude-Koordinaten {A) liegen
£

zwischen 0.000000° und 360.000000°

aus; Lambacher-Schweizer; — Mathematik fiir Gymnasien. Qualifikations-
phase Leistungskurs. S. 435 @ 2011 Ernst klett Verlag GmbH

4. Wie kannst du am Globus erkldren, dass sich
in 3b) trotz gleicher Strecken (30 m) kleinere
Winkeladnderungen ergeben als in 3a)?

5. a) Wie weit misste man Richtung Norden gehen, damit sich die Anzeige ,North“ um 1° &ndert?
Das 360-Fache davon ist der Erdumfang. Begriinde! Welchen Umfang erhaltst du?

b) Wie weit miisste man Richtung Osten gehen, damit sich die Anzeige ,East® um 1° &ndert?
Das 360-Fache davon ist die La&nge deines Breitenkreises. Welchen Wert erhéltst du?

6. Wenn man die abgesteckten Strecken mit dem GPS Empfanger abschreitet, erhalt man Tracks,
die man in Google-Landkarten darstellen und ausmessen kann. Stelle die aufgezeichneten
Tracks stid-nord.gpx und west-ost.gpx in einer Landkarte dar und miss mit dem in den Landkar-
ten eingeblendeten Malistab, ob die abgesteckten Strecken tatséchlich 30m fang sind.

: Das La‘ingenmessungs-Werkzeug steckt In Gobgle;Eal'th nutzt man zur Lénge-
bei Google-Maps neben ,Center” messung das Lineal

13
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Die Gaul3’'sche Schuhbandformel:

———

Wie GPS-Gerate Flachen messen

Wolfgang Riemer

GPS-Gerate zeichnen nicht nur Fahrspuren auf, sie kénnen auch die
GirdBe einer umfahrenen Flache berechnen. Wie machen Navigations-
gerate das? Wie kann man aus geschlossenen Tracks die umfahrenen
Flichen berechnen, wenn man kein Navi besitzt, das man nur abzu-
lesen braucht? C. F. GauB (1777-1855) entwickelte fiir dieses Problem
eine geniale ,,Schuhband“-Formel, die auch Google und GeoGebra
nutzen, um Flachen zu berechnen, die durch Polygone eingeschlossen
werden. In Klasse 8 kann man sie algebraisch begriinden, in der Stu-
fe 12 fallt sie beim Vektorprodukt ,,ab“

Abb. 1 Fireine Sporiplatzrunde . Abb. 2 . berechnet das Navi 9301,7 m*

20

Flachenberechnung
Flichenberechnungen eignen sich wunder-
bar, um im Mathematikunterricht Bezie-
hungen herzustellen. Dabei sind Beziehun-
gen zwischen der Welt der Terme und dem
Alltag, ebenso spannend wie innermathe-
matische Beziechungen und erste Begriin-
dungs- und Beweisschritte oder Ansitze zu
funktionalem Denken. So erlebt man auch
bei Schiilerinnen und Schiilern, die sich
nicht besonders fiir Mathematik interessie-
ren, immer wieder ein Staunen dariiber,
dass z. B. die Flichenformel fiir ein Tra-
pezA =123 b . h die Fliichenformel fiir das
Dreieck (b = 0) und die Formel fiir das Pa-
rallelogramm (a = b) enthilt, und damit
auch die altbekannte Flichenformel fiir das
Rechteck beinhaltet. Wenn mian Beziehun-
gen und Zusammenhiinge versteht, braucht
man sich in der Mathematik mitunter recht
wenig zu merken.

C. F. Gaul} (1777-1855), der nicht nur
als Professor in Géttingen sondern auch als
Landvermesser im heutigen Niedersach-
sen titig war, hat fiir die Berechnung von
Polygonflichen die ,,Schuhbandformel*
entwickelt. Sie ist in der Anwendung so
einfach und so praktisch, dass Tim aus der
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Abb. 3; Die Schuhbandformel zur Berechnung einer Dreiecksfldche. GeoGebra besitzt ein Werkzeug zur Berechnung von Polygonflichen, dag das gleiche

Ergebnis (28} liefert

8b sich den Ausruf ,,genial“ nicht verknei-
fen konnte, als er verstanden hatte, wie sie
funktioniert. Mathematiklehrerinnen und
Mathematikiehrer schitzen an dieser For-
mel besonders ihre ,Beziehungshaltigkeit™.

Nach einer Einfiibrung in die Schuh-
bandformel soll sie aus dem Blickwinkel
der Vektorrechnung (mittels Vektorprodukt),
und aus dem Blickwinkel der Integralrech-
nung (mit Trapezsummen) begriindet wer-
den. Wie man sie auch schon in der Mit-
telstufe mit Termumformungen einsichtig
machen kann, zeigt Kasten 1. Es geht aber
auch ganz ohne Termumformungen, wie
der Beitrag von Schubert im vorliegenden
Heft belegt. AnschlieBend soll bei einem
Sprung in die Wirklichkeit eines Sportplat-
zes die Genaunigkeit der Flichenmessung
mit GPS-Messgeriten unter die Lupe ge-
nommen werden. Man erlebt die Schuh-
bandformel ,,in Aktion*. Dazu gibt es eine
Kopiervorlage.

Die Schuhbandformel

Wie die Schuhbandformel zur Fliichenbe-
rechnung von Polygonen arbeitet, entnimmt
man Abb. 3 am Beispiel eines Sechsecks.
Man nummeriert die Eckpunkte Py, Py, ...,
Py entgegen dem Uhrzeigersinn durch und
schreibt die Koordinaten paarweise unter-
cinander wie in den Spalten B und C von
Abb. 3. Der erste Punkt wird als letzter
nochmals hinzugefiigt (P; = P, ). Nun wer-
den die Koordinaten ,,iiber Kreuz® — nach
dem Schema z; = %(JCI <y — ¥ - X9} (gelb
unterlegt) miteinander multipliziert. Man
erhilt Spalte D aus Abb. 3. (In Abb. 3 ent-
hilt die markierte Zelle D2 die Formel
(B2-CS;C2-B}) mit dem Wert (4-3;2-1) =5
Dies ist der Inhalt des Teildreiecks OF 1 Ps.)

Die Summe der Zellen D1 bis D7 ist die
Fliche des Sechsecks. Sie hat den Wert 28
und steht in Zelle D8 (blan markiert).

Das ,,Uber-Kreuz-Multiplizieren®, das
an das Schniiren eines Schuhs erinnert, gibt
der Formel den Namen ,,Schuhbandfor-
mel”. Mit Summenzeichen schreibt man:

6
=%Z (X Yir1 =Y Xiw)
i=1

Begriindung der Schuhbandformel
mittels Vektorrechnung

Aus der Vektorrechnung weill man, dass
die Linge des Vektorproduktes zweier Vek-
toren der orientierten Fliiche des Paralle-
logramms gleicht, das von diesen Vekto-
ren aufgespannt wird.

Wenn man das Vektorprodukt aus den
komplanaren Ortsvektoren zweier aufein-
ander folgender Polygonpunkte, etwa 0P1
und OP 3 als

X1 Xg 0
oL R
0/ \o Xy Yr—Xy - ¥

berechnet und die Ergebnisse, die sich als
reelle Zahlen deuten lassen, halbiert, er-
kennt man (vgl. Abb. 3), dass es sich bei
den Summanden der Schuhbandformel um
die Teildreiecksflichen handelt, die sich
zur gesamten Polygonfliche addieren. Mit
dem Vektorprodukt kennt man also gleich-
zeitig auch die Schuhbandformel.

Abb. 4 zeigt, dass die Herleitung ihre
Giiltigkeit behilt, wenn der Ursprung au-
Berhalb des Polygons liegt, denn dann gibt
es (auflerhalb des Polygons liegende) Drei-
ecke, deren Fliche beim Summieren ein
negatives Vorzeichen bekommen. Die Po-
lygonfliche entsteht als Flichendifferenz.

Begriindung der Schuhbandformel
mit Trapezsummen
Man kann den Flicheninhalt des Polygons
auch mithilfe von Trapezen berechnen. Wie
Abb. 5 zeigt, gilt

4]

=%Z = X4 1) - O+ Vi)
i=1

Wenn man dabei eine ,,obere” Kante ,,von
rechts nach links* durchléiuft, ziihlen die zu-
gehorigen Trapezflichen positiv, denn es gilt
X; > x;,. 1. Die Trapezflichen unter dem Po-
lygon zdhlen negativ und werden subtra-
hiert. Insgesamt bleibt beim Summieren die
»~Innenfliiche des Vielecks iibrig. Hieraus
ergibt sich die Schuhbandformel wie folgt

6
24=Y (x-x41)- 01+ i) =
I3 i=1
E (Y — y:xHI)"'El (Y= Xy 1Vie1) =
= =0 J

Z (Y51 — YiXii1)
=1

Wie man die Schuhbandformel mit ei-
ner Termumformung auch schon in der Mit-
telstufe einsehen kann, zeigen die Beispiel-
aufgaben in Kasten 1.

Der Sprung in die Wirklichkeit -
Eigene Experimente

Die Schuhbandformel wurde von GauB fiir
die Landvermessung erfunden. Was licgt
also niher, als sie in der Wirklichkeit bei
ciner Runde auf dem Sportplatz zu erpro-
ben oder zu untersuchen, wie genau man
die Kreiszahl n beim Durchfahren eines
Verkehrskreisels mit einem GPS-Empfiin-
ger messen kann? Die Kopiervoriage lie-
fert Anregungen fiir eigene Experimente
und Fragestellungen.

21
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Abb. 4: Berechnung liber Dreiecksflachen

Wie man in Abb. A der Kopiervorlage
sieht, speichern GPS-Gerite die Positio-
nen bis auf Millionstel Grad ab. Das ent-
gpricht in N-8-Richtung iiberall auf der
Erde einer aufgezeichneten Genauvigkeit

(Zelle E4).

Kontrolliereﬁ .der_ St-:huhbaﬁdformel

a) Uberzeuge dich am Beisplel des Sechsecks aus Abb. 3 durch stichprabenartiges
Nachrechnen davon, dass die Summanden der Schuhbandformel die Flachen
der Teildreiecke darstellen, die durch Verbinden des Ursprunges mit den Poly-

gonecken entstehen.

von Ay = (),111 m (Zelle F4) und in W-0O-
Richtung in Deutschland Ax = 0,070 m

In der Mittelstufe wird man die Umrech-
nung der (von GPS-Empfingern geliefer

Abb. 5: Berechnung iber Trapezflichen

ten) Kugelkoordinaten in kartesische Ko-
ordinaten durch die Tabellenkalkulations-
vorlage als Black Box bewerkstelligen. Oder
man teilt die Umrechnungsfaktoren 0,111
bzw. 0,070 einfach mit. Die Umrechaung
mithilfe von Winkelfunktionen wird in dem
Beitrag ,,GPS-Daten aufarbeiten — eine Ge-
brauchsanweisung” im vorliegenden Heit
beschrieben. Aus den Positionen (Spalten
E und F) berechnet man dann die Gesamt-
fliche der Sportplatzrunde in Spalte G. In
diesem Beispiel erhiilt man 10242,9m?. Die-
ser Wert ist verglichen mit der Normfliche
| (vgl. Kopiervorlage) (36,52 -t + 2. 36,5 -

Pzl | ¥y
34 T i 1 84,39)m?= 10346 m? um 1 % zuklein. Die
2.5 JIPS . =N A, ' Messung aus Abb. 2 ist mit 9301,7 m? ist
’ T . um 9 % zu klein. Die Bestimmung von n
5] T 4P (%, ly:) . durch Verkehrs-Kreiselfahrten mit GPS-
A = ¢ Empfingern liefert in der Regel Abwei-
15 / i ¢ chungen, die deutlich unter der 10 %-Mar-
= i keliegen.
!: 14 =
: Ay . Literatur zum Weiterlesen
! 0.5 1 E Riemer, W. (2009): Dem Navi auf der Spur:
| MNU 62/8, S. 468—477
04 T T T T T T T i > . Riemer, W. (2010): Bewegungen mit GPS
o 05 1 16 2 25 3 35 4 45

1
i
:
l

Teildreieck OP;P;

: b) Die Abbildung zeigt ein , beliebiges” Dreieck A = OP4P, mit einer Ecke im Ur-
| sprung, dem ein Rechteck R umschrieben wurde. Die Dreiecksflache erhélt man,
¢ indem man von der Rechteckflache die Flichen A, A, A; dreier rechtwinkliger

Dreiecke subtrahiert.

Kommentiere jeden Schritt der folgenden Termumformung und begriinde damit

* die Giiltigkeit der Schuhbandformel in Stichworten.

. A=R-A -A-As
E —X1J/2—2X1J/1 (X1 Xz)(}’z—h)—%xzyz
1 =X1¥2 —%Xﬂﬁ —%Xﬂfz + %Xﬂﬁ -%leﬁ + %Xz}’z —%Xzyz

; = %(Xﬂ/z - Xo¥1)

Kasten 1: Beispielaufgaben: Elementare Kontrolle der Schuhbandformel
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untersuchen, Grundvorstellungen der

: Analysis , erfahren”. mathematik lehren

¢ 160, 8. 54-58

Jorgens, T. et al. (2010): Lambacher

! Schweizer Einfiihrungsphase, Stutigart:

¢ Klett (auf www.klett.de den Online-Link
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! Klett (auf www.klett.de den Online-Link

{ 735301-3881 eingeben) [

i Verfasser:

Dr. Wolfgang Riemer

i Zentrum fiir schulpraktische

i Lehrerausbildung Koln
w.riemer@arcor.de



Sdahrnang / 202

WCHT NUTZEN /4 He

1

[STRH

hATHCLN TS

L=y
o

- PR et MATH

PM ¢ Thema: BT POSITIONEN HECHNTN

Kopiervorlage - Seite 1

Die Schuhbandformel auf dem Sportplatz

Die Abmessungen von Sportplatzen sind durch DIN-Normen vorgeschrieben, wie in Abb. B zu
sehen. Bei einer Kampfbahn des Typs B handelt es sich um ein Oval mit Innenbahnradius 36,5 m
und Geradenltédnge 84,39 m.

a) Berechne die Fliche, die ein Laufer bei einer Runde auf der Innenkante der Innenbahn eines
solchen Platzes umrundet.

b) Radle selbst mit einem GPS-Empféanger in der Tasche eine Runde um den Sportplatz.

c) Kopiere die von dem Empfanger (z. B. im Sekundenabstand) aufgezeichneten Positionen in die
Vorlage aus Abb. A, die die Kugelkoordinaten (Lat, Lon) in Grad in kartesische Koordinaten (x, y)
in Meter umwandelt. Der Ursprung O = (Lon0Q;Lat0) des Sportplatz-Koordinatensystems liegt hier
in der Mitte des Spielfeldes bei

o(min(B1 : B51) + max(B1 : B51) | min(C1 : C51) + max(C1 : C51)
2 2
d) Lésche Uberflissige Track-Punkte deiner Aufnahme, sodass du genau eine geschlossene Run-
de erhaltst, wobei der erste Trackpunkt am Ende als letzter wiederholt wird, wie es die Schuh-
bandformel fordert.

) (Zelle B4, C4).

e) Berechne die umfahrene Flache und vergleiche mit dem Jtheoretischen Wert®, der sich aus der
DIN-Norm ergeben wiirde. Gib die Abweichungen in Prozent {bezogen auf den DIN-Wert) an.

=5 - fo =(C5-C34y’ES4™0D0000
=TAL_B |- ¢ | b W ¢ : H_ T 3 = 4 1 K b L & M
4 50933918 6882282 0.070 0911
5/ Lal Lon  Time_x(m) ¥ (m) m* R s . e i S
8| 1 50934124 6881637 10:13:30[ 4520 229 . I ¥
(7| 2 50934067 B8G16B4 10:13:31 433 166 2431 . .
B | 3 50934008 6.581694 10:13:32 412 100 2492 L
G| 4 5093347 6881723 101333 392 32 2691 N ey
10| & 508933887 6851752 10:13:34 371 34 2547 *
11| 6 50933826 6881779 10:13:35 352 -102 2584 . . i
12| 7 50933763 6891807 1011336 -3B3 72 2669 . 4 .
13| © 50933704 6.881B35 101337 313 238 2521
14| 9 50933644 BBA1B61 10.13:38 205 V5 2623 ‘ *
15| 10 50933582 6.881886 101339 -27.7 -37.4 2567 . .
16! 11 50933522 6881911 1011340 -260 440 2505 - 28 "
17| 12 50933453 6881933 10:13:41 -240 510 2684
18| 13 50933399 6881977 101342 214 577 2962 * .
(18] 14 50933344 B.BI234 109343 174 638 3/ 1 o .
(20| 15 50933295 BE32111 10:13:44 120 692 4370 & ) v
21| 16 50933266 BBAZR 10:13:45 56 736 4942 "]“ i R 1 p @ ep
22| 17 50933229 6882304 10:1346 16 766 5428 . X
23| 18 50933218 6.882415 10:13:47 93 778 5939 20
24| 19 5093324 6832529 101348 173 772 6278 ' .
25| 20 S093047 B.BRJE36 10:13:49 248 748 6227 . .
96| 21 50933286 6832731 101350 315 703 6044 . ,
27| 22 50933338 6.8HHI5 101351 373 645 5954 z 4 -
78| 23 50933402 6BIE7B 101352 418 574 5504 )
25| 24 50933476 6882918 101353 446 491 5043 *
30| 25 50933552 682934 101354 457 407 4316 1 & )
31| 26 50933629 6650923 10:13:85 449 321 3897 . .
IE5| 50 50934274 688163 101419 457 396 3957 L W
[85] 51 50934202 6891646 10:14:20 -446 316 3213 -
|67 1 50934124 GBSIR37 10:13:30 452 229 4063 m
158 : 12 102429

Abb. A: Sportplatzrunde als Excel-Landkarte mit markiertem Startpunkt und Ursprung in der Mitte
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Flachenberechnung mit
GPS-Daten

Ein Projekt zur Begabtenforderung in der Stufe 6

Volker Schubert

Die Anwendung der GauB3'schen Schuhbandformel zur Bestimmung
einer Sportplatzfiiche auf der Basis von GPS-Daten stellt Lernende
der Jahrgangsstufe 6 vor Herausforderungen, die viele ihrer jahrgangs-
spezifischen Kompetenzen vertiefen kbnnen. Ausgehend von Fliachen-
berechnungen auf dem Geobrett wird ein geometrischer Zugang
entwickelt, der auf die symbolische Darstellung mit Variablen verzich-
tet. Die Durchfiihrung des kompletten Projektes wurde im Rahmen
einer Akademie zur Begabtenforderung erprobt und bietet auch An-

regungen fiir héhere Jahrgange.

Schuhbandformel schon in Stufe 6
Die Berechnung von Flichen aus GPS-Da-
ten iiber die Schuhbandformel, die im Bei-
trag von Riemer im vorlicgenden Heft wei-
ter vorne beschrieben wird, lisst sich als
Projekt fiir eine Gruppe besonders begab-
ter Sechstklissler nutzbar machen. Die iu-
Beren Bedingungen der Schiilerakademie
fir Mathematik in Ostwestfalen-Lippe
(SAM-OWL), dic das Weser-Gymnasium
Viotho alljihrlich tiber zweicinhalb Tage
im Jugendhof Vlotho ausrichtet, sind fiir
dieses Projekt ideal. Ein Sportplatz vor der
Tiir bietet sich zum Vermessen an. Aller-
dings sollte am Anfang méglichst hindi-
sches Geometrie-Treiben und kein Bedie-
nen einer Black Box stehen, Aus dieser
Spannung heraus ist schlieBlich ein Projekt
entstanden, das den Lernenden iiber ca. 9

Zeitstunden mathematische Aktivititen bie-
tet. Danach wurden die Ergebnisse zur Pri-
sentation vor den Eltern und der Offent-
lichkeit medial aufbereitet und zu einem
gut zehnminiitigen Vortrag verdichtet.
Neben der Begabtenfiirderung soll die
Schiilerakademie SAM-OWL cinen Bei-
trag zur Ausbildung der mitwirkenden Re-
ferendarinnen und Referendare leisten und
der Weiterentwicklung des schulischen Fa-
chunterrichts Impulse geben (fiir mehr In-
formationen vgl. die Internetlinks am
Ende). Dyie Arbeit mit besonders begabten
Kindern liefert sonst schwer zu erlangen-
de Einblicke in das schlymmernde Poten-
zial von Lernenden und triigt dazu bei, die
altbekannte Maxime zu erproben, dass je-
dem Kind auf jeder Entwicklungsstufe je-
der Lerngegenstand in einer intellektuell
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ehrlichen Form gelehrt werden kann (Bru-
ner 1970, 5.44). Dieser Gedanke stand auch
Pate fiir die nachfolgenden Uberlegungen.

Vom Geobrett zur Schuhbandformel
Das Thema ,,Flichenberechnung® ist im
Unterricht der Erprobungsstufe gut veran-
kert. Viele Schiilerinnen und Schiiler der
Stufe 6 verfiigen tiber Zerlegungs- und Aus-
sparungsstrategien und kdnnen Fliichen von
Dreiecken durch Verdoppeln bestimmen.
Damit ldsst sich ein offener Einstieg mit
gezielten Erkundungsaufgaben fiir das Geo-
brett realisieren. So sollen z.B. Quadrate
zu gegebenen Flicheninhalten oder Figu-
ren mit jeweils minimafern Flicheninhali
gespannt werden. Eingeschlossen sind auch
Flichenberechnungen fiir beliebige Drei-
ecke. In dieser Phase ist es wichtig, nicht
zu rasch in die erste Systematisierung ein-
zusteigen, da den jungen Lernenden das
mathematiktypische Vorgehen der Reduk-
tion komplexer auf elementare Fille nicht
von vornherein gewinnbringend erscheint,
sondern die Freude am Problemlésen im
Vordergrund steht.

Eine schwierige Hiirde ist naturgemiB
die Fliichenberechnung beliebiger Drei-
ecke, welche den Kern der Schuhbandfor-
mel ausmacht. Damit diese fiir die Lernen-
den nicht,,vom Himmel £illt*, ist man qua-
si zum Beweis ,,verdammt“, Auch muss
eine der Jahrgangstufe angemessene
nicht-symbolische Repriisentation gefun-
den werden. Dies funktioniert auf rein geo-
metrischem Wege. Zuniichst die Aussage
selbst in anschaulicher Form, wie sie in
Abb. 1 dargestellt ist: Die Dreiecksfliiche
OP, P, ist gleich der Hiifte der Differenz
aus der groBien griinen und der kleinen ro-
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ten Rechteckfifiche, erkennbar an den be-
schrifteten Ecken Q; bzw. (.

In Koordinaten von P; = {x;ly;) und
P5 = (x; | y,) ausgedriickt ist dies die halbe
Determinante % < (X1¥2 — X2¥1), aber dieser
Term taucht fiir die Schiilerinnen und Schii-
ler nirgends auf. Die nachstehende Herlei-
tung aus Abb. 2 lisst sich gut auf dem Geo-
breit oder mit farbigen Folien illustrieren.
Positive Flichen werden hier griin, negati-
ve rot dargestellt.

Um aus dem umgebenden grofien Recht-
eck das Dreieck herauszuschneiden, muss
man drei rechtwinklige Dreiecke auBen he-
rum abschneiden. Deren Fliichen berech-
nen die Lernenden als halbe Fliche eines
entsprechenden Rechtecks (rot). Die ent-
scheidende Idee ist, sich diese halbe Fla-
che nun als Rechteck mit halbem Gewicht
vorzustellen, sozusagen nur zu 50 % ein-
gefiirbt, wie man dies aus Grafikprogram-
men kennt, Schaut man, was iibrig bleibt,
s0 erhilt man das grofe griine Rechteck
mit halbem Gewicht, wobei jedoch links

Das Geobrett wurde zur Prasantalion der Grundidee der Schuhbandformel bespannt

unten ein Rechteck fehlt, da seine Fliche
zweimal mit halbem Gewicht abgezogen
wurde. Diese Uberlegungen knnen nicht
selbststindig von den Lernern entdeckt
werden. Sie kénnen aber diese grafische
Herleitung mit eigenen Worten beschrei-
ben und die ldee verstehen.

Das obige Argument unterliegt jedoch
einer geometrischen Einschriinkung, die be-
gabte Kinder recht bald herausfinden: Die
Ecke P, muss in Abb. 7 links oberhalb von
Py liegen, wenn man im Gegenuhrzeiger-
sinn beschriftet. Mithilfe einer Scherung
lieBe sich diese Einschriinkung beseitigen,
wenn man die Invarianz der Determinante
nachweisen kénnte. Ohne Termumformun-
gen kommt man an dieser Stelle aber nicht
weiter, sodass das Problem in Stufe 6 nicht
weiter verfolgt wird, sondern einem Pro-
jekt etwa fiir die Jahrgangstufe 8 vorbehal-
ten bleibt. Stattdessen kénnen die Lernen-
den die Erfahrung machen, dass ein Kalkiil
héaufig noch weit fiber die Situation hinaus
triigt, in der er entwickelt wurde.
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Zur Propédeutik des Variablen-
begriffs und zum Rechnen mit
ganzen Zahlen
Die Variation eines Rechenvorgangs stéf3t
die Entwicklung des Variablenbegriffs an.
In Kasten I geschieht dies zunéichst in Form
eines algorithmischen Schemas, dessen Po-
sitionen in einem spiteren Entwicklungs-
stadium mit Buchstaben benannt werden
konnten, klassischerweise als Platzhalter
bezeichnet. Entscheidender als die symbo-
lische Darstellung ist aber, ob Lernende sich
die betreffenden Positionen als Variable
im Sinne des von Malle (1993, S. 44 ff) be-
schriebenen Einselzungsaspektes denken.
Schreitet man von Dreiecken zu Polygonen
fort, so stellt die Schuhbandformel ein ein-
faches Kreuzschema dar, das sich mit far-
bigen Strichen {griin — positiv, rot - nega-
tiv) visualisieren lisst. Die Koordinaten
werden, bildlich gesprochen, auf die Osen
gesetzt und das Schuhband wird dann durch-
gezogen. Die Programmierung des entspre-
chenden Terms mittels Tabellenkalkulati-
onsprogramm durch Anklicken der ge-
wiinschten Zellen ist ein analoger Vorgang,
wobei hier bereits Namen fiir die Variablen
ins Spiel kommen. Damit vollzieht sich
beim Arbeiten mit dem Programm unwill-
kiirlich der Ubergang von einer enaktiven
zu einer symbolischen Termdarstellung.
Bei der Anwendung der Schuhbandfor-
mel auf Polygone hiitten sich durch die Wahl
des Koordinatenursprungs negative Koor-
dinaten zwar vermeiden lassen, dies hiitte
jedoch im Gegenzug zu negativ orientier-
ten Flichen gefiihrt. Daher wurde stets an-
genommen, dass der Startpunkt beim Lau-
fen zugleich als Koordinatenursprung fun-
gieren sollte. Von dort aus lisst sich der
Sportplatz ficherformig in schmale Drei-
ecke aufteilen, wie eine von einem Schiiler
erstellte Priasentation zeigt (vgl, Abb. 3).
Hiilt man sich an den Gegenuhrzeigersinn,
so ergeben sich nur positiv orientierte Fli-
chen, weil das Polygon keine einspringen-
de Ecke hat (Vertiefungsmdoglichkeit). Be-
vor es an die professionelle Auswertung
von GPS-Daten mit dem Rechner ging, wur-
de das Schuhbandschema im ,, Kopfrechen-
modus” an Siebenecken erarbeitet und am
Rechner als Einstiegsbeispiel wiederholt,
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Abb. 2: Herleitung der Schuhbandformel fiir Dreierke
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Kasten 1: Rechensch&ma fiir die Differenz der Rechteckﬂéicﬁen

sodass auch ein gewisses Vertrauen zu den
geometrisch nicht mehr direkt einsichtigen
Rechnungen mit negativen Koordinaten auf-
gebaut wurde. Wieder wurde vermittelt,
dass ein Kalkiil noch iiber die Situation hi-
naus trigt, in der er entwickelt wurde. Die
Invarianz der Schuhbandformel unter Ver-
schiebungen wurde nebenbei von einzelnen
Schiilern entdeckt, wobei sie auch schon
bemerkten, wie dies mit dem Schuhband-
schema durch Addition und Subtraktion
gleicher Summanden funktioniert.

Mit dem Dreisatz vom Giobus zum
metrischen Koordinatensystem

Es ist auch unter ficheriibergreifenden As-
pekten gewinnbringend, die Umrechnung
der aufgezeichneten GPS-Daten in karte-
sische Koordinaten nicht vorzugeben, son-
dern mit den Schiilerinnen und Schiilern
am Globus zu erarbeiten. Die historische
Definition des Meters als 40-millionster
Teil des Erdumfanges erlaubt eine Drei-
satzrechnung; Teilt man 360° durch 40 Mio.,
so erhilt man fiir einen Meter 5 Millions-
tel Grad. Da das benutzte GPS-Geriit ganz-
zahlige Daten in Millionstel Grad ausgibt,
kann man diese Zahl mit der Lingenein-
heit $m = 0,Im ~ 11,1cm multiplizieren.
Auf dem Globus erkennt man aber auch,
dass die Lingenkreise enger beisammen
liegen als die Breitenkreise. Diesen Ver-
kiirzungsfaktor kann man aus den Propor-
tionen einer Gittermasche bestimmen, die
man mit transparenter Folie vom Globus
abzeichnen oder unter Google Earth aus-
drucken kann. Da die Lernenden in unse-
rem Projekt aus der Bruchrechnung keinen
Verhiltnisbegriff mitbrachten und auch die

B ,. T e

Abb. 3: Mit dem unter Excel erzeugten Bild der
Laufbahn wird die Idee der Triangulie-
rung verdeutlicht

> > 4-5-1-

e T
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.

geometrische Vorstellung eines Streckfak-
tors fehlte, musste ermneut eine Dreisatz-
rechnung durchgefiihrt werden. Dies lisst
sich vereinfachen, wenn man eine Gitter-
masche von 0,0036° mal 0,0036° im MaB-
stab 1 : 3600 ausdruckt, sodass sie in Nord-
Siid-Richtung 11,1cm misst. Die z. B. fiir
Vlotho in Ost-West-Richtung gemessenen
8,6 cm geben dann die Linge fiir ein Mil-
lionstel Grad in Ost-West-Richtung an.

Die Arbeit mit Medien

Es zeigte sich bei der Wahl der Projekte,
dass sich Lernende mit starkem Interesse
an technisch-informatischen Medien durch
das Thema angesprochen fiihlen. Die
GPS-Technik konnte jedoch im Rahmen
des Projektes nicht vertieft werden. Die Auf-
bereitung und Konvertierung der Daten des
GPS-Gerites (es wurde der miniHomer der
Firma Znex nebst zugehdriger Software be-
nutzt) musste in Lehrerhand bleiben, jedoch
konnten die Schiilerinnen und Schiiler die
Laufbahn in der Google-Maps-Darstellung
direkt mit der von ihnen selbst erstellten
Darstellung unter Excel vergleichen. Wenn
— wie in der Akademie — Schiilerinnen und
Schiiler sehr unterschiedliche Kenntnisse
im Bereich der Tabellenkalkulation mitbrin-
gen, ist bei der Programmierung eine enge-
re Lenkung erforderlich. So wurde in Abb.
4 fiir jeden Schritt eine neue Spalte einge-
richtet, damit die Bedeutng der Eingaben
mitvollzogen werden kann und anschlie-
Bend auch selbststéindig Eingaben moglich
werden. Zu beachten ist die Reihenfolge
der Geokoordinaten: erst Nord (y-Wert),
dann Ost (x-Wert).
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Riickschau

Auf dem Weg von der Flichenberechnung
am Geobrett bis zur Auswertung von GPS-Da-
ten wurden viele inhaltliche Kompetenzbe-
reiche der Jahrgangsstufen 5 und 6 in einem
fachiibergreifenden Kontext vernetzt. Beson-
ders wurde das Verstiindnis fiir Koordinaten
vertieft. Der Abstraktions- und Formalisie-
rungsgrad blieb auch an schwierigen Stellen
dem Entwicklungsstand von Schiilerinnen
und Schiilern angemessen, die noch nicht
auf den Kalkiil der Buchstabenalgebra zu-
riickgreifen kénnen. Dabei wurde deutlich,
wic weit man allein durch geometrische Uber-
legungen und grafische Darstellungen kom-
men kann.
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Hinweis

Detailliertere Arbeitsunterlagen kénnen In-
teressierte beim Verfasser per Mail anfor-
dern.

Verfasser

Dr. Volker Schubert
Weser-Gymnasium Viotho
v.schubert@teleos-web.de

A B c D | E F G |
127| 52172217 | 8856029 | -266 | 730 | -51.75 | 49,61 | 99,58
128 | 52.172.235 8.856.048 =448 749 -49,78 50,90 83,04

Spalte A: Breitengrad in Nordrichtung in Millionstel Grad

Spalte B: Langengrad in Ostrichtung in Millionstel Grad

Spalte C: Abweichung vom Startpunkt in Nordrichtung in Millionstef Grad
Spalte D: Abweichung vom Startpunkt in Ostrichtung in Millionstel Grad
Spalte E; Abweichung vom Startpunkt in Nordrichtung in m

Spalte F: Abweichung vom Startpunkt in Ostrichiung in m

Spalte G: Flache eines Teildreiecks in m?

Abb. 4: Aufbau des Tabellenblattes

27



PM / Thema: MIT POSITIONEN RECHNEN — GPS IM MATHEMATIKUNTERRICHT NUTZEN

HEFT 53 / 55. JAHRGANG /2013

(Ausschnitt aus der Sehleife oben rechts)

Mit GPS und Vektoren in

die Kurve

Wolfgang Riemer

_ 'l /

'm Autobahnkreuz Koln-Siid wirk-en auf den Fahrer beachtliche ,Kraft-Vektoren"

© Google Earn
I3

Vektorrechnung verbindet man mit analytischer Geometrie, mit Gera-
den, Ebenen, Normalenvektoren und Schnittwinkeln. Eine neue und
spannende Dimension der Vektorrechnung eréffnet sich, wenn man
aus GPS-Positionen Vektorketten bildet. Man berechnet daraus Kur-
venradien, Drehgeschwindigkeiten, Beschleunigungen und Fliehkraf-
te quer 2ur Fahrtrichtung, Kréfte, die in einer Rechtskurve den Beifah-
rer in Richtung Fahrer ziehen und die Reifen zum Quietschen bringen

kénnen.

Sinnstiftender Mathematikunter-
richt mit ,,Gefiihl und Verstand*
‘Wenn man mit cinem GPS-Empfinger in
der S-Bahn geradeaus fihrt und Wege, Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen
zueinander in Beziehung setzt, entdeckt
man die gundlegenden Zusammenhinge
zwischen einer Funktion und ihren Ablei-
tungen. Man arbeitet im Kernbereich der
Analysis. Wenn man aber Kurvenfahrten
protokolliert, lassen sich zusétzlich hchst
interessante Griflen wie Drehgeschwindig-
keit, Querbeschleunigung und Kriimmungs-
radien mithilfe von Vektoren quantitativ

untersuchen!. Wiihrend die anspruchsvol-
len inhaltlichen Details beim Arbeiten mit
Vektoren der Sekundarstufe II vorbehalten
bleiben, stoBen die Funktionsgraphen, die
entstehen, wenn man diese GrisBen in Ab-
hingigkeit von der Fahrzeit darstellt, schon
in der Sekundarstufe I auf reges Interesse.
Ein Grund dafiir ist, dass man die in den
Funktionsgraphen codierten Informationen
beim Kurvenfahren tats#ichlich fiihlen kann.

Funktionsgraphen interpretieren
In Kasten 1 wird die Fahrt durch ein Auto-
bahn-Kleeblatt mithilfe von sechs Funkti-

onsgraphen visualisiert. Die Bedeutung der
Graphen konnen Lernende bereits in der
Sekundarstufe I selbststiindig entschliis-
seln. So lisst sich die Fahrtrichtung (,,Kurs*)
in Abb. 5 mit den Positionen im Kleeblatt
in Verbindung bringen und der gesamte
Drehwinkel von—1080° am Ende entspricht
tatséichlich drei Volldrehungen im Uhrzei-
gersinn?. In Abb. 6 erkennt man, dass die
Kurvenradien in allen vier Schleifen an den
engsten Stellen bei ca. 40 m liegen. Und
auch die Tatsache, dass aus Sicherheits-
griinden in jeder Autobahnkurve ein klei-
nes ,,Geradenstiick” eingebaut ist, lisst sich
am Verlauf des Kriimmungsradius verfol-
gen. Auf den ,,Geradenstiicken* wachsen
die Radien rasant an (,,Polstellen®). In
Abb. 3 erkennt man den Zusammenhang
zwischen Geschwindigkeit (im Sinne von
,»Tempo*?) und Drehgeschwindigkeit: So-
bald man geradeaus fihrt (Drehgeschwin-
digkeit 0) beginnt der Fahrer zu beschleu-
nigen, die Geschwindigkeit steigt. Und auch
das Zusammenspiel von Tangential- und

1 Im neven Kernlehrplan fiir Nordrhein-Westfalen ist in der , Einfilhrungsphase* neben einer Einfiihrung in die Analysis auch eine Beschiftigung mit Geschwindig-
keits- und Kraftvektoren obligatorisch. Dieser Artikel ertffnet Méglichkeiten inhaltlicher Vernetzungen.

2 Volker Schubert ergiinzt dies wie folgt: Nebenbei bemerkt ist das didaktisch sehr bemerkenswert, weil man ja zunéichst 4 geschlossene Schleifen sieht. Der Wider-
spruch klirt sich durch die fehlenden 4 spitzen Winkel an den Uberkrenzungen auf, die sich zu 360" zusammensetzen lassen. Oder man bedenkt, dass die 4 Schlei-
fen, wenn sie im Uhrzeigersinn durchfahren werden, ihrerseits wieder im Gegenuhrzeigersinn angeordnet sind, was dazu fithrt, dass das Parallelogramm in der Mit-
te einmal gegen die Uhr umfahren wurde. Eine weitere Moglichkeit besteht darin zu zghlen, wie oft man exakt in Richtung Norden (oder eine andere vorgegebe-

ne Richmung) fahrt.

3 Der Begriff Geschwindigkeit wird hier in doppelter Bedeutung genutzt, einerseits als Geschwindigkeitsvektor (gerichtete GréiBe), andererseits als Betrag dieses
Vektors, der das ,,Tempo® oder die ,,Tachogeschwindigkeit” meint. In der Physik bewiihrt es sich, Geschwindigkeitsvektor und Tempo begrifflich stirker vonein-

ander zu trennen.
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Kasten 1: Mit Funktionsgraphen durchs Autobahnkieeblatt {online verfiigbar)

= x{t} = y{f) sek

o o o o000
c2R89%8BE8R3g2-ezE
200 }
F
150 T -
1Sk s s :
a [eye 3 . b
100 T4+ - 3
' s fe o . . S
soddd Dl [ 19 : s
i . 1 : 1 :. \h
g o7 v?i.-' 21 T
& LA o hl |f 0. *
-50 = I e % v
8 L L e |® | i .
p ol 12l lefelie] |9 4
L
-150 p- —
-200
Abb. 2: Koordinaten x(t) und yft)
—s—a-tangential —=— a-normal
| 9 sek
2 0 0 90 O 0
o288 9B8L8RE-SESE
3
2 .
1
° 5

m/s?
1
—
L
o
——a_}
| »——=

L]
RS

[
o1}

Abb. 4: Tangential- und Querbeschleunigung apa(2) und angmadtt

sek

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150

Abb. 6: Kurvenradius r{t)

29



FM /Thema: MIT POSITIONEN RECHNEN - GPS IM MATHEMATIKUNTERRICHT NUTZEN HEFT 53 / 55. JAHRGANG / 2013

Die Erdbeschleunigung g, Tangential- und Querbeschleunigung beim Kurvenfahren

* Erdbeschleunigung: Wenn du im Schwimmbad vom Turm ins Wasser springst, nimmt deine Geschwindigkeit je Sekunde um
ca. 10 m/s = 36 km/h zu. Fir die Geschwindigkeitszunahme 10 m/s je s schreibt man kurz 10 m/s2. Nach zwei Sekunden in
der Luft bewegst du dich also schon mit ca. 72 km/h. Diese ,rasante” Beschleunigung nennt man Erdbeschleunigung
g = 10 m/s?. Verantwortlich daflir ist die Erdanziehungskraft, die fir jedes kg deines Korpers etwa 10 N betragt.

= Tangentialbeschleunigung in Fahrtrichtung: Bei einer Vollbremsung auf trockenem Asphalt nimmt die Geschwindigkeit jede
Sekunde um ca. 5 m/s ab. Die Bremsbeschleunigung betrégt —5 m/s? also etwa% g: Auf jedes kg deines Kdrpers wirken 5 N,
soviel, wie 5 Tafeln Schokolade wiegen.

= Querbeschleunigung senkrecht zur Fahrtrichtung: Aber auch, wenn du mit quietschenden Reifen eine Kurve durchfihrst,
spiirst du eine Kraft senkrecht zur Fahrtrichtung. Sie ist fir die Querbeschleunigung verantwortlich, die (dich zwar nicht

schneller macht, aber) dafiir sorgt, dass du nicht aus der Kurve fliegst. Wenn die Reifen zu quietschen beginnen, wirken auch
hier ca. % g = 5 m/s2. Auf jedes kg deines Kdrpers wirken dann auch hier ca. 5 N nach rechts (Rechtskurve) oder links (Links-

kurve).

Kurz: Wahrend des Kurvenfahrens andert sich die Geschwindigkeit durch die Tangentialbeschleunigung, die Richtung durch die
Querbeschleunigung.

Kasten 2; Lasehilfe zu Abb. 4

Geschwindigkeitsvektor, Geschwindigkeit und Beschleunigungsvektor
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|22 [18:41:56] 19.99( 127.74 203F 1123 1141 0232 -9.77 -18.95 1.82 -1.06] -0.71 -1.98] 67
23118:41:56f 2301] 13830 407 10.34] 11,41 0243 1677 -30.72 2.00 075 0.03 -213| -89
24 118:41:57| 26.13{ 14542 ©6.03 9731 11.45] D255 -11.07]  -41.79] 1.91 -1.03] 0.3 2171 59
125118:41:58] 3507 157.76] 7.69 8.26; 11.44] 0266 -13.071 5488 1.91 -1.78] 0.03 -261] 80
26118:41:69] 43.91| 16499 985 6.17] 1163] 0278 -14.50 £9.36 1.91 -2.311 0.40 297 -d6
27 |18:42:00; 54.78] 17018 11.71 367 12271 0.290 -14.28] -8364 1.46 -2.70[ 0.58 -3.01 -49
B 1842:01] B733) 172.33) 1277]  0.78] 1279] 0303 -13.61 9725 0.56 295 0.38 2971 -54
29118:42:02| 8031 17166] 12.84 -2.22] 13031 0316 -12.31] -10966 0.02 -2.861 051 -2.82] -61
30118:42:03| 9300 16788 1280] -495| 1372} 0.330 9,11 11867 -0.16 2221 065 213 88

:3_1,13:42:04 10591 161.76] 1252 667| 14.13] 0.344 612} -124.78 -0.70 -1.28] 002 -1.46] -133
Abb. 7: Kalkulationsblatt zu den Abbildungen 1-6 {Datei: kleehlatt.xIs)

* Die Geschwindigkeit ist bei Bewegungen in der xy-Ebene ein zweidimensionaler Vektor, der angibt, welche Strecke man je
Sekunde in x- und y-Richtung zurlicklegt. So gilt fiir die Fahrt aus Abb. 7 um 18:41:57 Uhr: ¥ = (:—,) b (g:—;'g) (Zeile 24, Spalten L
und M). Das Auto bewegt sich mit 6,03 m/s nach Osten und mit 9,73 m/s nach Norden. Der Betrag dieses Geschwindigkeits-
vektors v = [¥] = \vaz + vyz = 11,45 ist die Geschwindigkeit (, Tachogeschwindigkeit) gemessen in m/s. Durch Aufsummieren

der je Sekunde zuriickgelegten Wegstreckenldngen erhalt man die Lénge der gefahrenen Strecke in Spalte O.

* Die Komponente v, des Geschwindigkeitsvektors um 18:41:57 (Zelle L24) erhéit man z. B., indem man die L&ngen der wihrend
der benachbarten 2 Sekunden zwischen 18:41:56 und 18:41:58 in x-Richtung zuriickgelegte Strecke durch 2 s teilt. Die Kalku-
lationsformel L24 = (J25-J23)/2 ist in Abb. 7 oben eingeblendet. Selbstverstéindlich kann man auch Zeitintervalle von einer
Sekunde zur Geschwindigkeitsberechnung heranziehen.

* Auch die Beschleunigung ist als ,Geschwindigkeits&nderung/verstrichene Zeit* bei ebenen Bewegungen ein Vektor. In Zeile
24 werden auch hier wieder die Geschwindigkeitsvektoren fiir eine Sekunde nachher und fiir eine Sekunde vorher voneinander
subtrahiert und die Differenz wird (wegen der 2 s Zeitdifferenz) halbiert. Mit den Zeilennummern als Index erhait man fiir den

Beschleunigungsvektor um 18:41:57 @ = £ (Vos — ¥as) = [2) = [

Das Auto beschleunigt in x-Richtung mit 1,91 m/s2 und bremst in y-Richtung mit 1,03 m/s2.

Die Spalte R enthalt die Drehgeschwindigkeit (in °/s), mit der sich das Fahrzeug beim Durchfahren der Kurve dreht. Sie
betrégt zur Zeit £ = 24 s (um 18:41:57 Uhr) -11,07 °/s. Da es sich um eine Rechtskurve handelt, z&hlt die Drehgeschwindigkeit
negativ. Man berechnet sie, indem man den Winkel do zwischen den Geschwindigkeiten ¥; und ¥;5 halbiert. Dazu nutzt man
die Beziehung |# x 7| = [#] - [¥| - sin(x (%;9)) fiir das Vektorprodukt der beteiligten Geschwindigkeitsvektoren.

# Durch Aufsummieren der Drehwinkel im Sekundenabstand ergibt sich die die momentane Fahrtrichtung (der ,,Kurs®) in Spalte
S — bezogen auf eine anfinglich festgelegte Startrichtung.

Kasten 3: Physikalische Begriffe konkret — Kalkulationsblatt zu den Abbildungen 16 aus Kasten 1 (steht online zur Verfligung)

30



HEFT 53 / 55. JAHRGANG / 2013

Querbeschleunigung erschliet sich aus
Abb. 4, wenn man Schiilerinnen und Schii-
lern die Lesehilfe aus Kasten 2 zur Verfii-
gung stellt. Man erkennt, dass die Querbe-
schleunigung schnell doppelt so grofd wird
wie Tangentialbeschlennigung — und dass
man vor den engen Kurven (mit groBer
Querbeschleunigung) zuerst einmal deut-
lich abbremst (grofle negative Tangential-
beschleunigung).

Die Grafiken wurden mit einer einzigen
Kalkulationstabelle (kleeblatt.xls, Abb. 7)
aus den Daten eines GPS-Tracks erzeugt,
Lernende, die mit Tabellenkalkulation ver-
traut sind, kénnen eigene GPS-Koordinaten
in die Kalkulationsvorlage iibertragen und
so eigene Kurvenfahrten prinzipiell schon
in der Sekundarstufe I grafisch auswerten.

Vektoren in Aktion
In der Sekundarstufe IT ist der Fokus ein
anderer. Hier sellen Vektoren als Werkzeu-

ge erlebt werden, mit deren Hilfe man zwei-
dimensionale Bewegungen quantitativ ex-
fassen und dann so auswerten kann wie in
Kasten I vorgestellt. Die folgenden Aus-
wertungsschritte werden in Kasten 3 (un-
ter Riickgriff auf die numerischen Werte
der Kalkulationstabelle aus Abb. 7) so kon-
kretisiert, dass Lernende mit Vorkenntnis-
sen der Vektorrechnung diese weitgehend
selbststindig erarbeiten kinnen.

Die Positionen, die ein GPS-Empfinger
im Sekundenabstand aufzeichnet, definie-
ren eine Folge von Ortsvektoren X,. Den
Index ¢ deutet man als Zeit (gemessen in
Sekunden).

* Den Geschwindigkeitsvektor zur Zeit ¢
erhilt man (niherungsweise) iiber die
vorausgehende und die folgende Positi-
0113187";=%(fr+1—5€;4)- _ 7

= Der zugehérige Einheitsvektor Vo = ﬁ
definiert die Bewegungsrichtung ' °
zur Zeit t.
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* Bei Bewegungen in der Ebene wird
mit der Geschwindigkeit (im Sinne ei-
ner gerichteten Gréfe) auch die Be-
schleunigung eine vektorielle GriBe.
Zur Zeit f ist sie gegeben durch
d,=1 (¥, — " 1). Durch Zerlegung in
eine Komponente 1ings der Fahrtrich-
tung (¥y,,) und eine Komponente ortho-
gonal dazu (7)) erhilt man die Liings-
{1angential-) und die Quer- (Normal-)
Beschleunigung. Niheres auf der Ko-
piervorlage.

* Da die Bewegungsrichtungen ¥, kom-
planare Vektoren sind, zeigen deren Vek-
torprodukte in Linkskurven nach oben
(vom Erdmittelpunkt weg), in Rechts-
kurven nach unten (zum Erdmittel-
punkt hin). Sie lassen sich als Zahlen
deuten, deren Vorzeichen die Dreh-
richtung angibt. Wegen der Eigen-
schaft |7 x ¥ = [#] - [¥] - sin(x (@)
des Kreuzproduktes erhiilt man die

. x—y
S &0
B0 o -y
SR ®
i’- A0 P - I,\r = .'- -
. 0 m il . F ¥ |
kIR 5y d ;
? P nn - 3 20 [ [ i r 0 ']
i o i L i '.‘
T s o . il { :
: N ? E %0 o2 0j4 olg ()] 1o - 1f2 14
10 T4 o b & 4 ;o \ ,
L N A i 40 F o A W b
i R - = 50
! . p :
.‘.: 40 o ¢ 80 '.
™ o fa"R i
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Abb. 8: Verteilerkreis Abb. 9: Positionen (x) in Abhdngigkeit vom Weg s
ot-x -ty
80 - — = ——
E0
——— o | o L, » P — |
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E 4‘:_4:_:11_17;1_1. d 1 uﬁugum 0
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Abb. 10: Positionen {xy) in Abhéngigkeit von der Zeit {

Kasten 4: Protokoll einer Fahrt durch den Bonner Verteiler-Kriesel im Siiden Kdins
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vorzeichenbehaftete Drehgeschwinidis-
keit zur Zeit ¢t aus der vorherigen uni
der folgenden Bewegungsrichtung
als w, = % arcsin|v.; _1 X V. 41|)-

¢ Den (orientierten) Kurvenradius r zur
Zeit ¢t erhiilt man gemiB der Abbildung
auf der Kopiervoriage, indem man die
withrend zweier Sekunden zuriickgeleg-
te Strecke s durch den (orientierten)

Drehwinkel de teilt:
s Xep1— X
rr= =+ l T+ _.! I
do [¥os 1% Vo 41

Dabei deutet man das Kreuzprodukt im
Nenner als Zahkl mit entsprechendem
Vorzeichen.

Lernende, die mit Vektoren sowie mit
Skalar- und Vektorprodukt vertraut sind,
kénnen diese Beziechungen mithilfe einer
Anleitung selbststindig erarbeiten (s. Ko
piervoriage). Dabei erweist sich die Kal-
kulationsvorlage aus Abb. 7 als sehr hilf-
reich, weil sie einerseits selbststindige nu-
merische Kontrollen ermdéglicht und
andererseits aufzeigt, wie man die Vektor-
rechnungen in einer Kalkulationstabelle
durchfiihren kann.

Man erkennt an der Grafik auf der Ko-
piervorfage und in der Kalkulationstabelle
aus Abb. 7: Der Fahrer hat zur Zeit ¢ = 27
die erste enge Rechtskurve des Kleeblattes
durchfahren und gibt im Hinblick auf das
bevorstehende Geradenstiickchen schon
wieder etwas (Gas: Die Tangentialbe-
schleunigung zeigt mit + (0,58 [m/s?] nach
vorne. Die Querbeschleunigung ist an
dieser engen Stelle der Rechtskurve mit —
3,01 [m/s?] aber ca. fiinfmal so groB wie
die Tangentialbeschleunigung.

‘Wenn man sich beim Kurvenfahren mit
einem GPS-Empfinger den trigonomet-
rischen Funktionen niihern méchte, emp-
fiehlt es sich, statt der Autobahn-Kleebl:t-
ter Verkehrskreisel (ruhig mehrmals hin-
tereinander) zu durchfahren. Das geht auch
mit einem Fahrrad. Lassen Sie sich durch
die Grafiken aus Kasten 4 inspirieren, die
vom ,,Verteilerkreis® im Siiden der Stadt
Kéln stammen. Vielleicht finden Sie her-
aus, wie viele Ampeln dieser merkwlir-
dige Kreisverkehr dem Besucher zu bie-
ten hat?

Resliimee

Die Fihigkeit, Funktionsgraphen samt zu-
gehoriger Wertetabellen interpretieren zu
kénnen, ist ein wichtiger Teil der, auch im
Mathematikunterricht, bestéindig zu fordem-
den Lesekompetenz. Die beim Kurvenfah-
ren mit einem GPS-Empfinger anfallenden
Daten bieten dazu eine Fiille authentischen

= 1r)

Lt
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AB'A}A, Kielse
und thre wneng-

lichen Moglichkeiten!

Wurdes? D
Jefz/ b;'z‘/g

aééiejem

Abb. 11: Wenn Sie ein Auto mehrfach durch Verkehrskreisel fahren sehen, kiinnte es sich um ginen

2

Mathematiklehrer handeln, der mit seinem GPS-Empfanger Sinusgraphen erzeugen méchte

Materials, das wegen der Alltagsnihe bei
Schiilerinnen und Schiilern auch schon in
der Sekundarstufe I auf grofles Interesse
stofit, insbesondere dann, wenn man eigene
Kurvenfahrten mit einer Kalkulationsvorla-
ge auswerten darf. In der Sekundarstufe 1T
bictet die Thematik ausgezeichnete Ankniip-
fungspunkte, Vektoren als niitzliche Werk-
zeuge zur Datenauswertung einmal in ei-
nem voilig neuen Kontext zu erleben. Die
in den Arbeitsunterlagen angebotene Unter-
stiitzung erleichtert ein problemorientiertes
und selbststindiges Erarbeiten der Thema-
tik durch die Lernenden. Dass sich die Aus-
wertung von Kurvenfahrten auch als Fach-
arbeitsthema hervorragend eignet, steht au-

Ber Frage. Auch dafiir kénnen dieser Beitrag
und ein GPS-Empfinger die Grundlage sein.

Hinweis:

Zum Bearbeiten der Kopiervorlage bend-
tigen die Schiilerinnen und Schiiler die
Kisten 1 und 3 sowie die Excel-Datei klee-
blatt.xls zum Artikel. Alle drei Dateien ste-
hen online zur Verfiigung.

Verfasser:

Dr. Wolfgang Riemer
Zentrum fiir schulpraktische
Lehrerausbildung Koln
w.riemer@arcor.de

© Beck — www.schneeschnes.de



Kopiervorlage

Aufgabe:

Aus sekindlich aufgezeichneten GPS-Positionen kann man den Geschwindigkeitsvektor ¥ und den

Bescheunigungsvektor g berechnen (vgl. Kasten 3). So gilt um 18:42:00 (zur Zeit ¢ = 27 s, wenn

R : - 1,71 - 146
man die Zeilennummern als Zeitmarken deutet) v,; = (3,67) und dz7 = (_2 70)

* Berechne den Einheitsvektor v, der Fahrtrichtung und den dazu orthogonalen Einheitsvektor 7.

« Zerlege den Beschleunigungsvektor g in eine Komponente in Bewegungsrichtung ¥, und eine
Komponente senkrecht dazu in Richtung rig: @ = X - Vi + o - # (vgl. Abb. A), indem du ein linea-
res Gleichungssystem fiir A und y aufstellst. A ist dann die Tangential- und y die Querbeschleu-
nigung (in g).

« Begrinde mit deinen Kenntnissen tber das Skalarprodukt, dass man die Koeffizienten auch wie
folgt berechnen kann: A =d - v, = 0,58[&] und i = @ - rig = 3,01 [g]

» Ergénze in der Kalkulationsvorlage zwei Spalten, in denen die Tangential- und Querbeschleuni-
gungen sekundenweise berechnet werden (wie in Abb. 7). Erstelle auerdem einen Beschleuni-
gungsgraphen (wie in Kasten 1, Abb. 4).

+ Uberpriife mithilfe der Geschwindigkeitsvektoren ¥, und ¥,¢, dass sich das Auto zur Zeit t = 27
tatséchlich mit der Drehgeschwindigkeit w = -14,28 [g] dreht. Ergénze die Spalten R und S mit
Drehgeschwindigkeit und Kursrichtung in der Kalkulationsvorlage. Zeichne Grafiken wie in
Kasten 1, Abb. 3 und Abb. 5.

» Nutze die Beziehung s = r - da (Abb. B, da im Bogenmaf?), um aus dem Drehwinkel und dem
zuriickgelegten Weg s den Kriimmungsradius r der Kurve zur Zeit { = 27 zu berechnen. Ergénze
in der Kalkulationsvorlage eine Spaite fir den Kriimmungsradius r und zeichne eine Grafik wie in
Kasten 1, Abb. 6.

Abb. B: Berechnung des
Krimmungsradius r
aus Strecke s und
Drehwinkel do:
s=r-do

Abb. A: Zerlegung des
Beschleunigungs-
vektors d,; in
Tangential- und
Normalkompo-
nenten
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trackpoint = 633
Latitude: 50.8091320°
Longitude: 7.2980100°
Elevation: 1279m

Speed: 473.1km/h
Time: 2009-04-13 06:19:54
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Flug K8In-Berlin Startphase fiber der Wahnbachtalsperre, 473,1 km/h, 1279 m 0. NN

GPS-Daten aufarbeiten —
eine Gebrauchsanweisung

Wolfgang Riemer

Wer ein Navigationsgerét bzw. einen GPS-Datenlogger besitzt oder
eine entsprechende App auf seinem Smartphone installiert hat, kann
Bewegungen aufzeichnen, in Landkarten nachfahren, durch Bewe-
gungsfunktionen visualisieren und die aufgezeichneten Tracks mit
Tabellenkalkulationen auswerten. Als Werkzeuge werden neben Kal-
kulationstabellen auch Google Earth und GpsVisualizer vorgestelit.

Tracks

Tracks sind Textdateien, in denen (z. B, im
Sekundenabstand) gemessene Positionen
abgespeichert sind, Die Dateinamen setzen
sich meist zusammen aus Datum/Uhrzeit
und einer Dateiendung wie .gpx, .csv, kml,
kmz. Alle diese Dateiformate kann man -
wie unten beschrieben — in das .gpx-For-
mat umwandeln. Man kann die Dateien
tiber eine USB-Verbindung auf den Com-

34

puter iibertragen und mit einem Texteditor
inspizieren (fiir ein Smartphone ist dies
z.B. mit MyTracks moglich, vgl. den Bei-
trag von Neugebauer im vorliegenden Heft
und Abb. 7). Eine gpx-Datei ist als Down-
load zum Heft verfiighar.

Google Earth
Google Earth nutzt man normalerweise,
vm Tracks im kml- oder kmz-Format sta-

TichinAne: 1204301

Google Earth. Bilddaten; © 2009 Tele Atlas, Geo Gontent, Aerowest

tisch auf einem virtuellen Globus darzu-

stellen. Interessanter ist die Visualisierung

von Tracks im .gpx-Format, die man we-
gen der in den Dateien enthaltenen Zeit-In-
formationen animiert nachfahren und iiber

Geschwindigkeitsprofile punktweise aus-

werten kann. Man geht wie folgt vor:

* Google Earth installieren von www.
earth.google.de/download-earth. htm
und starten.

¢ Mit , Datei Offnen (Achtung: alle Da-
teitypen anzeigen lassen, damit man
auch .gpx Tracks angeboten bekommit)
den .gpx-File laden und als .kml impor-
tieren wie in Abb, 2.

* Der Track wird automatisch in der Land-
karte dargestellt (Abb. 3).

* Wenn man auf den ,,Videoplayer” (in
Abb. 3 oben links schwach zu erkennen)
klickt, fahrt der blaue Pfeil den Track
mit der aus den GPS-Daten ermittelten
Geschwindigkeit animiert nach.

* Nach Rechtsklick auf den Track in der
Karte wird das Geschwindigkeitsprofil
angezeigt. Man kann es mit der Maus
abfahren und am roten Pfeil in der Kar-
te genau sehen, wo welche Geschwin-
digkeit gefahren wurde.
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)Android Cgpx § Meme = "
Wjblustooth 8 2011-09-22 1847.qpx
| (b 2011-09-24 1644.g9px
Sdownload 2011-09-25 1644.gpx
Crexternal_so {S02011-10-13 12510
Z3LOST.DIR 2011-18-13 1238.gpx
SymyTracks | 2011-10-29 1916.qpx
Z)Samsung 2011-10-29 1919.gpx

Den Inhalt einer .gpx Datei kann man
mit einem Texteditor wie WordPad
ansehen.

Zu erkennen sind die geografischen
Koordinaten und dazu Zeitstempel im
Sekundenabstand:

<trkpt lat="50.333977" lon="6.944810">
<time>2009-08-10T10:49:32Z </time>
</trkpt=>

<trkpt lat="50.333965" lon="6.944802">
<time>2009-08-10T10:49:33Z </time>
</trkpt>

Abb. 1: Der Ordner Mytracks im Smartphone enthéit Unterordner, in denen Tracks in verschiedenen

Formaten abgelegt werden

Google Earth Karten mit km/h -
beschrifteten ,,Mouse-over*
Trackpunkten

Noch anschaulicher wird die Darstellung,

wenn man Tracks nach Geschwindigkei-

ten einfirbt wie in Abb. 4:

* dazu wandelt man den .gpx-Track zu-
nichst iiber das Internet-Portal Gpsvi-
sualizer http://www.gpsvisualizer.com/
map?form=googleearth in das .kml-For-
mat um, wie in Abb, 5,

* im Feld Upload your GPS data files gibt
man die Track-Datei {.gpx) ein,

Abb. 3: StraBenbahn linig1.gp (staht onling zor Varfiigung) in Google-Edrth mit Geschwindigheitsprofil anzeigen und animiart nachfahren

* wihlt das Output Format .kml (oder
-kmz),

wihlt als Altitude Mode: clamped to
ground (Fiir Flugdaten wie in der Ein-
gangsgrafik verwendet man: Extruded
connected to ground as a wall),

frbt den Track nach Geschwindigkeit
und

wiihlt bei ,,Draw as waypoints“ data from
the colorized field.

Wenn man dann ,,convert* anklickt, steht
der kml- oder .kmz-File zum Download
bereit.

F anrﬂn Earth - GPS-Datmlrnnﬁ_‘l;l ]

™ Goagle KMi-LineStrings erstellen
* ¥ Héhen an Bodenhdhe anpassen

Abb. 2: Ein .gpx-Track in Geogle-Earth impor-
tieren

* Nach dem Laden in Google Earth wird
die Geschwindigkeit nun an jedem Track-
punkt angezeigt, wenn man mit der Maus
dariiber fiihrt, wie in Abb. 4 7 sehen.

Funktionsgraphen zeichnen

* Google-Earth erzeugt nur Weg-Ge-
schwindigkeits-Graphen. Ein Werkzeng
zur Erstellung beliebiger Funktionsgra-
phen ist http://www.gpsvisualizer.com.

* Man klickt auf ,,draw a profile* und gibt
im Feld ,,Upload your GPS data files*
die Track-Datei (.gpx) ein oder kopiert
aus einer Excel-Tabelle die Spalten Lat,
Lon, Time mit Spalteniiberschriften in
das Eingabefeld (Abb. 6).

¢ Man wihlt die GréBen aus, die auf der

xfy-Achse dargestellt werden sollen,
(2.B. ,elapsed time” — die verstriche-
ne Zeit in 5 — auf der x- und , distance*
(in km) auf der y-Achse, firbt den Gra-

Google Earth. Bilddaten: © 2009 GeoBasis - DE / BKG, @ 2012 AeroW
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Google Earth. Bilddaten: € 2009 GeoBasis — DE / BKG,
© 2012 Aeroiest

phen nach einer dritten GriBe (z.B. Tracks mit einer Tabellenkalkulation
.speed”) und klickt ,.draw a profile. auswerten

Es entsteht ein Zeit-Weg-Diagramm « Man stellt beispielsweise in Excel un-
wie in Abb. 7. ter ,,Extras — Optionen international”

Convert your GPS data for use in Google Earth
Y5 form w: impent yous GRS date fie {2.9.. GPX), cfn’m«:sdah(tcb-da wiind ot CBV), and cranbe
Eaith applieat or of #nport [Tho Geogla's ' My Mapa® syste

gy gt 2150 ber vbatestad 1 thy GAGES Wars ieaLt farm, wiogh Sin 21850 84 MO achve mag that ¢
YU 420 aven Lse SUTKME Fles 30 input. For $YS o7 JPEG mans, use the 2o aan” mas foom, Yo resaa &
Basest &n 3 prtoyiar feld, use tho gty forrs )

MEW vy vic™ o a4 o'ttude oformation to your AML fila, euhfehmg- ixbeled "Std TEN egve]
FISB tRalate 2T Dptal a'evhben dald that san be rtagrated e your dath,

Dt fle bypa: irrrr. P |' it !u-u_x -II “Tomt sizaof ol Vles canmorwnereg 3 VR

Gesg'e Banh ot reme: | L] #in 21 [ErGowme mm‘_M

L33 DEV elevatom oata. e =l rercz) Doy ot I
rogettpg [ el asdpow mamen, fooman: e ZIM e a2 |
SRt M NSRS epd nerag

Atitude erod;

Ar paste your data beees 0707

Dlan 9 shedye 18 =R i !
= PO s = i i )] EAIEEIE SCHATO0E
A RO $2.334377 £.944875
Traccopaty: [l B Leawam B W £9.334573 £.944357 1
B e s | H SR e [ S LT (L £.844228 ;
by e 53.33398% £.944523 :
Waypoint oplions . - s j
Shew wayeos I H Farza 2l e it e th g tvoes [Seiant -‘i
Wet. £ 550y padéing: |=¢‘a :" -]

acitude modes [Eam e w5na e =4 R T T

Batyot igen azor fr . B Ses wefimo e A8 |
'

vamypaint tabers: [V oaaer srem sox 2u
Abb. 5 www.gpsvisualizer.com zur Trackformat-Umwandiung und zur Auswertung

. Draw a profile

Tlrsform:s!wnbu:ngpmfv‘.u--e' , lavation profiles -- from GPS teacks, You can choose the units &=
px butmfutwummuhaouyhdmvﬁddﬂm‘spmdm 2
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den Punkt als Dezimaltrennzeichen ein,
denn ,,GPS spricht englisch”.

Dann wandelt man die .gpx-Datei (z. B.
mit www.gpsvisualizer.com/convert_in-
put) in cine .csv Textdatei um. Dabei
kann man die Fahrstrecke, Geschwin-
digkeit und Hohe mit berechnen lassen.
In Excel liest man mit ,Daten - Exter-
ne Daten importieren” (Abb. 8) die er-
zeugte .csv-Datei ein. Man erkennt, dass
geographische Breite ,Lattitude® und
Linge ,Longitude” (in Grad) mit sechs
Nachkommastellen aufgezeichnet wer-
den. Die Zellen der Spalte ,, Time* miis-
sen ggf. als hh:mm:ss formatiert werden.
Da 1 Meter klassisch als der 40000000te
Teil des Erdumfangs (360°) definiert ist,
entspricht 1 Millionstel Grad in N-S
Richtung (Lattitude} 1/9 m = 0,111 m
und in W-O Richtung auf der geogra-
phischen Breite Deutschlands 0,070 m.
Das kann man nutzen, um die Positio-
nen in Meter umzurechnen.

Alternativ dazu gibt es in der Datei
gps-Vorlage. x1s die Funktionen x(), y(),
dt() mit denen man gemdi Abb. 9 die
Umwandlung von geografischen in me-
trische Positionen und von Zeitdifferen-
zen in Sekunden vornehmen kann,
Aus aufeinander folgenden (x; y)-Posi-
tionen berechnet man mithilfe des
Satzes von Pythagoras die zuriickge-
legten ,,Wegstiickchen” und mit (sym-
metrischen) Differenzenqguotienten

V.= V&1 = X ) + Qe = i)

Le1—1

die mittleren Geschwindigkeiten iiber
2s-Intervallen, die man in der Praxis als
Momentangeschwindigkeiten deutet.

Zum Welterlesen

Vielen GPS-Geriten ist Software zur Be-
arbeitung und Auswertung von Tracks bei-
gelegt. Es gibt aber neben dem englischen
www.gpsvisualizer.com auch deutschspra-
chige Freeware zur Trackverarbeitung:

Jasta: http://www.it-pannonia.com/in-
dex.php?option=com_content&task=-
view&id=13&Itemid=34

Track Analyse:
http:/fwww.gps-track-analyse.de/9.html
Niitzliche Informationen auch zu emp-
fehlenswerten Apps fiir alle giingigen
Betriebssysteme findet man unter http://
www.kowoma.de/

Wie man mit speziellen Trackformaten
umgeht und auch Tropfendiagramme in
google-Maps erzeugt, kann man hier
nachlesen: http:/fwww2 Klett.de/sixcms/
media.php/229/GPS_Tipps.pdf



HEFT 53/ 55. JAHRGANG / 2013 Thema: MIT POSITIONEN RECHNEN — GPS IM MATHEMATIKUNTERRICHT NUTZEN / PM

- - ~ | * Wer schr schnelle Bewegungsinde-
Spead B rungen wie etwa Vollbremsungen mit
;ﬁ ‘; = Fahrrad oder Auto untersuchen machte,
18737jm sm=a Lo dem sei der QSTARTZ — Datenlogger
il o / BT-Q1000eX (5 Hz. oder 10 Hz) emp-
t4km e —— e / 3 5 fohlen. -
12km peEE— —— -
é Tikm If 5| Verfasser
o @Bkm . S| Dr. Wolfgang Riemer
GEEm— e / B Zentrum fiir Schulpraktische
04 km i | 2 Lehrerausbildung Koin
02 ken - w.riemer@arcor.de
D km cear .

poos -8 {d ey SEmEam
[ ' Eber R e e Diasas Dislogfeld ermogicht es Thnen, Trennzeichan fastadegen. Sis konnen in
= i‘uash dar Yorschau der markierben Daten sehan, we Thr Tt erscheinsn wird,
jme | Trannzeichen Zeichien behandeln
ime il . PO A 1 Ayfeinanderfoigends
G ] | Tfergebnisse... AT i ey Sy e B ae
fonghuds_alituds ) psdl  qhor.. 1] : - Trennzachen
Y= : Tk . B : Hitanpy ¢ fuder] [7] e Tegterkerungsoechen: * +
6815339 836 ! ToxtinSpatten... i i \' T [ imerasichen DMQ ‘g I i
5815957 631 | Ksrsoidiersr.. . i . )
6815981 626 | ; e . .
eoter T B2 Ewwm_ ¥ —1 . ; ) Datenvorschau
BEIBO3  B21 | pvetTeble und PvotChert-Beridt... k
6.816069 626
P Exberte Raben swporticren ;
AI6113 B3B : . kime Lativude [engitude hititude ppeed fy
EBIBISE  B21 f"“" L5:40: 28 [50.928375 K.828791 §32.1 £.0
E816194 T B2E ¥ L5:40:29 E£0.938375 k.o28751 [a.) .o
Z:}%. -'15. 1{_“ . = 15:40:20 £0.938375 k.826791 e i p.o
e Y] 3 L5:40:31 [50.998378 k. 828791 k21 p.o =
81574 831 A R . | $ie= - k4
6818423 B 204 D.087 | [ T -

Abb. 8: Import der .csv Datei in Excel.

A ] SCTOTCHDS) p—
AAlBY € [ D [ 6 JTTUTK ]
11 49.992107 8.913773 <- Ursprung
21 No sek Jat lon time x(m) y(m)
3 0 0 48892107 8913773 11:0543 000 000
41 1 ¢ 492921 8913768  11:0544 036 -078
51 2 2 49992127 8913748  11:0545 179 222
B 3 3 4288088 8913712 110546 _-43 6.78
7 4 4 49527 8913653  11:0547[7.86) 1223
81 5 5 4999287 8913603 11:05:48 -12.15 17.79
9| 6 5 49392918 8513845 11:05:42 -16.30 23.46
0] 7 7 42982757 BO13495  11:05:50 -19.87 28.91  fumtecseinc vk uititontuse
11] & 8 49992413 8513467 110557 -2259 34.02
121 9 9 495992485 8.213425 11:08:52 2487 3980 = lat = Breie... Richtung > Norden
A =lon = Lange...Richtung - Osten
In gps-vorlage.xls gibt es folgende Funktionen lat — lat
= x (lat;lon;lato;lono) {Spalte H) Y=380 47 - r (Erdradius r = 6370000)
= y (lat;lon;lato;lono) (Spalite 1} . lon — Iono at
= dt (t;to) berechnet den Sekundenunterschied (Spalte B} X="—gg— 71" cos(_I80 )

Abb. 9: Koordinatenumrechnung in gps-vorlage.x!z
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GPS-Datenaufzeichnung
mit Smartphones

Christoph Neugebauer

butors, CC-BY-

Bendtigte man vor einiger Zeit noch teure Navigationsgeréte oder
GPS-Datenlogger um seine Position erfassen zu kénnen, reicht es
mittlerweile aus, eine entsprechende App auf seinem Smartphone zu
installieren. Einige kostenlos verfligbare Apps werden in diesem Bei-

trag vorgestelit.

GPS-Apps

Egal ob beim Joggen, Radfahren, Wandern
oder Geocaching, es gibt zahlreiche An-
wendungen, die den GPS-Empfinger des
Handys nutzen, um so Touren aufzuzeich-
nen oder den Fahrradcomputer zu ersetzen.
Die Installation und Verwendung einiger
dieser Programme sollen im Folgenden né-
her erldutert werden.

Ausgewihlt wurden kostenlose Apps
mit positiven Nutzerbewertungen auf ver-
schiedenen Online-Portalen (u. a. chip.de).
Auch wenn eine aktive Datenverbindung
des Smartphones besteht, kommt es zu kei-
nen verdeckten Kosten z. B. durch Darstel-
lung der Route in einer Karte. Als GPS-Da-
tenlogger fiir Smartphones wurden die An-

as

wendungen ,,GPS Essentials” (fiir Android),
»GPSTracker Lite” (fiir Android) und ,,Mei-
ne Tracks® (fiir Android und iOS) ausge-
wiihlt.

GPS Essentials

Die App ,.GPS Essentials™ fiir Android ist
eine umfangreiche Toolsammlung. Sie bie-
tet viele verschiedene GPS-Widgets, dar-
unter Funktionen zur Kartendarstellung per
»Google Maps®, |, OpenStreetMap* und
~MapQuest® sowie Informationen zu Rou-
te, Wegpunkten, Entfernung, Hohe und Ge-
schwindigkeit. Unterstiitzt werden Im- und
Export von KML- und GPX-Dateien. Un-
ter dem Link https://market.android.com/
details 7id=com.mictale. gpsessentials fin-

det man die Anwendung zum Download
bereit und kann sie direkt danach instatlie-
ren. Als Mindestvoraussetzungen fiir die
Installation der englischsprachigen Anwen-
dung bendtigt man eine CPU mit 600 MHz,
20 MByte RAM, 20 MByte HDD und ei-
nem 1.5 Android Betriebssystem oder hi-
her.

Nach dem Start 6ffnet sich der Startbild-
schirm (Abb. 1), der Icons zu allen Funkii-
onen der Applikation enthélt. Unter ,,Set-
tings” kénnen u. a. das ,,GPS Update In-
terval” (fastest, 10 sek. bis 10 min.), das
»Tracking Update Interval® (fastest, 1 sek.
bis 2 min.), das Positionsformat und die
Einheiten eingestellt werden. Bevor die ers-
ten Daten erfasst werden kinnen, miissen
unter ,,Dashboard” (Abb.2) noch die zu
messenden Parameter ausgewiihlt werden.
Insgesamt stehen 57 wihlbare Werte zur
Verfiigung. Ist das GPS-Signal des Smart-
phones eingeschaltet, so verschwindet die
in Abb. 1 zulesende Fehlermeldung im Dis-
play und die Aufzeichnung der Daten kann
beginnen. Dazu betitigt man im Menii
»Tracks” den Button in der linken unteren
Ecke. Gestoppt wird die Aufnahme ent-
sprechend in der rechten unteren Ecke,

Alle von ,,GPS Essentials“ gesammel-
ten Informationen werden im Ordner com,
mictale. gpsessentials auf der 8D Karte des
Smartphones gespeichert. Unter dem Menii-
punkt ,, Tracks™ kann mithilfe des Symbols
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Da= Top Windows Phone

Abb.1: Startbildschirm ,GPS Essentials®

zwischen den Tracks gewechselt werden.,
Langes Driicken auf einen der Tracks 6ff-
net ein weiteres Fenster mit den Optionen
.Edit Details®, ,,Show on Map®, ,.Delete”,
»Export” und ,,Resume®. Wihlt man die
Option ,,Export™ so kann neben dem Da-
teinamen und dem Ort des Exports auch
der zu exportierende Dateityp gewiihlt wer-
den: KML (Google Earth), KML (Google

S

D304 13873 ] EPE 56 B 4429 1 T4 6 B9 4

Abb.4: Datenaufnahme mit ,GPSTracker Lite®

PR Cashboard
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™ 05/04/13

Abb.2; Wahl der Parameter in ,GPS Essentials®

Maps), GPX 1.0 oder GPX 1.1. Den Inhalt
einer GPX-Datei kann man mit einem Tex.

teditor wie WordPad ansehen oder in einer
Tabellenkalkulation weiter verarbeiten.
KML-Dateien kénnen direkt in ,,Google
Earth® bzw. ,,Google Maps“ importiert wer-
den. Es besteht jedoch auch die Méglich-
keit, GPX-Dateien direkt als KML-Datei-
en zu importieren (vgl. Beitrag ,,GPS-Daten

< Aufzeichnung

atiflgkei
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Zetintervall-aufz.
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Abb.5; Einstellmdglichkeiten in ,Meine Tracks®

Startien

Abb.3: Startbildschirm ,GPSTracker Lite"

aufbereiten ~ eine Gebrauchsanweisung*
von W, Riemer im vorliegenden Heft).

3P 3 Tracier Lie

Im Gegensatz zu ,,GPS Essentials* bietet
der deutschsprachige ,,GPSTracker Lite®
(https://play.google.com/store/apps/de-
tails ?id=g_android.gpstracker&hl=de) we-
niger Tools zur Aufnahme und Auswertung

* B
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aufgenommener GPS-Daten an. Von Vor-
teil ist die bessere Ubersichtlichkeit im Ver-
gleich zu , (GPS Essentials”. ,,GPSTracker
Lite” interpretiert — wie auch die anderen
GPS Anwendungen — das Signal und spei-
chert im Sekundenintervall die Geodaten.

Damit werden neben den Routen auch
Informationen wie Durchschnittsgeschwin-
digkeiten, Hohenmeter oder Entfernungen
bereitgestellt. Unter dem Meniipunkt ,,Sta-
tus* (Abb.3) werden aktuelle Daten wie Da-
tum, Zeit, Geschwindigkeit, Beschleuni-
gung und die Koordinaten des Ortes ange-
zeigt. Unter ,,Einstellungen® — ,,Allgemein*
kann auch Google Maps als Karte ausge-
wiihlt werden. Der Meniipunkt ,.Einstel-
lung** — , Fortgeschritten” erlaubt zusitz-
lich die Auswahl des Speicherortes, des
Datenformats (GPX bzw. Text), die Ein-
stellung von Zeit- und Distanzintervallen
sowie der Messgenauigkeit. Liegt die Mess-
genanigkeit unter einem definierten Wert,
so wird der Standort nicht erfasst. Bevor
die Messwertaufnahme beginnt (,,Starten®),
offnet sich zunichst noch ein weiteres Fens-
ter, in dem zusitzliche Angaben zur Rou-
te gemacht werden kénnen. Wihrend der
Aufnahme kann man sich grafisch den Ver-
lauf der Geschwindigkeit oder der Hohe

40

anzeigen lassen, den Verlauf der Route auf
der Karte oder in einer Statistik verfolgen
oder die Datenaufnahme im Logbuch be-
trachten (Abb.4). Beendet man die Aufnah-
me (,,Abbrechen”) so kdnnen unter ,.Log
files* alle aufgenommenen Routen abge-
rufen werden. Neben der Speicherung im
zuvor ausgewihiten Format kénnen die Da-
ten direkt als E-Mail oder an ,,MyMaps®,
an ,,OpenStreetMap®, an ,,Facebook" bzw.
an ,,Goggle Spreadsheets” gesendet wer-
den.

Meine Tracks

Als weitere Anwendung soll ,,Meine
Tracks® vorgestellt werden. Auch diese App
(https://play.google.com/store/apps/de-
tails?id=com.google.android.maps.my-
tracks&hl=de) zeichnet Route, Geschwin-
digkeit, Entfernung und Hohe auf. Die Da-
ten kénnen wihrend der Aufzeichnung live
aufgerufen werden. AuBerdem ist es mog-
lich, Wegpunkte der Route zu markieren
und regelmiBige Sprachmeldungen tiber
den Fortschritt anzuhoren.

Direkt nach dem Start kann mit der Auf-
zeichnung der ersten Route begonnen wer-
den. Die Buttons zum Starten, Pausieren
und Stoppen der Aufzeichnung befinden

sich am unteren Rand des Displays (Abb.6).
Man findet sich in der deutschen Meniifiih-
rung schr gut zurecht. Die voreingestellten
Parameter kénnen libernommen werden.
Selbstverstindlich kénnen die Einstellun-
gen aber auch individuell angepasst wer-
den. Unter dem Meniipunkt ,,Aufzeich-
nung” (Abb, 5} kann . a. das Zeitinterva-
Il der Aufzeichnung eingestellt werden. Zur
Auswahl stehen 2 sek., 3 sek., ..., 30 sek.
und , kleinster (empfohlen)“. Wie grof die-
ses Intervall genau ist, ist allerdings nicht
feststellbar. Weiterhin lisst sich auch hier
die GPS-Genauigkeit einstellen. So kann
ein Standort ignoriert werden, wenn die
Genavigkeit einen vorher festgelegten Wert
unterschreitet, Wihrend der Aufzeichnung
kann man zwischen den Optionen , Karte®,
~Diagramm® und ,Statistik wechseln
(Abb.6). ,,Meine Tracks™ kann diec aufge-
nommenen Tracks in Google Drive, Goo-
gle Maps, Google Fusion Tables oder Goo-
gle Text & Tabellen speichern bzw. auf ex-
terne Speichergeriite als GPX-, KML-,
CSV- oder TCX-Dateien exportieren.

Fazit

Vergleicht man die drei vorgestellten An-
wendungen miteinander, so kann man sa-
gen, dass sie sich beziiglich der Genauig-
keit der Messung nicht voneinander unter-
scheiden. Alle drei Datenlogger erfassen
das GPS-Signal sehr gut und in frei wiht-
baren Zeitintervallen. Die aufgezeichneten
Daten kdnnen jeweils in unterschiedlichen
Dateiformaten abgespeichert werden. Hier
bietet ,,Meine Tracks* den Vorteil, dass be-
reits das in Excel importierbare Dateifor-
mat CSV gewihlt werden kann. Die bei-
den anderen Datenlogger speichern ihre
Daten in FFormaten, die zunéchst z. B. mit
,GPS Visualizer” in eine CSV-Datei um-
gewandelt werden miissen. i

Verfasser

Dr. Christoph Neugebauer

Studienrat i. H.

Westfiilische Wilhelms-Universitit Miinster
Institur fiir Didaktik der Mathematik und
der Informatik
neugebauer@uni-muenster.de
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I\/I|t GPS im Llnlenbus

zur Schule '«&

Wolfgang Riemer
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Linienbusse fahren Umwege. Trecking-Navis machen mit der Anzeige
~ymg*“ (VelocityMadeGood) sichtbar, wie langsam man dabei trotz \

hohen Tempos ,,v* dem Ziel néher kommt. Mit ,,Pythagoras und Cosi- N
nus“kommt man dem Unterschied zwischen beiden Geschwindigkei- \\’
ten auf die Schliche, libt sich darin, Graphen zu lesen und sieht den N

Schulweg in einem neuem Licht. 6 1 2 3 4 5 6 7 8
gefahrene km

luftiinie: km biszum ziel
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Kopiervorlage 1

Navigationsgerate sind gute
Fahrtenschreiber. Der blaue Funktions-
graph zeigt den Geschwindigkeitsverlauf
einer Busfahrt zur Rosa-Parks Gesamt-
schule in Herten.

S

1 In geschlossenen Ortschaften darf
man héchstens 50 km/h fahren. Der
Bus fuhr aber teilweise schneller.

.?. et . gm
% Rectuu.gbdu*sen

Markiere auf der Karte, wo. Begriinde! Hochlar
g . & &
2 a) Der rote Graph zeigt die Geschwin- E o £
digkeit, mit der sich der Bus auf der oo S\
Luftlinie dem Ziel ndhern wirde. Er &
liegt unter dem blauen Graphen. c"f; !
Muss das immer so sein oder ist lez] Kaztendateo

das Zufall? Begrinde.

b) Wo findet man auf der Landkarte Stellen, an denen sich die beiden Geschwindigkeitsgra-
phen stark unterscheiden? Wie erklarst du, dass der rote Graph manchmal unter der
Zeitachse verlduft? Wo findet man diese Stelien in der Landkarte? Erkl&re!
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Heading, Bearing, VelocityMadeGood: der Cosinus in Aktion
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1. Wie die Abbildungen zeigen, messen Trecking-Navis beim Ansteuern eines Ziels (blauer Pin)
zwei Winkel, die als Heading = Fahrtrichtung (328° bzw. 90°) und Bearing = Zielrichtung
(26° bzw. 63°) bezeichnet werden. Mit dem Geodreieck kannst du herausfinden, um welche
Winkel es sich handelt und von welcher Richtung aus sie gemessen werden.

2. Neben der Tachogeschwindigkeit v (Speed 50,5 km/h bzw. 63,8 km/h) messen sie auch die
Zielgeschwindigkeit vmg = VelocityMadeGood (26,8 km/h bzw. 56,2 km/h}, mit der man sich auf
der Luftlinie dem Ziel nahern wiirde. Kontrolliere die folgende Formel mit dem Taschenrechner:

vmg = velocity*cos(heading-bearing). Begriinde die Formel an einer eigenen Skizze.

3. Der Linienbus 224 startet um 07:29:19 in S(0;0) am HBF Recklinghausen und erreicht sein Ziel,
die Rosa Parks Gesamtschule R(-4410; -760) um 07:49:50 (Positionsangaben in Meter).

a) Kontrolliere die Positionsangaben am eingeblendeten Mafistab in der Landkarte (siehe
Kopiervorilage 1).

b) Berechne die Zielgeschwindigkeit vimg um 07:42:50 und um 07:48:39, indem du die die
Entfernungen des Busses zum Ziel eine Sekunde vorher und nachher bestimmst — und
analog auch die Fahrgeschwindigkeit. Vergleiche deine Ergebnisse zur Kontrolle mit den
Tabellenangaben.

c¢) Berechne aus den Positionen x, y die Fahrtrichtung, die Zielrichtung und kontrolliere die in 2.
angegebene Formel erneut.

fimefx (m) [y {m) [v (km/h) jvmg (km/h)
07.29:19 0 0 0 0
07:38:49]|-2211] 107 61.6 46.0
07:38:50|-2228f 114 63.5 46.3
07.38:51]|-2244] 120 64.6 456
07:48:38] -4642] -686 38.4 -26.7
07:48:39] -4652| -691 38.9 -27.9
07:48:40] -4661| -696 38.4 -28.1
07:49:50]-4410] -760 0.0 00

Fahrprotokoll (Auszug)
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