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�0. Einleitung

„Schon wieder etwas Neues!“ sagte die Klassenlehrerin, als sie mich bei den letzten Vorberei�tungen zur Durchführung des Schokoladentests antraf. In der Tat sind sensorische Experi�mente im Mathematikunterricht ungewöhnlich. Sie rufen Erstaunen hervor: „Möchten Sie Geschmacksnerven testen?“ Der Fachlehrer für Deutsch und Englisch, der diese Frage stellte, trifft beinahe den Kern: Ich beabsichtige, „Wahrscheinlichkeitshypothesen“ und „Modellannahmen“ an der Realität zu „testen“. Das mag anspruchsvoll klingen, scheint aber auf elementarem Niveau realisierbar, weil Begriffe wie „Wahrscheinlichkeit“ und „Hypothese“ im Sinne von Spekulationen (Schätzungen von Chancen) in der primären Intuition von Kin�dern verankert sind. Man kann sie daher bereits in der Sekundarstufe I behutsam weiterent�wickeln und muß sie nicht in die S-II-Mathematik verbannen�.

Das Rahmenkonzept für die Stochastik formuliert Riemer in der Forderung: Wahrscheinlich�keitsrechnung und Statistik gehören zusammen! „Stochastikunterricht lebt vom Experimen�tieren, vom Wechselspiel zwischen Prognose und Wirklichkeit, vom Spannungsfeld zwischen Wahrscheinlichkeiten und selbst erhobenen Daten“ ([16] S. 14).

Für die Riemer-Quader als eine inzwischen „klassische“ Realisation dieser Grundgedanken liegen ausgearbeitete Unterrichtssequenzen vor (vgl. z. B. [1], [12], [13], [14]); das Konzept ist m. E. kaum verbesserungsfähig. Ich möchte (angeregt durch [16], [17] und [18]) eine andere inhaltliche Variante für den Mathematikunterricht in der Klasse 7 c erproben. Im Mittelpunkt der Unterrichtssequenz steht ein Schokoladentest. Wir stellen Wahrscheinlich�keitshypothesen auf und erarbeiten ein „Wahrscheinlichkeitsmodell“. Am Schluß soll die spannende Frage, die uns fast zwei Wochen begleitet, beantwortet werden: Sind wir besser als eine Gruppe von „Nullschmeckern“�? Oder fachsprachlich ausgedrückt: Können wir die Hypothese, daß wir eine Gruppe aus lauter Nullschmeckern sind, verwerfen?

1. Stochastik in der Jahrgangsstufe 7/8

1.1. Curriculare Vorgaben

Die Richtlinien und Lehrpläne im Lernbereich Stochastik (vgl. [11]) sehen für die Jahrgangs�stufe 7/8 bzw. 9/10 jeweils eine Unterrichtssequenz mit einer Klassenarbeit vor. In der Jahr�gangsstufe 7/8 stehen das eigene Experimentieren und die Hypothesenbildung im Vorder�grund. Durch Fragen und intuitive Vorhersagen (Hypothesen) vor dem Experiment sollen eine Erwartungshaltung aufgebaut und damit ein Spannungsbogen erzeugt werden; das dar�auffolgende Experiment hat den Sinn, eine Entscheidung zwischen den konkurrierenden Hypothesen herbeizuführen.

Dabei schlägt das Curriculum vor, behutsam „die Strenge der Darstellung ... der üblichen fachsprachlichen Form“ (S. 51) anzugleichen und den Formalismus auf ein Minimum zu re�duzieren: „Sinnvolles Argumentieren mit stochastischen Begriffen erfordert keine Formalisie�rung durch die Mengenalgebra.“ (S. 35).

Als inhaltliche Vorgabe sollen Zufallsexperimente in Laplaceschen und nicht-Laplaceschen Situationen behandelt, in der Wahrscheinlichkeitsrechnung Summen- und Pfadregel und unter „Anwendungen“ Urnenziehexperimente mit und ohne Zurücklegen thematisiert werden (S. 51).

Ein Vergleich mit den alten Richtlinien zeigt eine deutliche Akzentverschiebung von deskrip�tiver zu beurteilender Statistik.

Die alten Richtlinien (vgl. [10]) erwähnen zwar die Wichtigkeit von stochastischen Kenntnis�sen „zur Beurteilung von Situationen im Alltag“ (S. 33) und damit die praktische Relevanz für die Schüler, bleiben aber „aus zeitlichen Gründen“ bei „engumgrenzte[n] Stoffe[n] der be�schreibenden Statistik und der Wahrscheinlichkeitsrechnung“ (S. 14) stehen. Der Forderung, „stochastisches Denken sollte wegen seiner Eigenheit möglichst langfristig entwickelt wer�den“ (S. 33), stehen die oft wenig motivierenden statistischen Erhebungen und Darstellungen von Häufigkeitsverteilungen in Tabellen und Diagrammen sowie die schematische Berech�nung von arithmetischem Mittelwert und Streuungswert entgegen, die „stochastisches Den�ken“ zumeist nicht befördern können. Immerhin billigen die alten Richtlinien einen durch die Stochastik förderlichen „wesentlichen Beitrag zu den Gesamtzielen des Mathematik-Unter�richts in den Klassen 5 - 10“ (S. 33) zu�: Fähigkeit zu argumentieren und Kreativität (i. e. „Vermutungen aufstellen und versuchen, ihre Gültigkeit zu überprüfen“ S. 33). Im Teilgebiet „Fehler- und Manipulationsmöglichkeiten in der Statistik“ (S. 37), wenn Schüler „Aussagen der beschreibenden Statistik richtig ... bewerten und ihnen kritisch ... begegnen“ (S. 38) sollen, mögen diese Ziele am ehesten zu realisieren sein. Vielversprechender erschei�nen hier die neuen Richtlinien: Stochastik im Sinne der beurteilenden Statistik bietet „gute Möglichkeiten, Annahmen zu formulieren, Argumente gegeneinander abzuwägen und Daten�material zu bewerten. Selbst fehlerhafte Lösungsansätze lassen sich mitunter als konkurrie�rende Hypothesen konstruktiv würdigen“ ([11] S. 35).

Die Beschreibung des dritten Zieles im alten Lehrplan, „Situationen zu mathematisieren“, d. h. hier „eine stochastische Situation beschreiben, veranschaulichen und analysieren; ein dazu passendes mathematisches Modell auswählen bzw. entwickeln und anwenden“ ([10] S. 33) führt bereits über die rein deskriptive Statistik hinaus. Produktive Spannung wird jedoch ge�brochen oder nicht erreicht, wenn das theoretische Modell einer bereits deskriptiv analysierten stochastischen Situation gleichsam „übergestülpt“ wird.

Eine klare Absage erteilen die neuen S-I-Richtlinien auch „einer isolierten, fragmentarischen Beschäftigung mit Ereignissen oder Zählprinzipien (als Anwendung der Bruchrechnung)“ zu�gunsten der Betrachtung des Wechselspiels zwischen den Begriffen Wahrscheinlichkeit und relative Häufigkeit ([11] S. 35).

Die „kopernikanische Wende“ in der Richtlinienkonzeption im Lernbereich Stochastik besteht also darin, grundlegende Konzepte beurteilender Statistik altersgerecht bereits in der S I zu verankern und damit Kontinuität und Fortsetzbarkeit auf allen Curriculumstufen zu gewähr�leisten.

1.2. Schwierigkeiten bei der Begriffsbildung

Der Wahrscheinlichkeitsbegriff gehört zu den schwierigen Begriffen der S-I-Mathematik.

Wahrscheinlichkeit ist weder ein Begriff, der im Rahmen innermathematischer Systematik er�fahrbar ist, noch eine Eigenschaft, die realen Objekten innewohnt. Vielmehr kann der Wahr�scheinlichkeitsbegriff charakterisiert werden als Ergebnis unseres Denkens, Realität zu modellieren.� 

Wahrscheinlichkeiten sind quantifizierbare Größen wie Preise, Längen etc.

Während sich jedoch in der Alltagserfahrung eine eindeutige Bedeutung für die Aussage: „Der Preis beträgt 0,75 DM“ ergibt, läßt die analoge Formulierung wie: „Die Wahrscheinlich�keit beträgt 75 %“ mehrere Interpretationen zu, die nur kontextuell, durch Rückgriff auf die Realität, erschlossen werden können.

Die Aussage kann

1. in vollständig symmetrischen Situationen die Erwartung ausdrücken, daß drei von vier 	gleichberechtigten Alternativen zu dem gewünschten Ergebnis führen (Laplacescher 	Wahrscheinlichkeitsbegriff),

2. in reproduzierbaren Situationen die Erwartung ausdrücken, daß die relativen Häufigkeiten 	(von Versuch zu Versuch) mehr oder weniger um 0,75 schwanken werden 	(frequentistischer oder statistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff),

3. in reproduzierbaren und nichtreproduzierbaren Situationen den Grad des Vertrauens 	(Stärke der Überzeugung) in eine ungewisse Sache ausdrücken, z. B. „die 	Wahrscheinlichkeit, daß Peter die Prüfung schafft, beträgt 75 %“ (subjektiver 	Wahrscheinlichkeitsbegriff).

Alle drei Interpretationen sind mit dem axiomatischen Konzept von Kolmogoroff verträglich.�

1.3. Die Riemersche Konzeption

In der Riemerschen Konzeption der Integration statistischer Aspekte in die Wahrscheinlich�keitsrechnung erhält der Begriff der Hypothese besondere Bedeutung.

Das Würfeln mit Quadern („Quadern“) zeigt nämlich, daß es stochastische Situationen gibt, in denen verschiedene gleichberechtigte (manchmal allerdings auch verschieden glaubwürdige) Wahrscheinlichkeits-„Hypothesen“ nebeneinander stehen. Sie sind Prognosen, um die die relativen Häufigkeiten schwanken, haben aber auch hypothetischen Charakter, denn diejeni�gen Wahrscheinlichkeitsannahmen, die sich im Experiment nicht bewähren, müssen verworfen oder revidiert werden. Anders formuliert: Wahrscheinlichkeiten erhalten den Charakter von Hypothesen, wenn sie nicht mehr als objektiv feststehende Grenzwerte relativer Häufigkeiten aufgefaßt werden, sondern als subjektiv beste Schätzung (Vorhersage) für die zu erwartende relative Häufigkeit.�

1.3.1. Paradigmen

Unter der Überschrift: „Statistisches Paradigma“ schreibt Riemer in [14]:

„Das Formulieren von Fragen, das Erzeugen von Erwartungshaltungen, das Aufstellen von Hypothesen vor den Experimenten und die Bewertung der Prognosen durch Gegenüber�stellung von Voraussagen und Ergebnissen erst im nachhinein muß in unseren Augen zu einem Paradigma des Stochastikunterrichts werden. Seine konsequente Berücksichtigung hält statistische und wahrscheinlichkeitstheoretische Aspekte wie eine Klammer zusammen. Dar�über hinaus werden Schüler unmittelbar ins Unterrichtsgeschehen einbezogen und emotional angesprochen, da ihre eigenen Hypothesen zur Disposition stehen“ (S. 15).�

Mit dem in der Einleitung zitierten Plädoyer: „Stochastikunterricht lebt vom Experimen�tieren...“ ([16] S. 14) und der Beobachtung, daß die Riemerschen Unterrichtssequenzen zum Quader ohne mengenalgebraischen Formalismus auskommen�, lassen sich damit folgende Paradigmen in Übereinstimmung mit der curricularen Vorgabe ableiten:

A)	Stochastik lebt von Experimenten.

B)	Experimente müssen echte Fragen beantworten.

C)	Die Fragen müssen vor dem Experiment gestellt und diskutiert werden.

	1. Konsequenz: Der Begriff der Hypothese gehört in den Anfangsunterricht�.

	2. Konsequenz: Erhalte den Spannungsbogen zwischen Erwartung und Realität�.

D)	Formalisierung nur so viel, wie unbedingt nötig.

Erläuterungen und Beispiele:

ad B) Beispiel: Welche Wahrscheinlichkeit haben die Augenzahlen beim Würfeln von Qua�dern oder Legosteinen? - Gegenbeispiel: Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für „Kopf“ oder „Zahl“ bei einer Münze?�

ad C) Beispiel: Sind die Wahrscheinlichkeiten der Quader propotional zu den Flächen?� 

ad „1. Konsequenz“:

Die Wahrscheinlichkeiten für die Augenzahlen eines Quaders lassen sich auch nach vielen Versuchsserien nur näherungsweise bestimmen; die Ergebnisse beim „Quadern“ sind abhängig von der Wurftechnik und Unterlage�. Beim Aufstellen von Hypothesen ist das intuitive Spekulieren zugelassen, ja erwünscht. Jede Schätzung drückt ihrerseits eine „echte“ Erwar�tung an das Verhalten des Quaders aus.�

Im Gegensatz dazu lassen Laplace-Objekte wegen ihrer vollständigen Symmetrie (Münze, „ungezinkter“ Würfel) nur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu. Die fundamentale Idee der Statistik, daß es zur Beschreibung einer Situation verschiedene gleichberechtigte Hypothesen geben kann, die verworfen werden müssen, wenn sie der Realität nicht standhalten, geht ver�loren�.

Ebenso sind asymmetrische Objekte (z. B. Reißnagel) ungeeignet für das Diskriminieren der Begriffe Wahrscheinlichkeit und relative Häufigkeit, da beide meist numerisch zusammen�fallen. Dadurch verschwindet der begriffliche Unterschied zwischen Wahrscheinlichkeit (als Vorhersage) und relativer Häufigkeit (als Versuchsergebnis)�.

Lernpsychologische Untersuchungen sprechen dafür, subjektiv-hypothetische Wahrscheinlich�keiten bei Kindern früh zu thematisieren. Kinder auf der Primarstufe besitzen bereits primär-intuitive Wahrscheinlichkeitsvorstellungen�, bevor sie das Stadium der formalen Operationen erreicht haben�. Hingegen wird das Konzept der Laplace-Wahrscheinlichkeit erst auf der Stufe der formalen Operationen entwickelt, da es den Verhältnisbegriff und kombinatorische Aspekte benötigt.

Ein Blick nach vorne: Die höhere Wahrscheinlichkeitstheorie braucht in der Testtheorie den Begriff der Hypothese und die intuitive Vertrautheit, daß Wahrscheinlichkeiten nur Annah�men sind, die aufgrund von (neuen) Beobachtungen revidiert werden müssen�.

ad „2. Konsequenz“:

Beispiel: Das Würfeln mit den Quadern wird erst nach der Formulierung der Hypothesen durchgeführt�.

Es ist evident, daß dadurch die Motivation über einen längeren Zeitraum wachgehalten wird.

1.3.2. Lernziele

Aus der allgemeinen Riemerschen Konzeption lassen sich folgende inhaltliche Ziele ableiten:

Die Schülerinnen und Schüler sollen

(	die Begriffe Wahrscheinlichkeit und relative Häufigkeit voneinander abgrenzen

(	den hypothetischen Charakter von Wahrscheinlichkeiten erfahren

(	Wahrscheinlichkeiten ermitteln (Laplacesche Wahrscheinlichkeit, Pfad- und Summenregel)

(	Modellannahmen (Hypothesen) an der Realität bewerten

(	Grundlegende Gedanken der beurteilenden Statistik verstehen und mit eigenen Augen er�leben.

1.4. Der Schokoladentest als Realisation der Riemerschen Konzeption

Das Paradigma C wird durch den Schokoladentest am Anfang der Unterrichtsreihe nicht ver�letzt, da die ausgefüllten Schülertestbögen im Umschlag versiegelt werden.

Daß eine echte Frage (Paradigma B) zur Diskussion steht, ist offensichtlich: „Sind wir bei der Sortenerkennung besser als ein Zufälligankreuzer (Nullschmecker)?“ Diese Leitfrage betrifft die ganze Klasse, und die Schüler erkennen sofort: Nostra res agitur.

Durch die Spekulationen gleich zu Beginn, wenn die Schüler Wahrscheinlichkeitshypothesen für den Zufälligankreuzer für 0, 1, 2, 3 oder 4 Treffer äußern, wird der Spannungsbogen auf�gebaut, der bis zum Öffnen des Umschlags mit den Testbögen beinahe zwei Wochen reicht.

Würde das Experiment sofort ausgewertet, wäre „die Luft heraus“; man endet sofort bei der deskriptiven Statistik. Die Frage nach den Wahrscheinlichkeiten eines Nullschmeckers und die damit verbundenen Prognosen würde sich nicht stellen. Erst durch die mit der Riemerschen Konzeption übereinstimmende Vorgehensweise: 

Spekulieren ( theoretisieren ( Experiment auswerten

kommt der prognostische Aspekt des Wahrscheinlichkeitsbegriffs voll zur Geltung, erst da�durch gelingt der Schritt in Grundgedanken beurteilender Statistik, nämlich, Hypothesen auf�zustellen und möglicherweise zu verwerfen, sobald sie der Realität nicht standhalten.

Der Clou der Schokoladentestkonzeption ist durchaus vergleichbar mit dem der Quader: Während man bei Quadern die Wahrscheinlichkeiten propotional zu den Flächen wählen kann (Proportionalitäts-Hypothese), lassen sie sich für einen Nullschmecker durch Abzählen von Antwortmustern berechnen (Laplace-Hypothese). Dazu ist keine Formalisierung („Grundraum“, „Ergebnis“ oder „Ereignis“ ...) notwendig. 

Das Modell des Nullschmeckers trägt prognostische und hypothetische Züge. Die genauen Wahrscheinlichkeiten sind ermittelbar; ob sie jedoch auch die Wirklichkeit unserer Gruppe beschreiben, bleibt vorerst offen.

2. Die Lerngruppe

Die 6 Mädchen und 19 Jungen der Klasse 7 c habe ich bereits in einer früheren Mathematik�sequenz unterrichtet. Da ich die Gruppe während einer Projektwoche mitgeleitet habe, konn�ten wir uns auch in außerunterrichtlichen Situationen näher kennenlernen. Schon damals fiel das gute Klassenklima auf, das nicht durch geschlechtsspezifische Spannungen gestört ist. Es zeigt sich aber auch darin, daß Schüler mit Verbalisierungsschwierigkeiten, die in einem so sprachsensiblen Gebiet wie der Stochastik verstärkt auftreten können, klassenintern nicht ge�maßregelt werden. Sebastian ist trotz seiner herausragenden intellektuellen Fähigkeiten in die Klassengemeinschaft voll integriert.

Den Mathematikunterricht begleitend führen die Schüler ein Regelheft (Vgl. Anhang A 3.). Dies ist ganz in meinem Sinne, und ich möchte den Unterricht so strukturieren, daß zentrale Unterrichtsergebnisse kompakt an der Tafel zusammengefaßt und von den Schülern ins Regelheft eintragen werden: Durch das Übertragen der Merksätze wird der Lernvorgang stabilisiert.

Das Sitzen hintereinander in Bankreihen fördert zwar, äußerlich gesehen, keine Gruppen�gespräche, dennoch soll die Unterrichtsreihe auch dazu beitragen, daß Schüler ohne meine Vermittlung direkt auf die eigenen Diskussionsbeiträge ihrer Mitschüler eingehen. Erste Selbstkorrekturmechanismen der Klasse bei offensichtlichen Fehlern konnte ich früher bereits beobachten.

Der schülerzentrierte Unterricht steht auch im Riemerschen Konzept stets im Vordergrund: Nicht nur am Schluß bei der Auswertung der Testbögen ist Eigeninitiative und -verantwor�tung jedes einzelnen gefordert, schon gleich zu Anfang kann die Unsicherheit der eigenen Hypothesen dazu anspornen, neues Datenmaterial zu sondieren, um verbesserte Prognosen aufzustellen, die wiederum als Triebfeder für weitergehende Überlegungen dienen.

3. Planung, Durchführung und Reflexion der Unterrichtsreihe

3.1. Übersicht

Kernsequenz:

1. Stunde:	Durchführung des Schokoladentests

2. Stunde:	Hypothesen für die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Sortentreffer eines Nullschmeckers�1. Kartensimulation einer Nullschmeckergruppe

3. Stunde:	Weitere Kartensimulationen; Erwartungswert und Trefferquote

4. Stunde:	Computersimulationen von Testgruppen, Zufallsschwankungen der Trefferquoten

5. Stunde:	Zusammenfassung der Erkenntnisse aus den Simulationen

6. Stunde:	Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Nullschmeckers (Laplace)

7. Stunde:	Zusammenhang zwischen relativer Häufigkeit und Wahrscheinlichkeit; Exkurs (Kombinatorik): Permutationen

8. Stunde:	Auswertung des Tests; Verwerfen der Laplace-Hypothese

Erweiterung:

9. Stunde:	Das O-M-A-Experiment

10./11. Stunde:	Wiederholung

12. Stunde:	Klassenarbeit

3.2.0. Vorbemerkungen zum Schokoladentest

Für einen sensorischen Test bieten sich viele Produkte an: Getränke, Chips, auditiv: Musik�instrumente, visuell-sensitiv: Stoffe etc.� Ich entschloß mich, vier Sorten Vollmilchschoko�lade - gerieben, damit Kästchenformat und Beschriftung keinen Hinweis liefern - von den Schülern erschmecken zu lassen: Lindt (2 DM je 100 gr.), Milka, Sarotti (je ca. 0,79 DM) und Maurinus (0,49 DM), also eine Sorte der gehobenen Preisklasse, zwei im Mittelfeld und eine Billigsorte. Neben der Sortenidentifikation (Zahl der erreichten „Sortentreffer“) hat auch die Frage ihren Reiz, ob die teure Sorte sich geschmacklich von der billigen absetzt�.

Der Testmodus hat weitreichende Konsequenzen für die theoretische Modellbildung: Durch die Vorgabe, daß jede Sorte genau einmal in einem der vier dem Probanden zur Geschmacks�probe vorgelegten Gläser enthalten ist („Sortenpermutation“), wird der Testperson eine „Hilfe“ gegeben: Denn falls der Geschmack von drei Sorten eindeutig erkannt wird, ist gleich�zeitig die vierte Sorte automatisch festgelegt. Wegen dieser Abhängigkeit der Antworten zu jedem einzelnen Gefäß sind die Trefferzahlen x (0(x(4) bei Nullschmeckern nicht binomial-verteilt, die Verteilung ist nicht symmetrisch, man erhält sie durch�:

mit (0(k(n), wobei k die Trefferanzahl und n die Sortenanzahl an�gibt.

�EMBED Equation.3���



Die Binomialverteilung würde man erhalten, wenn man 4 Gefäße mit einer zufälligen Auswahl aus vier Sorten füllt, so daß möglicherweise auch einzelne Sorten mehrfach vorkommen. Dann entspräche nämlich bei einem Nullschmecker die Sortenerkennung einem vierstufigen Bernoulli-Experiment mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,25, wobei die Ergebnisse auf den 4 Stufen unabhängig voneinander sind.

Das Testblatt�, das die Schüler während des Experiments ausfüllen müssen, enthält vier Auf�gaben. Zuerst soll - unabhängig von jeder Geschmacksprobe - das subjektive Image der zur Verkostung ausgewählten Sorten angegeben werden. Das Fremdwort Image wurde vorher (am Beispiel des Images eines Fußballvereins etc.) erläutert. Die Ergebnisse der Sortenzu�ordnung sind unter Punkt 2 einzutragen. Eine strikte Zeitvorgabe ist nicht vorgesehen, die Probanden dürfen ausdrücklich „hin und her“ probieren, um eine gewissenhafte Entscheidung zu fällen. Danach wird eine Bewertung des persönlichen Wohlgeschmacks (3.) bzw. Konsum�verhaltens (4.) unabhängig von der Markenzuordnung erbeten.

Zuerst erwog ich Anonymität, aber die Schüler hatten keine Einwände gegen namentliche Kennzeichnung ihrer Testbögen.

Die Auswertung der Fragen 1 und 3 soll nur am Rande - zum Ende der Lernsequenz - ge�schehen („deskriptive Statistik“)�. Den Kern der Untersuchung bildet die Frage 2 (Sortentrefferverteilung), da man hier dem theoretischen Konzept (Wahrscheinlichkeits-Ver�teilung unter der Hypothese des Nullschmeckers) das experimentelle Ergebnis (relative Häu�figkeit) gegenüberstellen kann.

3.2.1. 1. Unterrichtsstunde. Durchführung des Schokoladentests

Die Schülerinnen und Schüler wußten vorher nicht, daß sie Schokoladensorten erschmecken sollten, und kannten auch nicht den Zweck des Experiments.

Zwei Schüler betraten den Testraum und setzten sich an getrennte Tische, auf denen je vier Gefäße mit den Kennbuchstaben A - D standen. Diese waren jeweils mit einer Sorte grob ge�riebener Schokolade gefüllt. Die Probanden bekamen nun aus den Gefäßen bis teelöffelgroße Proben in von ihnen mitgebrachte Gläschen (oder Gefäße) in derselben Reihenfolge. Um Verwechslungen auszuschließen, wurden die Gläschen direkt vor den vier Gefäßen auf Papp�deckel mit dem entsprechenden Buchstaben gestellt. Zusätzlich hatte jeder Schüler vier Löffelchen (für seine individuellen Einzelproben) und ein Glas Wasser (zur Geschmacks�neutralisierung) mitgebracht. Dann gab ich das Testblatt aus.

Um stochastische Unabhängigkeit zu gewährleisten, also den Kontakt mit denjenigen, die den Test noch durchlaufen mußten, auszuschließen, begaben sich die Testabsolventen in ihr Klas�senzimmer, bevor zwei weitere Schüler aus dem „Warteraum“ geholt wurden. Die Wartenden durften mathematische Kreuzworträtsel lösen.

Während der Testdurchgänge fiel auf, mit welchem Ernst die Schüler ans Werk gingen; jeder legte seinen ganzen Ehrgeiz hinein, gut abzuschneiden. Drei an diesem Tag fehlende Schüler „ersetzte“ ich durch Stellvertreter aus einer Parallelklasse.

Alle hatten, wie nicht anders zu erwarten war, großen Spaß an dem Test. Er dauerte insge�samt eine Schulstunde einschließlich der großen Pause.

3.2.2. 2. Unterrichtsstunde

Planung

Ziele: Die Schülerinnen und Schüler sollen

(	Vermutungen (Hypothesen) über die Wahrscheinlichkeiten (in Prozent) aufstellen, mit denen ein Nullschmecker 0, 1, 2, 3 oder 4 Sorten trifft, und diese Vermutungen miteinander diskutieren

(	erkennen, wie man diese Schätzungen mit Hilfe von Simulationen überprüfen (bewerten) kann.

Es ist für die Schülerinnen und Schüler einsichtig, daß die „Zuordnungsfrage“ (Item 2) den Kern des Tests ausmacht, die anderen Fragen „schmückendes Beiwerk“ sind. Der Begriff „Wahrscheinlichkeit“ bzw. die Schätzung der Wahrscheinlichkeit ist Schulkindern intuitiv aus der Alltagserfahrung vertraut, beispielsweise durch Stauprognosen des Verkehrs�berichts�. Daher wird die von mir gewählte Formulierung der Hypothese „Man schmeckt kei�nen Unterschied“ mit der Folgefrage: „Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß ein Null�schmecker 0, 1, 2, 3, 4 Treffer erhält?“ verständlich sein. Zu beachten bleibt, daß die Frage singularisch formuliert, während die Auswertung des Tests die gesamte Gruppe im Blick hat. Da der Prozentbegriff vor den Weihnachtsferien Unterrichtsinhalt war, ist die Angabe der subjektiven Wahrscheinlichkeit in Prozent möglich. Weiter gilt zu bedenken (besonders in der Klassendiskussion bei der Bewertung der Wahrscheinlichkeitshypothesen), daß die Begriffe Chance und Wahrscheinlichkeit keine Synonyma sind, auch wenn die Literatur sie nicht immer konsistent trennt und in der Alltagssprache manchmal „Chance“ im Sinn von „Wahrscheinlichkeit“ benutzt wird: „Die Chance, daß ich gewinne, beträgt 80 %.“ In der Sto�chastik ist eine korrekte Begriffsverwendung unumgänglich. Die Einschätzung von Chancen hängt davon ab, womit man vergleicht. Werden z. B. beim Lotto zwei mögliche Ziehungs�folgen A und B verglichen, so haben beide dieselbe Chance 1:1, gezogen zu werden. Das heißt nicht, daß sie die (Ziehungs-)Wahrscheinlichkeit ½ haben. Absolut gesehen, sind beide Ziehungsfolgen sogar sehr unwahrscheinlich.

Die in der Klasse geäußerten Hypothesen sollen tabelliert, über die Schätzungen diskutiert und abgestimmt werden.

Spannung entsteht so: Mehrere Hypothesen widersprechen einander. Welche ist besser, ist vielleicht eine ganz richtig? Um das zu entscheiden, benötigen wir „Daten“. Mittels Spielkar�ten simulieren wir eine Gruppe von Zufälligankreuzern. Zu den Simulationen sollen die Schü�ler als Hausaufgabe die Mittelwerte der Trefferzahlen (= mittlere Trefferzahl) ausrechnen. Das ist aus dem Ermitteln von Durchschnittsnoten bei Notenspiegeln geläufig.

Durchführung

Als ich den Klassenraum erreichte, wurde ich bereits von den wartenden Schülern bedrängt mit Fragen wie�: „Haben Sie die Ergebnisse?“ oder „Wann kriegen wir die Ergebnisse?“ Ich antwortete nicht direkt, zuckte die Achseln und stellte zu Anfang die Gegenfrage: „Welches Ergebnis?“, worauf sich folgendes Gespräch entwickelte: 

Marcel: ... ob wir gut waren!

W. P.: Wann glaubt ihr denn, wann ihr gut seid?

Kathrin: (nach einer Pause) Wir wollen nur wissen, wie oft wir getroffen haben - was war in Glas A drin?

W. P.: (in die entstehende Unruhe hinein, in der gegenseitige Vermutungen ausgetauscht wurden) Selbst wenn ihr wißt, wie oft ihr richtig geschmeckt habt, wißt ihr dann, ob ihr gut oder schlecht seid?

Sven: Wenn wir oft getroffen haben, sind wir bestimmt gut!

Die Spannung löste ich nicht, sondern zeigte mit dem Hinweis: „Hier sind eure Testbögen“ einen versiegelten Umschlag vor, der mit allgemeiner Zustimmung der Fachlehrerin zur Auf�bewahrung übergeben wurde. Dann schrieb ich kommentarlos an die Tafel: 

Man schmeckt keinen Unterschied

wartete kurz und notierte darüber:

Hypothese (Annahme):

Nach einer weiteren Pause, in der es leiser wurde, ergänzte ich das Tafelbild:

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit in Prozent, daß jemand, ohne zu schmecken, also durch zufälliges Zuordnen der Sorten, 0, 1, 2, 3, 4 Treffer erhält?

(In der Fachsprache nennt man jemand, der nicht schmeckt, sondern willkürlich auswählt, einen .......Schmecker).

Den Freiraum vor (Schmecker erfragte ich, für den die Schüler „Nicht-“, „Nein-“, „Kein-“ und, darauf reimend, aber nicht ernst gemeint, „Fein-“ vorschlugen.

Ich ließ die Schüler das Tafelbild ins Heft übertragen und wollte danach die zentrale Frage nochmals in eigenen Worten beschrieben haben. Jan-Philipp und Benny blieben noch sehr nahe an der vorgegebenen Formulierung; der Begriff „Wahrscheinlichkeit“ wurde nicht nach�gefragt. Nun erbat ich Vorschläge für die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die namentlich in eine Tabelle eingetragen wurden:

Schätzung von Wahrscheinlichkeiten
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Name�1.Ab-stimmung�2.Ab-stimmung��50 %�70 %�30 %�18 %�5 %��Sven (1.)�0���20 %�20 %�20 %�20 %�20 %��Marcel�3���30 %�85 %�30 %�10 %�3 %��Nikolaus�0���2,5 %�20 %�10 %�5 %�2,5 %��Sebastian�0���10 %�40 %�30 %�18 %�2 %��Kathrin�2���10 %�40 %�25 %�15 %�10 %��Björn B.�10���10 %�45 %�20 %�20 %�5 %��Sven (2.)�9���10 %�35 %�23 %�25 %�7 %��Christine�1���

Nach den ersten vier Vorschlägen wurde Kritik aus der Klasse laut, und die Schüler korrigier�ten sich selbst, weil die Prozentwerte teilweise nicht 100 % ergaben. Ich ließ den Schülern Zeit, sich ein Bild von den Vorschlägen zu machen. Besonders die kleine „Fraktion“ um Marcel beharrte auf der Gleichverteilung. Die folgende Abstimmung erbrachte Mehrheit für Björns und Svens 2. Vorschlag.

Am Ende der Stunde simulierten wir eine Gruppe von Nullschmeckern durch folgenden Ver�such („Wir spielen jetzt den Nullschmecker mit Karten nach“): Einem Kartenspiel entnahm ich vier Spielkarten (Kreuz-, Pik-, Herz- und Karobube). Diese vier Karten ließ ich von einem Schüler gut mischen und mit der Bildseite nach unten nebeneinander vor vier mitgebrachte Gläser auf das Pult legen. Die restlichen Karten und ein weiteres Kartenspiel gingen durch die Klasse, wobei jeder Schüler sich oben vom Stapel vier Karten nahm, so daß er vier gleich�wertige Motivkarten (Kreuz, Pik, Herz und Karo) erhielt. Die Schüler mischten nun auch ihre Karten gut und legten sie verdeckt nebeneinander vor sich hin. Danach hob ich die Pultkarten auf und stellte sie zur besseren Anschauung in die jeweiligen Gläser. Die Schüler deckten jetzt ihrerseits ihre Karten auf und mußten vergleichen, wieviel (Symbol�)Übereinstimmungen sie mit der Reihenfolge der Pultkarten hatten. Danach erfolgte Abzählung und Eintragung in die Tabelle:

Simulation einer Nullschmeckergruppe�(25 Personen):

0�1�2�3�4��11�7�6�0�1��

Als Hausaufgabe sollten die Schüler analog zur Durchschnittsnote einer Klassenarbeit den Mittelwert der Trefferzahlen berechnen.

Reflexion

Die von den Schülern geäußerten Hypothesen zeigen - neben der typischen Gleichverteilung (Marcel) - ein intuitives Gespür für die unsymmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilung. Nach den Gründen für die vollzogene Bewertung fragte ich nicht, um nicht zu beeinflussen. Viel�leicht bekam Christine weniger Stimmen, da sie für drei Treffer eine größere Wahrscheinlich�keit als für zwei Treffer angegeben hatte. Bemerkenswert ist weiterhin, daß bei allen Hypo�thesen die Wahrscheinlichkeit, keinen Treffer zu erlangen, nie größer war als die, einmal rich�tig zu treffen. Durch die Abstimmung wurde jedoch die Spannung noch erhöht. Die erste, dritte und vierte Hypothese bekamen keine Stimme: Unbrauchbare Hypothesen muß man verwerfen! Durch die Benutzung von Gläsern, die mit Symbolen „gefüllt“ wurden, war die Beziehung der Simulation zum Schokoladentest so sinnenfällig, daß es keiner weiteren Erläu�terung bedurfte. Die Frage: Wie passen die prozentualen Wahrscheinlichkeitswerte mit den absoluten Trefferzahlen der Kartensimulation zusammen?, die sich von selbst stellt, dient gleichzeitig als Einstieg in die nächste Stunde.

3.2.3. 3. Unterrichtsstunde

Planung

Ziele: Die Schülerinnen und Schüler sollen

(	absolute Häufigkeit in relative Häufigkeit umrechnen und in Prozent angeben

(	die Mittelwerte von absoluter und relativer Häufigkeitsverteilung berechnen

(	die Begriffe „Erwartungswert“ (Prognose aufgrund einer Wahrscheinlichkeit)

	und „Trefferquote“ (nach einem Versuch/einer Simulation) unterscheiden.

Für die 3. Stunde habe ich eine Folie (vgl. Anhang A 2.1.) und ein Arbeitsblatt (vgl. Anhang A 2.2.) erstellt. Die Umrechnungen von absoluter in relative Häufigkeit sowie Berechnung der Mittelwerte müssen von allen Schülern beherrscht werden. Die Folie ist so konzipiert, daß sie sukzessive (durch Abdeckungen) zum Einsatz kommen kann�. Besonders einfach ist in unserem Falle die Angabe der relativen Häufigkeit in Prozent durch Erweiterung des Nenners (25) mit 4.

Die drei zentralen Begriffe der letzten Stunde „Hypothese“, „Nullschmecker“ und „Simulation“ sollten zur Festigung noch einmal rekapituliert werden. Als neue Begriffe kom�men „Erwartungswert“ ( und „Trefferquote“ ( hinzu, wobei „Quote“ von Gewinnquoten her bekannt ist.

Die Begriffe „mittlere Trefferquote“ oder „relative Trefferquote“ möchte ich nicht verwen�den.

Obwohl Erwartungswert und Trefferquote auf gleiche Weise errechnet werden, haben sie eine fundamental unterschiedliche Bedeutung: Relative Häufigkeiten (und damit die Trefferquoten () können nur nach der Auszählung eines Versuches bestimmt werden, Wahrscheinlichkeiten (und damit Erwartungswerte () haben prognostizierenden Charakter. 

Erwartungswerte gehören in den Bereich der Modelle (Theorie), Quoten in den Bereich der Realität (Experimente).

Auf dem Arbeitsblatt sind die vier Hypothesen, die mindestens 1 Stimme erhalten haben, ein�getragen, ebenso das Ergebnis der ersten Kartensimulation. Um die Mittelwerte über die Tref�fersummen zu berechnen, habe ich eine entsprechende Zusatzspalte eingerichtet.

Am Schluß der Stunde sollen vier weitere Kartensimulationen durchgeführt werden.

Durchführung

Als Anknüpfungspunkt zur letzten Stunde stellte ich die Frage: „Björn, kannst du den langen Satz an der Tafel von gestern erklären?“ Die Arbeit an den Antworten der Schüler war sehr wichtig.

Björn B.: ...wie man die Wahrscheinlichkeit für 1, 2 und so berechnen kann.

W. P.: Mit deiner Formulierung bin ich nicht ganz einverstanden. (Nach einer Pause die Gegenfrage) Haben wir die Wahrscheinlichkeit berechnet?

Björn B.: Nee, eigentlich nicht.

W. P.: Was dann?

Nikolaus: Wir haben einen Versuch gemacht und dann die Treffer abgezählt.

Die drei Begriffe „Hypothese“, „Nullschmecker“ (der keine Schwierigkeiten machte) und „Simulation“ ließ ich erörtern. Jan-Philipp erläuterte, warum das Kartenspielexperiment den Nullschmecker des Schokoladentests simulierte: „Da hatten wir vier verschiedene Karten ... und bei dem Schokoladentest hatten wir vier Sorten. Also könnte eigentlich auch das Gleiche ‘rauskommen.“

Es gehört zu den nicht einzuplanenden Überraschungen des Unterrichts, als Marcel an dieser Stelle spontan einwirft: „3 Treffer - geht doch gar nicht! Denn wenn man zwei Treffer hat, sind die beiden anderen (!) nur vertauscht!“ Daraufhin entstand Gemurmel in der Klasse, und ich gewährte den Schülern die Gelegenheit, die Situation abzuklären. Interessant war dabei zu beobachten, wie mit Unterstützung von Gestik argumentiert wurde. Marcel bat, seine frühere Hypothese ändern zu dürfen, und gab als Verteilung 25 %, 25 %, 25 %, 0 %, 25 % an. Daher teilte ich an dieser Stelle das Arbeitsblatt aus, damit die Schüler diese neue Hypothese gleich eintragen konnten, und führte vier weitere Simulationen wie in der letzten Stunde durch (bei der letzten Simulation mischt die Mentorin die Pultkarten!).

Die anschließende Kontrolle der Hausaufgaben zeigte, daß einige Schüler doch Schwierig�keiten hatten, den Mittelwert der ersten Kartensimulation zu berechnen. Jens S. führte den Rechenweg auf der Folie vor, und ich ermunterte Lars, einen schwächeren Schüler, zur nochmaligen Verbalisierung. Schrittweise sollte danach erarbeitet werden, wie man aus der absoluten Häufigkeit die relative Häufigkeit in Prozent sowie aus der relativen Häufigkeit den Mittelwert für die erste Kartensimulation berechnet. Die Rechnungen schrieb ich auf die Folie und führte dann die Begriffe „Erwartungswert“ und „Trefferquote“ ein.

Die Hausaufgabe lautete: Berechne die relativen Häufigkeiten der Kartensimulationen, deren Trefferquote und die Erwartungswerte der Hypothesen.

Reflexion

Marcels Änderung seiner Hypothese ist ein gutes Beispiel für den Lernprozeß, verursacht durch kombinatorische Überlegung oder durch Simulation: Wahrscheinlichkeiten müssen verworfen werden, wenn sie mit der Realität nicht vereinbar sind. An dieser Stelle zeigt sich deutlich, daß der Grundgedanke beurteilender Statistik schon bei Schülern der Stufe 7 auf in�tuitivem Niveau angelegt ist.

3.2.4. 4. Unterrichtsstunde (Kurzbeschreibung) 

Durch die Computersimulationen, die ich nach dem Vergleich der Hausaufgabenergebnisse heute (mit Notebook und Display) in der Klasse durchführen möchte, sollen die Schüler ein qualitatives und quantitatives Gefühl für „normale“ Zufallsschwankungen anhand einer erwei�terten Datenbasis bekommen.

Beim Programm können die Teilnehmerzahl (z. B. 25) und die Anzahl der Simulationen (z. B. 100) vorgegeben werden. Nach der Simulation werden die (z. B. 100) Trefferquoten zur Ab�schätzung der Zufallsschwankungen sortiert ausgegeben. Einzelheiten des Programms sind für die Schüler unwichtig, es reicht die Erklärung, ein Zufallsgenerator nehme uns die zeitrauben�de Arbeit der Kartensimulationen ab�.

Auf Drängen einiger Schüler führte ich auch je 100 Simulationen von Testgruppen mit 50, 100, 200 Testpersonen durch. Ulrich bemerkte, daß die Trefferquoten stets „in der Nähe von 1“ liegen, aber um so weniger schwanken, je größer die Testgruppen sind.

Damit deutet er einen wichtigen Zusammenhang zwischen Trefferquote und Teilnehmerzahl an, den man bei Ausweitung der Unterrichtssequenz präzisieren und zur Einsicht des Gesetzes der großen Zahlen führen könnte: Extreme Ergebnisse nehmen mit wachsender Gruppen�größe relativ gesehen ab. Diese Stelle verdeutlicht ferner, daß Computersimulationen in der Stochastik starke Impulse für entdeckendes Lernen mit tiefen Erkenntnissen bereitstellen können. Ich wollte die Thematik jedoch nicht weiter vertiefen, da sie - trotz enormer Wich�tigkeit - vom eigentlichen Thema wegführt.�

Am Ende der Stunde hielten wir fest, daß die Mittelwerte bei den Computersimulationen „normalerweise“ zwischen 0,68 und 1,32 schwankten. Die Häufigkeitsverteilungen von 5 Simulationen ließ ich ins Arbeitsblatt eintragen mit der Hausaufgabe, dazu die relativen Häu�figkeiten und die Trefferquoten zu berechnen. Außerdem bekamen die Schüler zur Ergänzung ein Blatt mit einer „großen“ Computersimulation (40 Simulationen mit 25 Teil�nehmern), nach Trefferquoten sortiert�, ausgeteilt.

3.2.5. 5. Unterrichtsstunde

Planung

Ziele: Die Schülerinnen und Schüler sollen

(	die Zufallsschwankungen der Simulationen deuten

(	ein „brauchbares“ Schwankungsintervall für die Trefferquote von Testgruppen aus 25 Per�sonen bestimmen

(	die Wahrscheinlichkeit des Nullschmeckers für 4 Treffer ermitteln.

Anhand der Computersimulationen und der errechneten Mittelwerte können die Schüler er�kennen, daß die Simulationsergebnisse von ihren Prognosen stark abweichen. Außerdem konnten sie durch die Simulationen der letzten Stunde ein „Gefühl“ für Zufallsschwankungen bei 25er Gruppen erwerben. Die 40. der „großen“ Simulation hat mit Treffersumme 39 eine Trefferquote von 1,56, die „aus dem Rahmen fällt“. Sie ist für das vertiefte Verständnis von Zufallsschwankungen bei Simulationen produktiv: Häufigkeitsverteilungen mit besonders großen oder kleinen Trefferquoten sind zufallsbedingt möglich, aber selten. Bei unserer Simu�lation des Nullschmeckers ist [0,6; 1,4] das 2(-Intervall, in dem ca. 96 % der Trefferquoten liegen. Wenn die Schüler die 40. Simulation als „Ausreißer“ qualifizieren, könnten sie - in un�gefährer Übereinstimmung mit dem Schwankungsbereich der letzten Stunde - die Schwan�kungsbreite für die Mittelwerte zwischen 0,64 (1. „kleine“ Computersimulation des Arbeits�blattes) und 1,36 (39. Simulation der „großen“ Computersimulation) festlegen. 95 % der Trefferquoten liegen in diesem Intervall. Je nach Unterrichtsverlauf kann dieser quantitative Zusatz ohne nähere Erklärung geben werden.

Durchführung 

Bei der bewußt salopp gestellten Frage, „wie die Hausaufgaben gewesen seien“, bemerkte Anne: „Die Hypothesen der Klasse sind viel zu hoch!“ mit der Begründung, daß „die Mittel�werte viel höher als bei allen Simulationen“ seien. Darauf gab ich den Schülern wieder die Möglichkeit, neue (bessere) Wahrscheinlichkeitshypothesen für den Nullschmecker zu äußern.

Es dauerte eine Weile, bis sich Tae-Min meldete: „Ich glaube, es ist die 22. Computersimula�tion (9/9/6/0/1). Der Mittelwert liegt vielleicht bei 1, in der Mitte“. Er begründete ein um ( = 1 symmetrisches Schwankungsintervall so: „Die letzte Simulation ist zu hoch, die 1. [Computer-]Simulation vom [Arbeits-]Blatt hat 0,64, dann geht es von 0,64 bis 1,36.“ Tae-Min gab zwar statt der Wahrscheinlichkeitsverteilung die Häufigkeitsverteilung an, doch ich wollte seinen Gedankengang nicht unterbrechen: „Nun mußt du uns aber noch erklären, warum gerade die 22. Computersimulation!“ Er argumentierte jetzt mit den absoluten Häu�figkeiten weiter: „Bei der 23. ist die 13 [für 1 Treffer] zu groß, die kommt sonst [bei allen Computersimulationen] nur noch einmal vor. Bei der 24. ist 2 Treffer 9mal und 1 Treffer nur 7mal [erzielt worden]. Das glaube ich nicht, daß man 2 Treffer öfter hat.“ Ich wartete auf Re�aktionen in der Klasse, und Jens E. meldete sich: „Die 2. Computersimulation [des Arbeits�blattes (10/7/7/0/1)] hat auch ( = 1, die geht auch!“ Da keine weiteren Vorschläge gemacht wurden, folgte die Abstimmung: Tae-Min bekam 4 Stimmen, Jens 6, die alten Hypothesen bekamen keine Stimme.- „So viele Enthaltungen?“ Kathrin erklärte: „Ja, es kann ja sein, daß noch ein anderes Ergebnis ‘rauskommt und der gleiche Mittelwert!“ Trotzdem ließ ich nicht locker: „Wer glaubt denn, daß ( = 1 für den Erwartungswert des Nullschmeckers heraus�kommt?“ Ca. 75 % der Klasse meldeten sich. Andere Schüler vermuteten den Erwartungs�wert ebenfalls in der Nähe von 1. Ich forderte auf zu überlegen, welcher Schwankungsbereich für die Trefferquote einer Gruppe von 25 Nullschmeckern festgelegt werden solle. Lakonisch äußerte Frank: „1,56 weglassen!“ Anne fand auch 1,36 „ziemlich hoch“, und Jens E. erinnerte an den Schwankungsbereich [0,68; 1,32] der Computersimulationen in der letzten Stunde. Die Klasse einigte sich schließlich, und ich hielt an der Tafel fest:

Zentrales Ergebnis der Nullschmeckersimulationen:

Simulationen dienen dazu, die Größe von Zufallsschwankungen zu be�stimmen.

Für den Schokoladentest gilt:

Bei „tatsächlichen“ Nullschmeckergruppen mit 25 Personen schwanken 

die Mittelwerte der Trefferzahlen (Trefferquoten) ( allein aufgrund

von Zufallsschwankungen „in der Regel“ zwischen 0,64 und 1,36.

Anmerkung (des Lehrers): „In der Regel“ bedeutet: Mit 95 %iger Wahr�scheinlichkeit.

Jetzt war die Zeit gekommen, den Kern des Problems - die Frage nach den Wahrscheinlich�keiten anzusprechen: „Wie ihr seht, liegen die relativen Häufigkeiten für 4 Treffer zwischen 0 und 16 %. Ihr könnt nur mit dem gesunden Menschenverstand herausbekommen, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Nullschmecker 4 Treffer erzielt!“

Nach 5 Minuten sammelte ich Vorschläge:

Sebastian meinte: „1/16. Bei 1 Treffer ist die Wahrscheinlichkeit 25 %, also 1/4, bei 2 Treffer ist die Wahrscheinlichkeit halb so hoch, 1/4 mal 1/2, bei 4 Treffer ist die Wahrscheinlichkeit halb so hoch, 1/8 mal 1/2.“ Ich hakte nach: „Warum ist sie bei 1 Treffer 1/4?“ - „Weil 1 Tref�fer von 4.“

Marcel schlug 1/25 vor, denn es gäbe 1 Chance, 4 zu treffen. Ich wollte eine nähere Erklä�rung: „Und wenn 50 Personen mitgemacht hätten?“, aber er zuckte nur mit den Achseln.

Denise äußerte 1,025 als „Mittelwert von 4 Treffern bei der „großen“ Computersimulation“, Nadine entsprechend 1,28 für die „kleine“ Simulation, wobei sie die 1. Simulation mit 0mal 4 Treffern nicht mitzählte und sich verrechnete [(1+1+1+2):4=1,25].

Ich sagte: „Überlegt noch einmal!“

Nach einer Weile meldete sich Sven: „Wenn man wüßte, wieviele Möglichkeiten es gibt!“

Da die Stunde zu Ende war, gab ich die noch ungelöste Frage als Hausaufgabe: „Schreibt die Möglichkeiten auf!“

Sven sprach mich nach der Stunde an, ob das Aufschreiben auch „mit System“ möglich sei. Ich bekräftigte ihn darin.

Reflexion

Bemerkenswert an dieser Stunde ist die bei den meisten Schülern anhand der Zufallsschwan�kungen gewonnene Vermutung, der Erwartungswert der Wahrscheinlich�keitsverteilung des Nullschmeckers sei 1. Da es aber hier unendlich viele Wahrscheinlich�keitsverteilungen mit ( = 1 gibt, wollte sich die Mehrzahl der Schüler nicht auf eine festlegen.

Positiv ist zudem das Bemühen der Schüler, selbst ein akzeptables Schwankungsintervall für den Nullschmecker festzulegen. An dieser Stelle zeigt sich deutlich, wie die drei „Gesamtziele“ der alten Richtlinien durch das Modellieren des Nullschmeckers, d. h. hier das Finden und stichhaltige Begründen eines geeigneten Schwankungsintervalls seiner Treffer�quoten, mit Leben gefüllt werden können.

Die Frage für die Schüler lautete also jetzt: „Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung mit ver�mutlich ( = 1 charakterisiert den Nullschmecker?“ Meine Aufforderung, nach den Wahr�scheinlichkeiten für 4 Treffer zu suchen, diente als strukturierender Impuls mit angemessenem Erreichbarkeitsgrad innerhalb der verbleibenden zehn Minuten.

Die Vorschläge, die geäußert wurden, sind interessant:

Sebastian geht zuerst von einer Gleichwahrscheinlichkeit für jeden einzelnen Treffer aus und versucht „irgendwie“, aus seinen numerischen Ansätzen die Wahrscheinlichkeiten für 2 und 4 Treffer zu berechnen (die Vorgehensweise erinnert an die Pfadregel).

Marcel verwechselt die Anzahl der möglichen Permutationen mit der Anzahl der Testteil�nehmer, wobei er den Widerspruch durch seinen Nachsatz selbst bemerkt; daher sein Achsel�zucken.

Denise und Nadine geben eine „frequentistische“ Interpretation; der Mittelwert der absoluten Häufigkeiten beschreibt auf „lange Sicht“ die erwartete Trefferanzahl für 4 Treffer des Null�schmeckers in 25er Gruppen. Sie hätten noch durch die Versuchspersonenzahl teilen müssen, um den frequentistischen Ansatz zu perfektionieren.

3.2.6. 6. Unterrichtsstunde

Planung

Ziele: Die Schülerinnen und Schüler sollen:

	- den Begriff der Laplace-Wahrscheinlichkeit erklären und anwenden können

	- die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Nullschmeckers ermitteln.

Die Ergebnisse der Hausaufgabe sollen an der Tafel zusammengetragen werden. Es gibt 24 Permutationen, nur eine davon liefert 4 Übereinstimmungen. Die Frage nach der Wahrschein�lichkeit für 4 Treffer wird durch die Laplace-Formel (Anzahl günstiger durch Anzahl mög�licher Fälle) beantwortet: Auch hier ist entscheidend, daß die Einführung der Laplace-Wahr�scheinlichkeit ohne Formalismus auskommt. Statt „Fall“ kann man „Möglichkeit“ oder „Ausgang“ sagen; „Ergebnis“ (im Sinne der Ergebnismenge der Mengenalgebra) möchte ich vermeiden.

Der Laplace-Wahrscheinlichkeitsbegriff erweist sich trotz seiner formalen Definitions�probleme� als praktikabel und intuitiv einsichtig. Bei einem ungezinkten Würfel sind alle 6 Augenzahlen gleichwahrscheinlich. Auf unser Problem bezogen: Hätte der Nullschmecker eine Präferenz für eine bestimmte Kombination, wäre er kein Zufälligankreuzer mehr.

Durchführung

Sven, der - wie erwähnt - am Ende der letzten Stunde nach der „Systematik“ gefragt hatte, nannte unaufgefordert seine Lösung der Hausaufgabe. Die Wahrscheinlichkeit für 4 Treffer sei 1/24, also ungefähr 4,17 %. Fünf Schüler konnten dies bestätigen, so daß Sven an der Tafel durch systematisches Aufschreiben der ersten Sechser-Päckchen den Nachvollzug ge�währleistete. Lydia und Nikolaus ergänzten die beiden letzten Sechser-Päckchen�:

A L M S�L A M S�M A L S�S A L M��A L S M�L A S M�M A S L�S A M L��A M L S�L M A S�M L A S�S L A M��A M S L�L M S A�M L S A�S L M A��A S L M�L S A M�M S A L�S M A L��A S M L�L S M A�M S L A�S M L A��Wahrscheinlichkeitsverteilung
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24���

Ich ließ 1/24 in die Wahrscheinlichkeitstabelle eintragen und fragte: „Wie groß ist die Wahr�scheinlichkeit für 3 Treffer?“ Sofort kam aus der Klasse: „3 Treffer geht doch gar nicht! Wenn 3 richtig sind, ist auch der 4. richtig!“ Also trug ich 0 in die Tabelle ein. Sebastian äußerte, daß die Auflistung der Möglichkeiten stets auf der Vertauschung zweier Buchstaben beruhe, z. B. M und S in A L M S  und A L S M, wollte aber seine Behauptung zurückziehen, weil scheinbar L A S M  und L M A S  dagegen verstießen. Ich bekräftigte ihn jedoch, man erhalte die Kombination durch zweimalige Vertauschung eines Buchstabenpaares:

L A S M --- L A M S --- L M A S  oder direkt aus: L A M S �.

Diese Überlegungen wollte ich jedoch nicht weiter vertiefen und fragte nunmehr: „Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit für 2 Treffer?“ Da keine Reaktion aus der Klasse kam, gab ich eine direkte Hilfe: „Hier stehen alle Kombinationen, die der Nullschmecker angeben kann. Welche hat der Versuchleiter ausgewählt ?!“ Frank schlug M A L S vor, und ich gab als Aufgabe: „Prüft, wieviele Übereinstimmungen bei jedem möglichen Antwortmuster auftreten!“

Nach kurzer Diskussion entstand folgende Tabelle, wobei die Trefferpositionen unterstrichen und die Anzahl der Übereinstimmungen hinter jede Kombination notiert wurden:

M A L S��M A L S��M A L S��M A L S���A L M S�1�L A M S�2�M A L S�4�S A L M�2��A L S M�0�L A S M�1�M A S L�2�S A M L�1��A M L S�2�L M A S�1�M L A S�2�S L A M�0��A M S L�0�L M S A�0�M L S A�1�S L M A�0��A S L M�1�L S A M�0�M S A L�1�S M A L�0��A S M L�0�L S M A�0�M S L A�2�S M L A�1��

Über die Trefferzahl konnten die Schüler leicht die zugehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung für  M A L S  als vorgegebene „tatsächliche“ Permutation angeben:
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24� 8

24� 6

24�0� 1
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Danach sagte ich: „Jetzt haben wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn die Versuchs�person die Gläser mit  M A L S  gefüllt hat, und wartete auf Reaktionen. Björn W. äußerte: „Wir können ja mal ‘ne andere nehmen.“

Ich erweiterte den Vorschlag: „Jeder von euch kann doch eine Kombination im Heft durch�spielen!“ - Einige, die sich verzählten oder falsch markierten, wurden von den Mitschülern korrigiert.

An der Tafel faßten wir zusammen:

LAPLACE-Versuch

Wenn alle möglichen Ausgänge eines Zufallsversuches gleichwahr�scheinlich sind, spricht man von einem LAPLACE-Versuch.

Die Wahrscheinlichkeiten berechnen sich dann:

�

Anzahl günstiger Fälle

Anzahl möglicher Fälle

	Wahrscheinlichkeit =



Zur Illustration benutzte ich einen normalen Würfel und erfragte die Wahrscheinlichkeit für die Zahl 6 bzw. eine gerade Augenzahl.

Als Variation zum Vorgehen in dieser Unterrichtsstunde gab ich auf, zuhause für 3, 2, 1 Sorte(n) (1. Gruppe) oder bei 5 Sorten (2. Gruppe) alle Möglichkeiten aufzuschreiben, die ein Zufälligankreuzer angeben kann, sowie die zugehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die Schüler wurden verpflichtet, sich spontan für eine Gruppe zu entscheiden.

Nach klasseninternen Spekulationen über die Anzahl der Möglichkeiten bei 5 Sorten meldeten sich nur 3 Schüler für die „Fleißaufgabe“. Ich bat sie, die Kombinationen mit Zahlen oder Buchstaben kopierfähig (für die anderen Schüler) niederzuschreiben.

Reflexion

Das in dieser Stunde praktizierte Abzählen darf nicht mit den (Karten-)Simulationen verwech�selt werden, hier geht es um Wahrscheinlichkeiten, dort um relative Häufigkeiten.

Nachdem zu den Permutationen die Anzahl der Treffer notiert war, stellte die Angabe der Wahrscheinlichkeiten für die Schülerinnen und Schüler nach der Laplace-Definition überhaupt kein Problem dar (wobei die Laplace-Formel ja erst später angegeben wurde); sie entspricht der Primärintuition aus der Alltagserfahrung.

3.2.7. 7. Unterrichtsstunde (Kurzbeschreibung)

Mit der Angabe der Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Nullschmeckers beantwortete sich die Eingangsfrage der 2. Stunde; noch nicht explizit angesprochen ist jedoch das Problem, wie die Wahrscheinlichkeiten mit den relativen Häufigkeiten zusammenhängen.

Den Unterschied zwischen den Kartensimulationen und der Bestimmung der Wahrscheinlich�keit durch systematisches Auszählen der Übereinstimmungen einer vorgegebenen Kombina�tion mit allen möglichen versuchte Denise zu erklären: „Das ist nicht das gleiche, die Simula�tionen und das an der Tafel: Zuerst haben wir relative Häufigkeiten bestimmt, gestern Wahr�scheinlichkeiten, die genauer sind“. Sie ergänzte: „Wir haben alle Möglichkeiten hingeschrie�ben und dann ausgezählt.“

Bei der Beantwortung der zentralen Frage, wie die Wahrscheinlichkeiten (des Nullschmec�kers) mit den relativen Häufigkeiten zusammenhängen, war der Wunsch der Schüler offen�sichtlich, den Wahrscheinlichkeitsbegriff zu umschreiben, wobei seine verschiedenartigen Interpretationsmöglichkeiten anklangen:

Andreas: „Wahrscheinlichkeit ist eine Annahme, man weiß nicht genau, ob das so viel sind; 	     bei relativen Häufigkeiten weiß man die Zahlen genau.“

Frank: „Wahrscheinlichkeiten sind unsicher.“

In Andreas’ Beschreibung ist der prognostische Charakter als Schätzwert verankert, Frank prüft den Begriff an der Realität, Wahrscheinlichkeit ist eine optimale Prognose auf lange Sicht, die eine Erwartung beschreibt, ein konkretes Ergebnis allerdings nicht vorhersagen kann.

Sven hat die „berechneten“ Laplace-Wahrscheinlichkeiten im Blick, jedoch mit einer proble�matischen Gleichsetzung: „Wahrscheinlichkeit ist die Chance, so und so viel Treffer zu krie�gen, und die relative Häufigkeit ist das Ergebnis einer Simulation.“ Bernhard versuchte, den zweiten Teil der Aussage Svens zu detaillieren: „Die relativen Häufigkeiten sind zufällig ... sie schwanken. Die Wahrscheinlichkeiten sind genau.“ Nachdem geklärt war, daß die relativen Häufigkeiten und die Mittelwerte schwanken, wollte ich die Schwankungsbreite der Treffer�quoten und deren Bewertung ins Gedächtnis rufen: „Zwischen welchen Werten liegen die Mittelwert-Schwankungen?“ Bernhard: „Sie schwanken zwischen 0,64 und 1,36. Ich wartete einen Augenblick, und Sebastian erkannte: „...in der Regel!“

Notation an der Tafel: 

Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeiten und relativen Häufigkeiten

Die relativen Häufigkeiten (der Simulationen) schwanken zufalls�bedingt um die Wahrscheinlichkeiten. Sie sind mal größer, mal kleiner oder selten gleich den Wahrscheinlichkeiten.

Die Mittelwerte der relativen Häufigkeiten ( schwanken um den Mittel�wert (Erwartungswert) der Wahrscheinlichkeitsverteilung (.

In unserem Schokotest ist ( = 1, d. h., wir erwarten, daß Nullschmecker im Mittel 1 Treffer haben.

Im letzten Teil der Stunde erarbeitete ich nach dem Austausch der Gruppenergebnisse der letzten Hausaufgabe mit den Schülern die rekursive Berechnung der Anzahl der möglichen Kombinationen bei wachsender Sortenanzahl und führte dazu den Begriff „Fakultät“ ein�.

3.2.8. 8. Unterrichtsstunde

Ziele: Die Schülerinnen und Schüler sollen

(	das theoretisch erarbeitete Modell des Nullschmeckers an der Realität überprüfen

(	Hypothesen über Wahrscheinlichkeiten bei einfachen „Objekten“ bewerten.

Die Schüler sollen ihren Schokoladentest selbständig auswerten; ich möchte mich im Hinter�grund in der Rolle des Beobachters halten. Die theoretischen Voraussetzungen sind erbracht. Nun können die Schüler zu einer begründeten Entscheidung kommen, ob sie die Nullschmec�kerhypothese anerkennen oder verwerfen.

Durchführung

Als ich den versiegelten Umschlag mitbrachte, sagte Björn B.: „Okay, heute sagen Sie uns die Lösung!“ Ich erwiderte: „Nein!“ Björn war ganz konsterniert: „Was?“ - „Wir haben doch zwei Wochen Unterricht gemacht! Jetzt seid ihr dran!“

Sebastian erklärte sich bereit, die Leitung der Auswertung zu übernehmen, öffnete das versie�gelte Kuvert und teilte die Testbögen aus. Im Umschlag befand sich auch ein kleines Kuvert mit der tatsächlichen Sortenbelegung: A: Lindt, B: Sarotti, C: Maurinus, D: Milka.

Nachdem untereinander abgeklärt worden war, die Ergebnisse (wie bei den Simulationen) auszuzählen, berechneten Sebastian und einige Schüler den Mittelwert: ( = 1,4.

Sebastian freute sich: „Wir sind keine Nullschmecker.“ Ulrich entgegnete: „Es ist aber knapp. Viel besser sind wir nicht!“ Jens E. erinnerte an die Computersimulationen, bei denen einige „Ausreißer“ einen noch höheren Mittelwert hatten. Nach Abstimmung entschied die Klasse: 

Wir verwerfen die Hypothese, daß wir eine Nullschmeckergruppe sind!

Während der Auswertung sagte Benny, der eine Stunde zuvor gefehlt hatte: „Wenn wir Tref�ferquote 2 hätten, wären wir mit Sicherheit keine Nullschmecker.“ Dies stellte ich nach der Auswertung zur Diskussion. Ebenso fragte ich, ob die Gruppe bei ( = 1 mit Sicherheit Null�schmecker wären. Christine: „Nein, mit Sicherheit kann man das nicht sagen, aber es ist sehr unwahrscheinlich, daß sie keine sind.“

Um den Kerngedanken beurteilender Statistik: „Mitunter müssen Wahrscheinlichkeitsan�nahmen verworfen werden, weil sie die Realität nicht gut beschreiben“ im Rückblick zu ver�ankern, erstellten wir gemeinsam folgende Übersicht�:



Objekt	Hypoth. über Wahrscheinlichkeit	Mittelwert	Bewertung

Münze	Zahl	Wappen

		0,5	0,5	µ =

Würfel	1	2	3	4	5	6	µ =�

Schokotest	0	1	2	3	4	

a)	Nullschmecker	10%	40%	25%	15%	10%	µ =

	(Schätzung Björn) 

b)	Nullschmecker	

	(Laplace)								µ =

c)	Jugendliche Schoko-

	ladenkenner								µ =

	(Geschmacksspezialisten)	



Reflexion

Die Schüler erkennen ihre „Vollwertigkeit“, indem sie den Test selbständig auswerten. Sie sehen dabei: Die theoretische Konzeption, das mathematische Modell des Nullschmeckers, wird an „ihrer“ Realität getestet. Da diese nicht dem Modell entspricht, muß das Modell ver�worfen werden. Dies ist eine bewußte Entscheidung, die auch begründet wird: „Wir liegen nur knapp über den [„normalen“] Schwankungen des Nullschmeckers, aber ...“ Eine solche Argumentation hätte es vor zwei Wochen am Anfang der Unterrichtsreihe nicht geben können.

3.2.9. Das O-M-A-Experiment (9. Unterrichtsstunde)

Mit der Auswertung des Schokoladentests ist die Kernsequenz abgeschlossen; ich möchte aber kurz die von mir gewählte Erweiterung, die die Pfadregel (im Sinne der Richtlinien [11] S. 51) einführt, aufzeigen. Zum Einstieg ist folgendes Urnenexperiment gedacht:

„In diesem Stoffsack befinden sich drei gleichartige mit O, M bzw. A beschriftete weiße Kugeln. Jeder darf dreimal nacheinander ziehen. Falls er O-M-A zieht, bekommt er von mir 1,- DM. Wieviel Markstücke soll ich etwa bereithalten?“

Bei Urnenexperimenten lassen sich die Wahrscheinlichkeiten aus Laplace-Annahmen (Hypothesen) direkt ableiten, es haftet ihnen allerdings eine gewisse Künstlichkeit an. Durch das konkrete Klassenexperiment und die subjektive Eingebundenheit (erlebte Spannung wäh�rend des Experiments) kann aber ein starkes Schülerinteresse geweckt werden.

Das Abzählen (Aufzählen) der 6 Permutationen schließt an das Schokoladenexperiment an, während das sukzessive Ziehen eine Überleitung zur Pfadregel („Anteile von Anteilen“) er�möglicht.

Das O-M-A-Experiment ist auch deswegen interessant, da es, wenn es nur um die Ermittlung des Gewinners geht, vier reale Spielverläufe aufweist. Wird zuerst M oder A gezogen, ist das Spiel sofort zu Ende; bei O im ersten Zug bricht das Spiel ab, wenn Kugel A folgt. Den vier realen Spielverläufen stehen aber die sechs möglichen Ziehkombinationen gegenüber, die für die Wahrscheinlichkeit, O-M-A zu erzielen, betrachtet werden müssen.

Durchführung

Nachdem ich das Experiment „Ziehen aus dem Sack“ am Anfang der Stunde vorgestellt und die Schüler horrende Geldbeträge erträumt hatten, äußerte Andreas, man müsse „die Mög�lichkeiten aufschreiben“. Es gäbe 6 Stück, also sei die Chance 1 zu 5.

Daraufhin kombinierte ich eine große Kugel O mit den zwei kleinen Kugeln M und A, um die stillschweigend unterstellte Laplace-Hypothese bewußt zu machen. Die Schüler erkannten sofort, daß bei dieser Zusammenstellung ihre Chancen „besser stehen“, weil man die große Kugel beim blinden Ziehen natürlich ertasten kann.

Bei der Durchführung des Versuchs (mit den drei gleichgroßen Kugeln) gaben die Schüler den Sack ihrem Banknachbarn gleich weiter, wenn zuerst M oder A bzw. nach O die Kugel A gezogen wurde („realer Spielverlauf“). Ich verlor 5,- DM (an die Klassenkasse) und sagte: „Pech gehabt.“

Danach gab ich den Impuls: „Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß man die erste Hürde (= Stufe) schafft? Und wenn man sie geschafft hat, wie groß ist dann die Wahrscheinlichkeit, daß man auch die zweite schafft?“

Die Wahrscheinlichkeit der drei einzelnen Züge erkannten die Schüler schnell, dann wurde es jedoch problematisch: Lydia schlug vor, die Wahrscheinlichkeiten zu addieren, dies ergab aber 1 1/6, und sie wurde unsicher, wissend, daß Wahrscheinlichkeiten den Wert 1 nicht über�schreiten können. Ulrich wollte die Einzelwahrscheinlichkeiten multiplizieren, konnte es aber nicht verständlich machen, so daß ich zur Illustration eine frequentistische Erklärung anbot: 600 Leute nehmen an dem O-M-A-Experiment teil. Wieviele bleiben nach dem ersten Zug etwa übrig? Aus der Klasse kam richtig: „200“. Die anderen sind ausgeschieden. Die erfolg�reichen 200 dürfen den zweiten Zug machen. 100 etwa werden M ziehen, das ist die Hälfte der übriggebliebenen 200, also die Hälfte des dritten Teils der ursprünglichen 600. Also muß man die „Anteile“ (1/2) der „Anteile“ (1/3), die Hälfte von Eindrittel, berechnen.

Nach Erläuterung der Begriffe „Baumdiagramm“ und „Urne“, variierte ich das Experiment und zog eine gelbe, mit O beschriftete (gleichartige) Kugel hervor: „Jetzt tu’ ich noch ein O hinein.“ Entsprechend erweiterte ich die bildliche Urne an der Tafel. Auch hier sollten die Schüler die Wahrscheinlichkeiten angeben, O-M-A zu ziehen. Bernhard formulierte umständ�lich: „Ich glaube, je nachdem welches O. Ich glaube, O zu ziehen, ist immer noch ein Drittel, weil es sind ja zwei O’s da, und wenn man nicht M und A zieht, zieht man O.“

Christine schlug Zweidrittel vor (typischer Fehler); Kathrin konnte ihr Ergebnis 2/4 erklären als Laplace-Wahrscheinlichkeit von zwei günstigen durch vier mögliche Fälle. Auf die Frage, welche Urne für O-M-A günstiger sei, antwortete Jens S., die erste sei günstiger, „weil da weniger Kugeln sind, und da hat man mehr Chance, das zu ziehen.“ Diese Antwort mußte sprachlich ebenso korrigiert werden wie Bernhards richtiger Gedanke: „Weil das O da ungün�stig ist. Also am Anfang ist es günstig, da ist es günstiger als beim zweiten [Zug], aber bei den anderen [Zügen], da ist es ungünstiger.“ Diese Episode zeigt, wie schwierig es ist, einen an sich richtigen Gedanken sprachlich korrekt auszudrücken.

Zur Festigung und Vertiefung gab ich die Hausaufgabe: In einer Urne befinden sich 6 gleich�artige Kugeln mit den Buchstaben A, A, L, M, M, M. Man zieht nacheinander drei (vier/zwei) Kugeln. Berechne die Wahrscheinlichkeit für die „Wörter“ ALM, MAL, LAMA, LAMM, AM, MA.

Nach der Stunde entwarf ich spontan die Preisfrage (s. Anhang A 4.1.) und legte jedem Schüler ein Blatt auf seinen Platz�.

Reflexion

Bemerkenswert ist, daß die Schüler beim O-M-A-Experiment nicht auf die gestellte Frage di�rekt antworteten, sondern gleich die Wahrscheinlichkeiten für O-M-A ermitteln wollen. Dabei gehen sie analog zum Schokoladentest vor. Das Experiment als dreistufig anzusehen, kommt ihnen nicht sofort in den Sinn (erst nach der Durchführung!�). Vielleicht hätte hier statt mei�ner ausführlichen „frequentistischen“ Erklärung das betonende Anzeichnen des (reduzierten) Baumdiagramms:	O------M------A	dieselbe Wirkung gehabt.

3.2.10.	Didaktische Bemerkungen zum „Übungsblatt zur Wiederholung“�	(10./11. Unterrichtsstunde)

Für die letzten beiden Stunden vor der Klassenarbeit entwarf ich ein Übungsblatt (s. Anhang A 5.).

Auf vorherigen Wunsch der Klasse habe ich eine Aufgabe zur Berechnung der relativen Häu�figkeit aus der absoluten Häufigkeit einbezogen (vgl. [18] S. 81).

Anhand von Aufgabe 2 läßt sich der wichtige Unterschied zwischen ( und ( nochmals thematisieren, die unterschiedliche Bedeutung der Nenner (24 bei den Wahrscheinlichkeiten, 25 bei den relativen Häufigkeiten) kam nochmals zur Sprache. Aufgabenteil b) gibt bewußt Hilfestellung für eine von den Schülern zu leistende Interpretation, ohne die die Aufgabe wertlos wäre.

Aufgabe 3 spiegelt in ihrer Grundstruktur wesentliche Gedankengänge der Einführungsse�quenz wider und wird in der Klassenarbeit in etwas abgewandelter Form mit hoher Punktzahl bedacht. Schreibtechnische Einzelheiten und Treffermarkierung sind direkt für die folgende Klassenarbeit übertragbar.

In Aufgabe 4 soll die Berechnung der Laplace-Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Pfadregel geschehen. Die Wahrscheinlichkeit, beim 2. Versuch „schwarz“ zu ziehen, ist größer gewor�den, da die Urne „kleiner“ wurde; die Laplace-Wahrscheinlichkeiten für „weiß-schwarz“ bzw. „schwarz-weiß“ sind jedoch gleich.

Der Relativsatz im Aufgabenkopf der letzten Aufgabe scheint auf den ersten Blick unwichtig, fast unmathematisch, erhält aber große Bedeutung für Teil b). Die in a2) zu berechnende Wahrscheinlichkeit soll den Blick schärfen, daß 11 rote Karten bei 100 Ziehungen nicht mehr mittels „normaler“ Zufallsschwankungen der relativen Häufigkeit um den Erwartungswert (( = 50) gedeutet werden können; das Kartenspiel ist wohl gezinkt. Schüler entwickeln hier eine reiche Phantasie bei der Angabe von „Gründen“: „Jan hat gemogelt“ bis hin zu „Jan kann nicht zählen/mischen.“

3.2.11. Die Klassenarbeit (12. Unterrichtsstunde)

Die Ergebnissicherung der Sequenz erfolgte durch eine abschließende Klassenarbeit, deren vier Aufgaben (siehe Anhang A 6.1.) im repräsentativen Querschnitt den behandelten Stoff abprüfen sollen. Sie ist für eine Zeitstunde konzipiert, in der die Schüler „ohne Hast“ ([11] S. 77) die Aufgaben bearbeiten können.

Die Aufgabenstrukturen für Gruppe A und B sind gleich. Da die Arbeit „so viel Text“ enthält, habe ich die Schüler einen Tag vorher bereits über das ungewöhnliche Format informiert und ihnen erklärt, daß durch die Ausformulierungen Hilfestellungen gegeben werden.

Zu Anfang der Arbeit gewährte ich den Schülern ca. fünf Minuten Zeit zum Durchlesen. Eine Punktebewertung der Aufgaben gab ich an.

Aufgabe 1 a) ist ein Einstieg zum „Warmwerden“, b) gibt durch die negierte Frage eine be�wußte Interpretationshilfe.

Die mehrteilige Aufgabe 2, so konzipiert, daß spätere Aufgabenteile selbst bei Folgefehlern noch sinnvoll bearbeitet werden können, betrachtet eine einfache Version des Schokoladen�tests und ist in der Schrittfolge durch das Übungsblatt bekannt. Ein Transfer muß trotz der Reduzierung auf zwei Getränke erbracht werden. Die Hilfestellung ( = 2 läßt sich dadurch begründen, daß die Schüler bei falscher Wertzuweisung Schwierigkeiten im theoretischen Aufgabenteil bekommen könnten.

Als unglücklich formuliert stellte sich die Frage nach der Laplace-Annahme (bzw. der Null�schmecker-Annahme) heraus, das Wort „unausgesprochen“ mußte eigens erklärt werden. Die Teilaufgabe d) wurde überwiegend nicht gelöst.

Für e) habe ich zwei Trefferquoten bereits eingetragen, da das Berechnen der Mittelwerte keinen Selbstzweck darstellt.

Das nochmalige Abfragen des Zusammenhangs zwischen relativer Häufigkeit und Wahr�scheinlichkeit mag auf den ersten Blick entbehrlich sein, ergibt aber eine direkte Vorbereitung für eine stichhaltige Schlußbegründung, wie sie Teil f) verlangt. In Einzelfällen wurde 1 b) nicht beantwortet, jedoch 2 e) und umgekehrt. Erfahrungsgemäß sind Aufgabenteile mit textlichen Begründungen anspruchsvoller als reine Rechenaufgaben. Die Richtlinien empfeh�len daher, sie nicht überzubewerten ([11] S. 78).

Das Testergebnis in dieser Aufgabe liegt weit über den Zufallsschwankungen der Null�schmeckersimulationen, die Interpretation ist hier entscheidend.

In Aufgabe 3 (vgl. [18] S. 84) wurde i. allg. die geometrische (Gleich-)Wahrscheinlichkeit er�kannt; dem Wort „etwa“ in Teil b) kommt große Bedeutung zu: Schülerantworten wie: „Er kann 30mal die Zahl 6 erwarten“ (Gruppe B) mußte ich monieren. In c) ist die fast penetrant wirkende Formulierung „in vielen Versuchsserien viel seltener“ unentbehrlich.

Auch Aufgabe 4 ist eine - allerdings sprachlich präzisierte und erweiterte - Aufgabe aus [18] (S. 91) mit reproduktiver (a), symbolisch-enaktiver (b) Komponente und innovativem Auf�gabenteil c). Die Berechnung in a) mit Hilfe des reduzierten Baumdiagramms wurde von vie�len gelöst. Oftmals zeichneten die Schüler in b) eine Skizze der zusammengeschütteten Urnen und bildeten das Endprodukt der Gedankenhandlung damit ab. Das Sternchen vor Aufgaben�teil c) signalisiert den Schülern einen besonderen Schwierigkeitsgrad, denn Ziehen mit Zurücklegen wurde im Unterricht in dieser Form nicht thematisiert. Mehr als die Hälfte der Klasse erbrachte jedoch diesen Transfer.

Notenspiegel:

Punkte	Note	Anzahl

30-26,5	sehr gut	2

26-22,5	gut	10

22-17,5	befriedigend	 3

17-11,5	ausreichend	 4

11-5,5	mangelhaft	 3

Die Arbeit erbrachte bessere Resultate als die vorhergehenden; bei den drei mit „mangelhaft“ zensierten Arbeiten wurden nur sehr wenige Aufgabenteile überhaupt bearbeitet.�

4. Reflexion des Gesamtkonzepts

Das Schokoladenexperiment als innovative Realisierung des Lehrplans unter Vorgabe der Riemerschen Konzeption ist kompakt und in sich abgerundet, eine Reduzierung auf eine Minimalsequenz könnte auf den Exkurs zur Fakultät (7. Std.) verzichten und die Computer�simulationen verkürzen. Fast lückenlos läßt sich das O-M-A-Experiment als Übergang zur Pfadregel, die i. allg. schnell verstanden wurde, anschließen. Dadurch wird ein breites Auf�gabenspektrum auch für die Klassenarbeit verfügbar. 

Bei beiden Experimenten wird der Modellcharakter von Mathematik im Rahmen der Wahr�scheinlichkeitsrechnung offenkundig: Im O-M-A-Versuch modelliert die Laplace-Annahme die Realität treffend, während das Nullschmeckermodell im Schokoladentest verworfen wer�den muß (der Realität nicht gerecht wird).

Als wichtig erweist sich die schülerzentrierte Vorgehensweise: Die Mädchen und Jungen dür�fen spekulieren und Hypothesen äußern. Begründungen wurden in der Regel von den Mit�schülern selbst eingefordert. Manchmal können die Schüler ihr intuitives Gespür nicht verba�lisieren; sie merken aber: „Falsche“ Hypothesen können starke Impulse für neue, verfeinerte Überlegungen auslösen. Bei der Hypothesenbildung und Bewertung hielt ich mich völlig zurück.

Genügend Zeit sollte den Schülern gewährt werden, ein Gefühl für die Zufallsschwankungen zu bekommen. Dazu gehört die Angabe eines akzeptablen Schwankungsintervalles (anhand der vorliegenden Simulationsdaten) für die Trefferquote des Zufälligankreuzers. Töricht wäre es hier, exakt auf einem 2(-Intervall zu insistieren.

Es ist m. E. unerheblich, ob zuerst der Nullschmecker simuliert wird und dann die Laplace-Wahrscheinlichkeiten für seine Trefferzahlen berechnet werden oder umgekehrt. Ich ging den ersten Weg: Zunächst betrachteten wir Simulationen, um abschätzen zu können, welche Wahrscheinlichkeitsschätzungen brauchbar sind.

Bei der Auswertung des Tests zeigte sich, daß die Schüler erkannten: Die Simulationen sind nach Berechnung der Wahrscheinlichkeiten nicht überflüssig. Genauso wichtig wie die Wahr�scheinlichkeiten für 0, 1, 2, 3 oder 4 Treffer ist die Kenntnis der zufallsbedingten Schwankun�gen (insbesondere der Trefferquote). Nur damit können eine Bewertung des realen Experi�ments und der Schritt in die beurteilende Statistik gelingen.

Auf mengentheoretische Formalismen konnte „zugunsten eines durch Experimente unterstütz�ten inhaltlichen Verständnisses“ ([11] S. 57) verzichtet werden: Wir berechneten nicht P ({(O, M, A)}), wobei die Wahrscheinlichkeitsfunktion P auf ((() mit Grundraum ( defi�niert ist (und (O, M, A) ein Tupel dieses Produktraums sowie {(O, M, A)} ein Elementar�ereignis), sondern einfach: „Wahrscheinlichkeit für OMA: 1/3(1/2(1 = 1/6“.

Der sensorische Test benötigt zwar etwas aufwendigere Vorbereitung als das Würfeln mit Quadern. Eine so große Spannung, die nicht nur jeden einzeln betrifft, sondern die gesamte Klasse, und bis zur Schlußauswertung anhält, wird beim Quadern wahrscheinlich nicht er�reicht.

Sensorische „Alternativen“ für den Test und andere Testmodi (Binomialverteilung) gibt es viele. Das „Permutationsdesign“ habe ich gewählt, weil es meiner Einschätzung nach dem Problem angemessener ist als das Binomialmodell, denn die doppelte Zufallswahl a) zufällige Füllung der Gefäße und b) (zufälliges) Ankreuzen entfällt.

Meine Realisation des Riemerschen Konzepts sollte zeigen, wie die „ungenetische Trennung zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik“ ([14] S. 11) auf elementarem Niveau überwunden und der Stochastikunterricht schon in der Klassenstufe 7 spannend gemacht werden kann. Wollrings Beobachtungen können durch meine Erfahrungen nach dieser Unter�richtsreihe bestätigt werden: „Die subjektive Beteiligung am Erkenntnisprozeß ... ist entschei�dend für die dauerhafte Verinnerlichung stochastischer Inhalte“ ([20] S. 2).
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� 	Vgl. Kap. 1.3.

�	Ein „Nullschmecker“ oder „Zufälligankreuzer“ ist eine Person, die, ohne zu probieren, die im Test gefor�derte Zuordnung der Sorten zu den Gläsern vornimmt, also willkürlich zuordnet (s. u.).

�	Diese Ziele finden sich in ähnlicher Formulierung auch in den neuen Richtlinien ([11] S. 32).

�	Vgl. [3] S. 78.

�	Vgl. [3] S. 87 ff. Borovcnik geht auch auf die Problematik der axiomatischen Formalisierung des subjek�tiven Wahrscheinlichkeitsbegriffes ein.

�	Vgl. dazu [12] S. 26.

�	Die Nähe zu den Forderungen der neuen Richtlinien ist unverkennbar: „Wo möglich, sollte man ver�suchen, durch Fragen und intuitive Voraussagen vor dem Experiment eine Erwartungshaltung zu erzeu�gen.“ ([11] S. 51).

�	Vgl. z. B. [14] S. 31.

�	Riemer plädiert für „eine am Handeln orientierte Genese des ...[hypothetischen] Wahrscheinlichkeits�begriffs“ bereits in der Primarstufe ([14] S. 20); für die Klassenstufe 6/7 vgl. S. 21 f.).

�	Vgl. auch [14] S. 35 („Spannungsbogen zwischen Erwartung und Experiment“) u. S. 37 (Empfehlung für den Unterricht, einen „statistische[n] Spannungsbogen aufzubauen“) sowie [16] S. 14: „Durch die Reihenfolge ‘erst arbeiten, dann genießen’ wird eine Erwartungshaltung, eine knisternde Spannung, auf�gebaut.“

�	„Jeder Mensch besitzt die gleiche subjektive Wahrscheinlichkeitsverteilung ... und man erntet im allge�meinen nur mitleidiges Lächeln, wenn man diese Selbstverständlichkeit durch 1000 Münzwürfe bestäti�gen läßt“ [12] S. 20.

�	Vgl. [14] S. 25 - 28. Dort werden weitere Wahrscheinlichkeitshypothesen diskutiert.

�	Je „freier“ das Werfen und je unebener die Unterlage, desto unwahrscheinlicher werden instabile Lagen des Quaders angenommen, vgl. [14] S. 110 - 116.

�	Vgl. [14] S. 21 f.

�	Vgl. [14] S. 34 f. Laplace-Objekte haben im Unterricht ihre Berechtigung. Die Beschränkung auf den Laplace-Aspekt sollte jedoch vermieden werden.

�	Vgl. auch [14] S. 35.

�	Primäre Intuitionen sind Vorstellungen, die in der Alltagserfahrung ohne systematische Schulung durch (langfristigen) Kontakt mit der Umwelt gewonnen werden. Sekundäre Intuitionen dagegen „werden in systematischen Lehr- und Lernprozessen erworben und erlauben es dem Individuum, die engen Grenzen zu überschreiten, die ihm die primären Intuitionen setzen, bzw. sie verfeinern die primären Intuitionen und geben ihnen den Charakter wissenschaftlicher Wahrheiten“ [12] S. 53. - Zum Begriff der Intuition und Unterscheidung zwischen primären und sekundären Intuitionen vgl. auch [3] S. 7 - 11.

�	Vgl. [14] S. 21. Riemer weist hier nach, daß Kinder der Primarstufe sich beim Spielen von „Mensch-är�gere-Dich-nicht“ mit Riemer-Quadern den für ihre jeweilige Spielsituation günstigsten Quader aus�suchen. - Zum „Stadium der formalen Operationen“ und zur genetischen Entwicklungspsychologie vgl. [9].

�	[12] S. 11 und S. 16.

�	Vgl. z. B. [14] S. 21 und [1] S. 4.

�	Weitere Beispiele gibt Riemer in [16] S. 18.

�	Siehe Anhang A 7.2.

�	Vgl. [7] p. 107; Beweis über Vollständige Induktion.

�	Siehe Anhang A 1. Die Fragen 2 und 3 meines Testblattes ähneln dem Riemerschen Testbogen, vgl. [17] S. 64.

�	Im Anhang A 7. dargestellt.

�	Siehe Kap. 1.3.1.

�	Die Unterrichtsdialoge und -äußerungen entstammen Tonbandprotokollen oder Mitschriften.

�	Die in der Unterrichtsstunde zu ergänzenden Werte werden auf eine darübergelegte Folie geschrieben. Zur Berechnung des Mittelwertes habe ich naheliegenderweise die Werte der ersten Kartensimulation zugrunde gelegt.

�	Das Pascal-Programm ist im Anhang auf Diskette verfügbar.

�	Vorschläge für eine eigene Unterrichtssequenz in der Klassenstufe 10 gibt Riemer in [15].

�	Siehe Anhang A 2.3.

�	Schwierigkeiten können daraus erwachsen, weil der Laplace-Wahrscheinlichkeitsbegriff tautologisch ist: Wahrscheinlichkeit wird über die Gleichwahrscheinlichkeit (bei Laplace: Gleichmöglichkeit) definiert; Wahrscheinlichkeit und Gleichwahrscheinlichkeit sind aber logisch nicht gleichwertig. Es muß bei jedem Problem geprüft werden, ob die einzelnen Versuchsergebnisse gleichwahrscheinlich sind. Laplace formulierte dafür das sog. Prinzip des unzureichenden Grundes: Wenn man keinen Grund hat, irgend�eines der Versuchsergebnisse für wahrscheinlicher als die anderen zu halten, dann sind alle gleichwahr�scheinlich, und man kann die Regel „günstige durch mögliche Fälle“ anwenden. Vgl. dazu auch Borovcnik ([3] S. 99 et pass.), der auch auf Probleme dieses Prinips hinweist: Vollständige Unkenntnis im Sinne der Unfähigkeit, ein konkretes Ergebnis sicher vorauszusagen, ist nicht gleichzusetzen mit dem Symmetrieprinzip.

�	Verwendet werden die Kennbuchstaben der Schokoladensorten, wobei A für Maurinus steht.

�	Eine solche Beobachtung ist für die Jahrgangsstufe 7 noch ungewöhnlich; Sebastian belegte jedoch bei der letzten Mathematik-Olympiade auf Stadtebene den 2. Platz.

�	Unterrichtsmaterialien dazu siehe Anhang A 2.4.

�	Vgl. auch Anhang A 2.5.

�	In der darauffolgenden Stunde überraschte mich Sebastian mit einem vollständig aufgezeichneten Baumdiagramm für die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei viermaligem Ziehen aus einer Urne mit den Kugeln A, B, B, C (ohne Zurücklegen). Eine verkleinerte Kopie befindet sich im Anhang A 4.2.

� 	Eine Alternative wäre also, die Eingangsfrage erst nach dem Experiment zu stellen. Sie entspricht m. E. aber nicht der Riemerschen Konzeption, Wahrscheinlichkeitshypothesen vor dem Versuch aufzustellen.

�	Drei zensierte Klassenarbeiten sind dem Anhang (A 6.2.) beigefügt.
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