
Das Glücksrad auf der schiefen Ebene
Spannende Fragen,  vernetzende Entdeckungen,  überraschende Begründungen (Kl .  6-13)  -

Gebrauch sa n le i tu  n g mi t  d  ida k t ischem und theoret i  schem H intergru nd

Wolfgang Riemer

Zentru m fü r  schu lprakt ische Lehrerausbi  ldung Köl  n

1 .  Abs t rac t

Wenn man eine Haarklemme um einen Pin rot ieren lässt, erhält man ein Laplacesches Glücksrad, mit dem man
das Werfen fairer Münzen und Würfel nachspielen kann. lm Gegensatzzu Münze und Würfel lässt sich ein solches
Glücksrad aber durch leichtes Neigen der Unterlage präzise,,zinken". Man erlebt den f l ießenden Übergang von
Laplace- zu nicht-Laplace Wahrscheinl ichkeiten - und deutet Wahrscheinl ichkeiten als Hypothesen, die in einem
authentischen Modellbi ldungskreislauf modif iziert werden: Beschreibende Statist ik wird schon in der Sekundar-
stufe I beurtei lend, weil  sie nicht nur Daten sammelt,  sondern echte Fragen beantwortet, spannende Hypothesen
bewertet und verbessert.  In der Sekundarstufe l l  bietet das schiefe Glücksrad authentische Anlässe zur Anwen-
d ung klassischer Testverfah ren.

Mithi l fe von Energiebetrachtungen kann man Wahrscheinl ichkeiten in Abhängigkeit von der Neigung des Glücks-
rades berechnen und dabei erleben, wie Wahrscheinl ichkeitsdichten Analysis und Stochastik miteinander ver-
knüpfen.
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Abbi ldung 1 :  Glücksrad auf  der schiefen Ebene mit  Steigung 1Oolo.  Hier  wird es im Uhrzeigers inn vom t iefer  l iegenden Feld 6 aus geschnippt .
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2. Wahrscheinl  ichkei ten als Hypothesen und der Model l ierungskreis lauf

2.1 Problemstel lung
Klasse 7c:  Erste Stunde zur Wahrscheinl ichkei tsrechnung. lch starte zur Sicherung

des Fundaments mit , ,Kopfrechnen zu Prozentzahlen".  Anschl ießend erhäl t  jedes

Kind ein Glücksrad (Abb. 1),  dessen Felder mit  1 bis 6 so beschr i f tet  s ind,  dass s ich

gegenüber l iegende Augenzahlen zu 7 addieren -  wie bei  e inem r icht igen Würfel .

Feld 1 l iegt höher, Feld 6 tiefer.

lmpuls: , ,Schaut euch das Glücksrad genau an und schätzt  d ie Chancen, mit  de-

nen der Zeiger nach Anschippen auf den sechs Feldern anhält, in Prozent... HALT!

Noch nicht  schnippen, nur schätzen! Ungefähr!  Nach Gefühl !"

2.2 Hypothesen formu l ieren: Spekul  ieren

Die Kinder akzept ieren das Schnippverbot,  tuscheln,  knei fen die Augen zusammen und nennen berei twi l l ig

,,Prozentzahlen". Man hält einige an derTafel fest (Abb.2) und lässt sie kommentieren. Die folgenden Zitate l iefern

aufschlussreiche Einblicke in das stochastische Weltbild von Siebtklässlern:

Hannah:, , lch denke, dass die 6 am häuf igsten drankommt, wei l  d ie 6 ganz unten ist .4 und 5 s ind dasselbe und

l iegen auch unten. Deswegen sind beide relat iv hoch. 1 l iegt  gegenüber von der 6 und ist  oben. Deswegen denke

ich, dass die 1 am wenigsten drankommt. Der Rest (2 & 3) sind auch gleich. Dann habe ich die restl ichen 20 o/o durch

2 getei l t .  Dann hatte ich 2&3."

Alex:,,Die Wahrscheinlichkeit rutscht nach unten. Rechts und links ist es gleich."

Chance (Alltagssprache)

und Wahrscheinlichkeit
(Fachsprache) werden

synonym verwendet.

Abbi ldung 2:  Vier  Schätzungen

Bülent: , ,Da die Zahlen 4,5,6 s ich wei ter unten an der Drehscheibe bef inden, ist  es wahrscheinl icher,  dass die Na-

del  nach unten zeigt .  Da al le Felder gleich groß sind, s ind al le von unten und oben gleich' l

Nach kr i t ischen Rückfragen der Mitschüler gibt  Bülent zu,  dass er nur aus Bequemlichkei t  -  und eigent l ich gegen

seine innere überzeugung für die je drei  Felder in der oberen und der untere Glücksradhäl f te gleiche Wahrschein-

lichkeiten ansetzte. Ahnliche Krit ik musste Janina einstecken, weil sie - um auf 100 o/ozukommen - dem Feld 6 die

gleiche Chance einräumte wie den Feldern 4 und 5.
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Es zeigt  s ich,  dass al le Kinder

.  a ls Summe der Chancen 100o/o angeben.
Das gehört  zu den mit  dem Prozentbegr i f f  verbundenen Grundvorstel lungen. Hannah beschreibt  auch,
wie s ie das rechner isch hinbekommt.

. Voh der Rechts-Links-Symmetrie der Chancen ebenso überzeugt sind wie davon, dass

t iefer l iegende Felder wahrscheinl icher auftreten als höher gelegene.

Die a ngegebenen Wa h rschei n I ich keiten d rücken ei nerseits a us,

.  wie stark die Kinder an das Auftreten der einzelnen Felder
g la u ben (su bjektivistischer Aspekt) u nd a ndererseits,

. wie häufig die Kinder deren Auftreten bei wiederholtem
G | ücksradd rehen erwa rte n (freq uentisti scher Aspekt).

Die Wahrscheinl ichkei ten s ind damit  Annahmen (Hypothesen),  d ie
Vorhersagen machen. Deswegen spr icht  man hier von einem subjek-
tivistisch geprägten hypothetisch-prognostischen Wahrscheinlich-
kei tsbegr i f f ,  den die Kinder aus dem Al l tag mitbr ingen und der den
Laplaceschen Wahrscheinl ichkei tsbegr i f f  umfasst.  Mit  d iesen Wahr-

scheinl ichkei ten model l ieren die Kinder Wirk l ichkei t  -  und sie s ind
mit  hoher Selbstverständl ichkei t  berei t ,  ihre Einschätzungen nach
Kenntnis exper imentel ler  Ergebnisse zu bezweifeln -  genau wie die
Hypothesen in der beurtei lenden Stat ist ik -  um sie anschl ießend im
Sinne eines Model l ierungskreis laufs zu verbessern.

Wenn man - immer noch vor dem Experimentieren - Zeit für Dis-
kussionen und zum Austausch von Begründungen einräumt,  werden
zaghaft auch Zweifel benannt - und es kommen weitere Hypothesen
ans Tagesl icht .  Man häl t  s ie als Forschungshypothesen fest :

D e r hy p oth eti sch -p rog n o sti sch e Wa h r-

sch ei n I i ch keitsb eg ri ff u n d d i e Tatsa ch e,

dass man mit Wahrscheinlichkeiten

Wirklichkeit modelliert, kommt - on-

ders ols beim Einsatz von Spielwürfeln

und Reißzwecken - idealtypisch auch

beim Würfeln mit Quadern, Legos oder

Sechskant-Schraubenmuttern zum
Trogen.

Quoder 1 ,3 x 2,0 x 2,3 cm3
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.  Niko:  Die Wahrscheinl ichkei ten ändern s ich durch das Neigen nicht ,  es bleibt  bei  1/6 für  jedes Feld.

.  Dor is:  Die Wahrscheinl ichkei ten hängen davon ab, ob man rechts- oder l inksrum schnippt.

.  Sebi :  Beim Rechtsdrehen ( im Uhrzeigersinn) ist  d ie Wahrscheinl ichkei t  für  6 am größten. Danach nehmen

die Wahrscheinl ichkei ten in der Reihenfolge 6-4-2-1-3-5 ab.
.  Bal thasar:  Nein,  ich glaube, die 5 ist  am wahrscheinl ichsten, wei l  da der Zeiger von der 6 aus am längsten

. unterwegs war.  Sie nehmen in der Reihenfolge 6-4-2-1-3-5 zu!
.  Ina:  Die, ,bergauf-Felder"  s ind wahrscheinl icher als die, ,bergab-Felder".
.  Simon: Die Wahrscheinl ichkei ten hängen vom Start fe ld ab.
.  Micha: lch kann so,,Ziel-SChnippen' i  dass ich fast  immer oben auf , ,1" lande.

a

2.3 Exper iment ieren

Nach der Fül le an Spekulat ionen erwarten die Kinder das Exper iment mit , ,knisternder" Spannung. Jeder schnippt
100-mal.  Das dauert  zusammen mit  dem Auszählen gemäß der Kopiervor lage aus dem Anhang ca. 15 Minuten.

Dabei ist  es wicht ig,  d ie Versuchsbedingungen vorab genau auszuhandeln.  5o kann man verschiedene Schnipp-
techniken vergleichen, etwa Schnippen , ,vol le Kanne" versus,,Zielschnippen' |  so dass man mögl ichst  oben in der
Nähe von 1 stehen bleibt .  Den Einf luss der Drehr ichtung kann man untersuchen, indem eine Hälf te der Lerngrup-
pe im, die andere Hälfte entgegengesetzt zumUhrzeigersinn schnippt.

Ebenso kann man den Einf luss des Start fe ldes, den Einf luss der Steigung (5 o/o-10o/o-15o/o-200lo)der schiefen Ebe-
ne, den Einfluss der verwendeten Materialien (Bierdeckelfi lz versus Klebe-Etiketten oder Kunstharz-beschichtetem

Laminat aus dem Baumarkt ,  Haarklemmen versus Sicherhei tsnadeln) studieren. Der Phantasie s ind keine Grenzen
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gesetzt. Da die Form der Haarklemme (glatt/gewellt, mit/ohne,,Boppel") das Rutschverhalten beeinflussen kann,
sol l te man bei Klassenexperimenten gleichart ige Klemmen verwenden.

Steiqunq 10%
I 2 3 4 5 6

Paula 1 9 1 9 q 25 11 1 7 1 0 0
Elaine 11 27 11 30 9 12 1 0 0
Marie 21 24 3 25 7 20 1 0 0

Marqa 1 8 27 I 27 5 1 4 1 0 0
Sandra 22 22 I 26 I 1 2 1 0 0

absolute H. 9 1 1 1 9 4 1 1 3 3 4 1 75 500
relative H. 18o/o 24% 8% 27o/o 8o/o 15o/o 100%

Hares 21 25 7 20 8 1 9 1 0 0
Edris 1 8 25 7 2 1 8 21 1 0 0

Christian 1 9 21 8 30 11 11 100
Sineat 1 4 26 5 27 1 0 1 8 100

Alice 1 4 30 1 0 20 6 20 1 0 0
absolute H. 86 1 2 7 37 1 1 8 43 89 500

relat ive H. 17o/o 25o/o 7o/o 24o/o 9o/o 18% 100o/o

Abbi ldung 3:  Versuchsergebnisse und verbesserte Hypothese bei  dem Glücksrad aus Abb. 1 mit  10olo Steigung

Die 7c hat s ich darauf geeinigt , ,vol le Kanne" im Uhrzeigersinn zu schnippen -  mit  Start  in der Mit te des Feldes 6.

,Vol le Kanne" bedeutet :  Der Zeiger muss vor St i l ls tand mindestens zwei Umdrehungen absolv ier t  haben, ansons-
ten wird nochmals geschnippt.  Ebenso, wenn der Zeiger zwischen zwei Feldern häl t .  Die Ergebnisse werden in 5er
Gruppen zusammengefasst  (Abb. 3),  dann langsam zum Mitschreiben ins Heft  d ikt ier t  und simultan am Beamer
kontrol l ier t .  Durch die Ver langsamung beim Mitschreiben entsteht ein Gefühl  für  d ie Zufal lsschwankungen, die
dann ganz bewusst wahrgenommen werden. Man er lebt ,  dass s ie s ich durch Bi lden von 5er Gruppen verkleinern,
aber nie verschwinden. Abschl ießend einigt  s ich die 7c auf eine brauchbare Wahrscheinl ichkei tsvertei lung, in die
man mehr Vertrauen hat als in die zuvor, ,aus dem hohlem Bauch heraus geschätzten".  (Letzte Zei le von Abb. 3).

Das in dieser Doppelstunde,,Er lebte" lässt  s ich wie fo lgt  zusammenfassen:

Merksatz

Wahrscheinlichkeiten sogen relative Höufigkeiten auf longe Sicht voraus. Sie sind gut gewöhlt, wenn die (durch Zu-
fallseinflüsse schwankenden) relativen Höufigkeiten um die Wohrscheinlichkeit pendeln, also beivielen Versuchsse-
rien etwa gleich oft über wie unter der Wahrscheinlichkeit liegen.

Wahrscheinl ichkei ten werden also nicht  im frequent ist ischen Sinn als eindeut ig best immte,,Grenzwerte" unend-
lich langer Folgen relativer Häufigkeiten aufgefasst und,,definiert", sondern als vom Menschen gesetzte Modelle,
die s ich in der Praxis bewähren. Durch die Forderung, dass die relat iven Häuf igkei ten etwa gleich of t  über wie
unter den angesetzten Wahrscheinl ichkei ten l iegen sol len,  wird Wahrscheinl ichkei t  deutbar als Median der rela-
t iven Häuf igkei t .  Es wird nicht  nur eine Brücke zur Hypothesen bezweifelnden beurtei lenden, sondern auch zur
beschreibenden Stat ist ik geschlagen -  ganz im Sinne eines Spiralcurr iculums.
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3.  Ergebn isse

Die in Abbi ldung 3 dokument ier ten Versuchsergebnisse, die s ich in Untersuchungen mit  hohem St ichproben-
umfang bestät igen, s ind f rappierend, wei l  s ie Pr imärintent ionen eklatant zu widersprechen scheinen. Die Wahr-
scheinl ichkei ten

.  hängen bei  Neigung des Glücksrades tatsächl ich von der Drehr ichtung ab. Der Zeiger bleibt  bergauf (bei

2 und 4) v ie l  wahrscheinl icher stehen als bergab (3 und 5).
. Die Hypothese der Links-rechts-Symmetrie muss zugunsten einer unerwarteten Oben-unten-Symmetrie

aufgegeben werden. I nsbesondere
. scheinen die Felder 1 und 6 gleich wahrscheinl ich zu sein ( je ca. l  /6) .
.  Die Wahrscheinl ichkei ten der Felder 2 und 3 bzw.4 und 5 ergänzen sich jewei ls zu 1/3.  D. h.  d ie Wahr-

scheinl ichkei t ,  d ie ausgehend von 1/6 bei  hor izontaler Lage durch das Neigen des Glücksrades bei  den
Feldern 3 und 5 verschwindet,  lagert  s ich bei  2 und 4 an. Die Begründung dafür (vgl .  Abschni t t  6)  läuf t  auf

ein vom Radeln bekanntes Phänomen hinaus: Der Zeiger bekommt die Bewegungsenergie,  d ie bergauf

,,weggebremst" wird, bergab wieder zurück.
. Als Konsequenz ergibt sich: Wenn man die Drehrichtung wechselt, also abwechselnd im bzw. entgegen-

gesetzt zum Uhrzeigersinn dreht, bleibt es trotz der Neigung des Glücksrades (vgl. Nikos Hypothese) bei
ei  ner Gleichvertei  I  u ng.

.  Umfangreiche Versuchsreihen zeigen, dass die Wahrscheinl ichkei ten stabi l  s ind gegenüber Veränderun-
gen des Start fe ldes und der Schnipptechnik.  Insbesondere bleibt  das Zielschnippen erfolglos,  sofern man
fordert ,  dass die Klemme vor St i l ls tand mindestens zweiVol lumdrehungen absolv ier t  hat .

.  Die Abweichungen von der Gleichvertei lung, d.  h die Zunahme d der Wahrscheinl ichkei t  auf  den Feldern
2 und 4 und die gleich große Abnahme auf den Feldern 3 und 5 ist  proport ional  zur Steigung m = tan(q)
der schiefen Ebene (vgl. Abb. a).

.  Wenn man die Steigung um 1 o/o erhöht,  n immt die Wahrscheinl ichkei t  des Bergauf-Feldes (2 bzw.4) um
je  ca .0 ,55o/ozu.

Einfluss der Steigung m auf die Wahrscheinlichkeit der
"bergauf-Felder"
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Abbi ldung 4:  Der Einf luss der Neigung auf  d ie Wahrscheinl ichkei ten
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4. Wie geht es im Unterricht weiter?

4.1 Wahrscheinl ichkei tsrechnung -  Klasse 7
Wie wahrscheinl ich ist  beim zweimal igen Drehen des Glücksrades ein Pasch? Mit  welcher Wahrscheinl ich-
kei t  gel ingt  bei  sechsmal igem Drehen ein Durchmarsch (d.  h.  beim ersten Mal keine 1,  beim zweiten Mal kei-
ne2,. . .  beim sechsten Mal keine 6? Wie wahrscheinl ich hat man nach 6 Drehungen eine vol lständige Ser ie?

Mit  den in Abbi ldung 2 aufgestel l ten Wahrscheinl ichkei ten und der Pfadregel  lassen sich solche Fragen beantwor-
ten und durch erneutes Auszählen der Glücksrad-Urdaten auch mit  der Real i tät  vergleichen. In der Regel  s ind die
mithi l fe der Pfadregel  gewonnenen Prognosen ausgezeichnet und man erkennt den Nutzen von Wahrscheinl ich-
kei tsrechnung. Anders als im Laplaceschen Konzept erkennen die Kinder aber,  dass man in der Wahrscheinl ich-
kei tsrechnung keine absolut  r icht igen Wahrscheinl ichkei ten berechnet,  sondern nur aus bewährten Hypothesen
(Pr imärwahrschei  n l ichkei ten) Sekundärwa hrscheinl  ich kei ten ablei tet .

4.2 Testen von Hypothesen -  Klasse 12

Das schiefe Glücksrad ist ein ideales Übungsfeld für das Testen von Hypothesen. Die gängigen Testverfahren bie-

ten auch bei hohem Stichprobenumfang keinen Anlass, folgende Hypothesen zu bezweifeln:

.  p( l )  =  p(6)  = 1/6

. P(2;3) = p(4; 5) = 1/3

. p(obere Hälfte) = p(untere Hälfte) = 1/2.

Andererseits lässt sich die Hypothese

p(linke Hälfte) = p(rechte Hälfte) = 1/2

schon bei kleinen Versuchsumfang signifikant zurückweisen (Riemer 2017).

Auch den ansonsten selten thematisierten, für ein Verständnis des Stellenwertes statistischer Aussagen aber fun-

damentalen Unterschied zwischen Signi f ikanz und Relevanz macht das Glücksrad grei fbar:  Bei  hohem Versuchs-
umfang wird auch eine geringe Neigung (von beispielsweise 2olo) signifikant nachweisbar, obwohl die Abwei-
chungen für Würfelspiele mit  Glücksrädern nicht  wirk l ich relevant s ind.  Das gi l t  für  den Hausgebrauch, nicht  aber
im Casino, wo man mit  dem Schiefstel len auf lange Sicht  v ie l  Geld verdienen könnte.  Die Frage nach der Relevanz
stat ist isch s igni f ikanter Unterschiede lässt  s ich somit  innermathematisch nicht  beantworten, s ie braucht Sachver-

stand und außermathematische Expert ise.

5 .  Rückb l i ck

Rückbl ickend erkennt man in dem skizzierten Unterr ichtsgang wie auf der Grundlage des hypothet isch-prog-
nostischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs beim Festlegen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ein Modell ierungs-
kreis lauf  in ideal typischer Form duichlaufen wird.  Schon Siebtklässler durchleben die, ,Phi losophie" beurtei lender
Statistik, zu der folgende Gedankenschritte gehören:

. Aufstellen von Hypothesen.

.  Exper iment ieren untergenau def in ier tenVersuchsbedingungen.

. Vergleich der erwarteten mit den beobachteten relativen Häufigkeiten.

. Die Hypothesen beibehalten, solange sie sich bewähren, andernfalls Hypothesen bezweifeln und verbessern.

Das schiefe Glücksrad belegt,  dass beientsprechenden Fragestel lungen beschreibende und beurtei lende Stat ist ik
lernpsychologisch sehr v ie l  näher beieinander l iegen als es beim Bl ick auf Kerncurr icula und fachsystemat isch
aufgebaute statistische Lehrbücher erscheinen mag.
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6.  Theor ie  des  sch ie fen  Glücksrades :  Energ ie  und Wahrsche in l i chke i t

lm Folgenden Abschni t t  wird er läutert ,  wie s ich die Wahrscheinl ichkei ten des Glücksrades mithi l fe von Energiebe-
trachtungen aus plausiblen Annahmen her le i ten lassen.

6 .1  G le i t re ibung

Das Anziehen eines Schlittens auf horizontaler Unterlage erfordert viel Kraft, denn er haftet zunächst fest auf dem
Schnee. Nach einem Ruck beginnt er aber zu gleiten, was dann sehr viel weniger Krafteinsatz erfordert: Die hohe
Haftreibung wird durch die v ie l  k le inere Glei t re ibung abgelöst .  Bei  Eisenkufen auf Schnee wirken ca. p -  1 o/o und
bei einer Haarklemme auf Papier etwa p = 30 o/o der Gewichtskraft m ' g als Gleitreibung. Den dimensionslosen
Faktor p bezeichnet man als Gleitreibungskoeffizienten.

Auf einer schiefen Ebene mit Neigungswinkel o sorgt aber nicht mehr die ganze Gewichtskraft, son-
dern nur noch deren senkrecht zur Auf lage wirkende Normalkomponente für  d ie Glei t re ibung. Man erhäl t

f  gk i t  =  p 'm '  I  
' cos(a)  (vg l .Abb.  5 ) .

Hangabtrieb m

Abbi ldung 5:  Das Gewicht  wird auf  der schiefen Ebene in Hangabtr ieb und eine Normalkomponente zer legt .

6.2 Gleichvertei lung der Startenergie vor der, ,entscheidenden" letzten Runde
Wir stellen uns den Zeiger des Glücksrades als Punktmasse m vor, die vom tiefsten Punkt bei <p = O (in der Mitte des
Feldes 6) aus auf einem Kreis mit  Radius r  im Uhrzeigersinn rot ier t .  Direkt  nach dem Anschnippen,,vol le Kanne"
hat er sehr v ie l  Bewegungsenergie,  d ie s ich aber in jeder Vol lumdrehung durch die Glei t re ibung um den gleichen

Betrag Eo = Gleitreibung 'Weg = .f gkit 
'2n ' r :21T 'r '  p' m' g'cos(a) verringert. (Die Bewegungsener-

gie wird, ,Modulo Eo" Runde für Runde in Wärme umgewandelt ,  man nennt das Energiedissipat ion)tAm Anfang der

,,af les entscheidenden" letzten Runde hat der Zeiger dann eine Bewegungsenergie O = E0,,, . Eu. Andernfalls
würde er ja noch eine weitere Runde schaffen. Da die Startenergie durch das kräftige Anschnippen stark streut,
v ie l le icht  sogar normalvertei l t  is t  mit  e inem sehr großen Erwartungswert  und großer Standardabweichung, l iegt
die Annahme nahe, dass zu Beginn der letzten Runde die noch verfügbare Bewegungsenergie -  d ie eindeut ig
bestimmt, bis wohin der Zeiger es dann noch schafft - alle Werte im lntervall [O;Eo) mit gleicher Wahrscheinlich-
kei t  annimmt.  Mit  d ieser plausiblen Annahme kann man dann wie in 6.4 ausgeführt ,  d ie Wahrscheinl ichkei ten des
Glücksrades best immen.

6.3 Hangabtr ieb
Neben der für die Gleitreibung verantwortl ichen Normalkomponente der Gewichtskraft, wirkt auf den Zeiger auch
die Hangabtr iebskraf t  f  ^nn, 

-  f f i 'g '  s in(a) paral le l  zur Ebene. Sie z ieht  den Zeiger, ,nach unten" (Abb. 5).  Wenn
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die Gleitreibung fgb;1 und der Hangabtrieb fronr gleich groß sind, dann rutscht eine sich bewegende Masse
mit konstanter Gesihwindigkeit.  Das ist genau dann der Fal l ,  wenn gi l t  p'  m' 8'cos(d) = ff i 'g '  sin(a) bzw.
p = tan(a).

f st dagegentan(a) < p,wird die rutschende Masse gebremst und bleibt,,irgendwann" stehen. In diesem Bereich
muss das Glücksrad arbeiten. Der Zeiger sol l ja überal l  -  auch bergab zwischen den Sektoren 3 und 5 - sicher an-
halten können. Tatsächlich kann man den Gleitreibungskoeffizienten p durch Rutschversuche bestimmen: p ist
die Steigung (in Prozent), bei der ein frei rutschender Zeiger gerade noch zum Stehen kommt. Für Haarklemmen
auf glatten Etiketten erhält man p =3,0 . Man sol l te also mit Glücksrad-Steigungen unter 20olo arbeiten.

1.2

g=n (hoch)

0.8

u-o

0.4

o.2
q=T12

-1.8 -1.6 - ' t .4  -1.2 
1 

-0.8 -0.6 -o.4-4- .70

\ -'--" -o.2
@ f -

\ -0.4

\'. -0.6\
_0.8

I
1-cos (e) /,///./

1.2 1 . 4 1 . 6

(üer)

Abbi ldung 6:  Nach Drehung um <p hatderZeigerdie Lageenergie Ero,(p):  (1-  cos(p)) ' r ' fo. , r

6.4 Wa h rschei n I ich keits-Vertei I u n g sf u n ktion
Unten in der Mitte des Feldes 6 bei 9:0 hat der Zeiger die Lageenergie 0. Oben, in der Mitte des Feldes 1

bei cp:v, ist seine Lageenergie 2r . fro,r, denn er hat sich gegen den Hangabtrieb f1,,onr um die Strecke 2r
nach oben bewegt. Allgemein hat der Zeiger in der durch q gekennzeichneten Position (Abb. 6) die Lageenergie
Eo",(q) =(1- cos(p))  ' r '  

. fnons. Um an dieser Posi t ion anzuhal ten, braucht der Zeiger am Anfang der tetzten
Runde die startenergie E(q) :  Eoo,(q) + Eski , (p) :  ( l  -  cos(q)) '  r '  . foonr + q ' r '  . f  r ru,  denn bis zu dieser
Position ist zusätzlich zur (gespeicherten) Lageenergie die Gleitarbeit zu verrichten.

Die Wahrscheinl ichkei t ,  dass der Zeiger vorher,  a lso an einer Posi t ion x < Q häl t ,  entspr icht  wegen der
Gleichverteilung der Startenergien dem Anteil E(p) I Er. Damit erhält man die Verteilungsfunktion:

F(q)=P(x<e)=
p r.f ,,,,,+(l-cos(cp)) r.fo",, _ p ._tan(a). l-cos(p)

?-n r' .f ,ru 21r p 2lr

tan(a) genutzt.
p

dabei wurde die Bezieh unn!4- =
f Pkit

m'  g ' s in (a )

p .m .g  . cos (a )

Mathe aus dem Leben - für das Leben 
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Für das Glücksrad aus Abbi ldung 1 berechnet s ich damit  d ie Wahrscheinl ichkei t  für  e in Anhal ten auf dem Feld 4

wegen 
tan(a) :g  : !  ru  F(+) -F(L) :2 l ,3To.Diewahrsche in l ichke i t ,dassderZe iger inder t inken

p  0 ,3  3  
'  
2 '  

' 12 '

Hälfte des Glücksrades (bergauf) stehen bleibt, ergibt sich zu P(bergauf ) : F(n) : ! *ry

Die Abweichung der, ,bergauf-Wahrscheinl ichkei t"  vom Wert  1/2beim Laplaceschen Glücksrad ist  damit  in Über-

einst immung mit  den exper imentel len Ergebnissen proport ional  zur Steigungtan(a).  nOOitOungT zeigt  d ie
Mode l le rgebn isse ,  d ie  gu t  zu  den exper imente l len  aus  den Abb i ldungen 3  und 4  passen.

Steiq u nq 5% 10% 15% 20% 25% 30%
unten 6 16,70Ä 16,7% 16,70Ä 16,70/o 16,70Ä 16,70Ä

bergauf 4 19,0oÄ 21,30Ä 23,60/0 25.9% 28.2% 30.4%
2 19,00Ä 21,30/o 23,60Ä 25.9% 28.2% 30,40Ä

oben 1 16,70/o 16,70/o 16,70/o 16,70/o 16,70/o 16,70/o

bergab
3 14,40Ä 12,10/o 9,80/o 7,50/o 5,20/o 2,90Ä
5 14,40/o 12,10Ä 9,Bo/o 7,50/o 5,20/o 2,90Ä

l inks 55,30/o 60,6% 65,9% 71,20 /o 76,50/o 81,8oÄ
rechts 44,70/o 39,40/o 34,10/o 2g,go/o 23,50Ä 18,20/o

Ab!: i ldung 7:  Wahrscheinl ichkei ten der sechs Felder des Glücksrades aus Abbi ldung 1 berechnet mi t  p = 9,3.

6"5  Wahrsrhe i * l i ch  ke i tsd ich te
Mithi l fe der Vertei lungsfunkt ion F erhäl t  man für das Glücksrad auf der schiefen Ebene

m it der Vertei I u ngsfu n ktion

Die  D ich te  f  ha t  ih r  Max imum be ix  :  -  und ih r  Min imum be i  x  :  
; .Wo 

es  am s te i l s ten  bergauf  geht ,  b le ib t  der

Zeiger am wahrscheinl ichsten, wo.,  ;  stei lsten bergab geht, . r  in*uf , rscheinl ichsten stehen.

P(% < x < qr) :  F(e) -  F(cp,) :

(p, - pr) _tan(a). cos(%) - cos(p,) : 1 
| * _tan(a)

2n p 2n 2xrl p

I

Die Wahrscheinl ichkeit,  dass der Zeiger im Interval l(QriQzl stehen bleibt,  lässt sich damit durch Integration der

wahrsche in l i chke i t sd ich te  J@) :+ (1  +gn(a ) .s in (p ) )  fü r  0  <e<2nbes t immen.S ie is tzusammen
2n '  p

x tan(a\ 1- cos(x)
der  Abb i ldung 8  zu  en tnehmen.

2np2n

""rnrl;

o
_ l

r'(p) : ) I(x)dx:
0

3n

Mtr
U
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Abbildung 8: Glücksrad-Wahrscheinlichkeiten, Wahrscheinlichkeitsdichte f (blau) und Verteilungsfunktion F (rot) für tan(o) = p.

6.6 Wenn sich die Ebene noch stärker neigt

Wenn man die Steigung m = tan(q) des Glücksrades,,verbotenerweise" doch größer macht als den Gleitreibungs-
koeffizienten p = 0,3, hält der Zeiger bergab in den markierten Bereichen von Abbildun g 9a/b/c nicht mehr an. So
wird in Abbildung 9a bei m = 34,5 o/o ein Anhalten auf dem Feld 5 unmöglich. Es ergibt sich p(5) = 0, obwohl immer
noch gi l t  p(1) = p(6) -  1/6.

P = 0 . 3
--4-

steigung = 6.345
*- .  p(oben)=S0.8183%

o = 0 . 3----*-
steigung = 0.414

-----#_

p = 0 ' 3
----e-

p(oben)=s3.03s3% -i5ll3.1.urnt
F(links) = 93.9268 o/o

P(oben;= 43.7367 o/o

p(links) = 100 %P(links) = 86.6056 %

Abbifdung 9a: m = 34,5o/o.

Der Zeiger rutscht abwärts bis

zum Anfang des Feldes 6.

Abbi f  dung 9b:  m = 41,4o/o.

Der Zeiger hält abwärts nicht mehr

in der rechten Hälfte des Feldes 6.

Dadurch wird p(l) = 1/6 > p(6).

Abbildung 9c: m = 58,93o/o.

In der letzten Runde schafft es der

Zeiger nicht mehr bis auf das obe-

re Feld 1, es gilt aber p(2) = p(4).

Mathe aus dem Leben - für das Leben Ht-
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Bei einer wei teren Erhöhung der Steigung (m = 41,4o/o,  Abb.9b) wird dann überraschenderweise p( l )  > p(6) und

ab m = 58,93 o/o reicht  d ie Energie Eo in der letzten Runde nicht  mehr zum Erreichen des oben l iegenden Feldes 1,

das bei  Q :  5n /  6 beginnt.  Nach dem Anhalten bleibt  der Zeiger dann aber nicht  e infach l iegen, er wechsel t  d ie
Richtung und rutscht nach unten, wei l  der Hangabtr ieb größer wird als die Haftreibung ist .  Solche vom Ausrol len

eines Fahrradvent i ls  bekannten Phänomene sorgen für die Fehl intui t ionen, die in Abbi ldung 2 dokument ier t  wur-

den und machen die Beschäft igung mit  dem schiefen Glücksrad so faszinierend.

S.7  Rückb l ick  au f  d ie  Theor ie
Die Wahrscheinl ichkei ten der Felder eines Glücksrades auf einer schiefen Ebene mit  Neigungswinkel  o hängt nur

tan( a\
ab von Dabei ist  p der (mater ia labhängige) Glei t re ibungskoeff iz ient .  Man kann p als maximal mögl iche

p
Steigung ermitteln, bei der eine auf der Ebene rutschende Masse gerade noch zum Stehen kommt (s.6.3). Die

Wahrscheinlichkeit, dass der Zeiger,,be rgauf"stehen bleibt ergibt sich dann zu P(bergauf ): I * 
tan(a) 

.
z  r r ' p

Die Theor ie l iefert  e ine Begründung der exper imentel len Beobachtung, dass bei  kräf t igem Schnippen Startposi t i -
on und Schnipptechnik keinen Einf luss auf die Wahrscheinl ichkei ten des Glücksrades haben. Wenn man die Stei-
gung des Glücksrades,,unzulässigerweise" wei ter  erhöht,  zeigt  d ie Theor ie überraschende Phänomene, die einer

exper imentel len Überprüfung im Klassenzimmer aber nicht  zugängl ich s ind, da an der Grenze der Glei t re ibung

kleinste Inhomogenitäten wie Staubkörner (oder ein Klopfen auf die Unter lage) große Wirkung haben.

Wer exper iment ieren, aber nicht  basteln möchte,  kann,,schiefe Glücksräder" auf Sperrholzbret tchen wie in Abbi l -

dung 1 oder mitGlücksrädern bedruckte Bierdeckel  (Abb. 10) zurVerwendung auf geöffneten Buchunter lagen
beim Autor anfordern.  Kopiervor lagen und die GeoGebra-Dateien zur Best immung der Glücksradwahrschein-

l ichkei ten und Wahrscheinl ichkei tsdichten in Abhängigkei t  von der Neigung auch für tan(o) > p f indet man bei :
www.riemer-koeln.de.

Abbi ldung 10:  Die Rücksei te des Bierdeckels zeigt  e in Glücksrad mit  12 Feldern.
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Das Glücksrad auf der schiefen Ebene  
 

 

1 Schätze die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Felder in %, wenn 
das Glücksrad eine Neigung von 10% besitzt und 1 höher liegt als 6. 
Erläutere, wie du beim Schätzen vorgegangen bist. 
………………………………………………………………………………..… 
…………………………………………………..……………………………… 
…..……………………………………………………………………………… 
……..…………………………………………………………………………… 
…..……………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………………...  
 
2 Versuchsprotokoll (Einzelarbeit) 
- Schnippe 100-mal im Uhrzeigersinn vom unteren Feld 6 aus „volle Kanne“ (mindestens 2 Umdrehungen) 
- Die 100 Schnippsergebnisse in die Urliste eintragen und GLEICHZEITIG die Stichliste anfertigen 
 

100 Augenzahlen zeilenweise notieren (Urliste)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3
4
5
6
7

8
9

10

gleichzeitig Strichliste führen

1 2 3 4 5 6

∑  

3 Gruppenergebnisse 
- Notiert links die Häufigkeiten der 6 Felder, die ihr in eurer Gruppe zusammen „erschnippt“ habt  
- einigt euch in der Gruppe auf eine verbesserte Wahrscheinlichkeitsverteilung und tragt sie rechts ein 
 

Häufigkeiten Wahrscheinlichkeiten

n=  
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