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Wo kniipfen wir an?

Grundschulkinder besitzen ein préformales,
subjektivistisches  Wahrscheinlichkeitskon-
zept, das noch nicht quantitativ arbeitet.
Der Begriff ,,Chance spielt dabei eine
zentrale eine Rolle. Ereignissen, die selten
vorkommen und die man eher nicht erwar-
tet (wie im Rheinland: Schnee zu Weih-
nachten) spricht man ,kleine Chancen® zu.
Mitunter werden die Chancen auch schon
auf einer Skala (unméglich - unwahrschein-
lich- fifty/fity - wahrscheinlich — sicher)
eingeordnet. Mit dem Prozentbegriff in
Klasse 5/6 werden Chancen quantifizier-
bar. Kinder nutzen dann Sprechweisen wie
100% sicher oder du halst 0% Chance. In
der folgenden Doppelstunde werden mithil-
fe eines Quaders diese praformalen
Grundvorstellungen  spekulierend  und
handelnd erweitert und mit beobachtbaren
relativen Haufigkeiten verkn(ipft: Der subje-
tivistische Wahrscheinlichkeitsbegriff wird
mit frequentistischen Vorstellungen zu
einem tragfahigen Wahrscheinlichkeitsbeg-
riff ausgebaut, der den Laplaceschen als
Spezialfall enthélt. Es entsteht eine sehr
solide Grundlage fiir die sich anschliefien-
de Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Impuls: ,Schaut euch die Quader genau an
und schétzt die Chancen der sechs Au-
genzahlen in Prozent.* HALT! Nicht wr-
feln, nur schatzen! Ungefahr! Nach Gefiihl!

Abb. 1: Quader 1,3x2x2,3 cm?3

Reaktion

Kinder akzeptieren das Wiirfelverbot, knei-
fen Augen zusammen, tuscheln miteinan-
der und nennen bereitwillig ,Prozentzah-
len®, von denen man einige an der Tafel
festhalt (Abb. 2). Dabei beachten sie intuitiv

a) Gegenseiten haben gleiche Chancen.
b) GroRe Seiten haben grofie Chancen.
c) Alle Chancen addieren sich zu 100%.

Impuls

7c: Erste Stunde zur Wahrscheinlichkeits-
rechung. Ich komme in die Klasse und
starte mit ,Kopfrechnen zu Prozentzahlen®.
Anschliefend erhélt jedes Kind einen
Quader (Abb. 1), dessen Seiten mit 1 bis 6
so beschriftet sind, dass sich die Augen-
zahlen der Gegenseiten zu 7 addieren -
wie bei einem richtigen Wiirfel.

Begriffsbildung

Das Missachten eines der drei Punkte
(Johanna hatte in Abb. 2 erst die Chancen
fir 1 und 3 geschéatzt und zu spét bemerkt,
dass dann fiir 2 zu viel Ubrig bleibt; Ale-
xandra dachte an einen realen Ver-
suchsausgang, nicht an Chancen) fiihrt zu
sehr fruchtbaren Diskussionen, in deren
Verlauf der Unterschied zwischen Modell-
ebene (Chance Wahrscheinlichkeit, vor
dem Versuch ,gefiihit’) und Realitatsebene
(Haufigkeit, nach einem Versuch) greifbar
wird. Die geschatzten Chancen in den

Tabellenzeilen driicken Erwartungen aus.
Wir nennen sie hypothetische® Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen. ,Verteilun-
gen“ deswegen, weil sich die 100% auf alle
mdglichen Seiten ,verteilen, hypothetisch,
weil wir nicht sicher sind. Oft gibt es pfiffige
Kinder, die von sich aus die Quader aus-
messen und versuchen, die Wahrschein-
lichkeiten so einzurichten, dass sich die
100% proportional zu den Flachen auf die
Quaderseiten verteilen (letzte Zeile von
Abb. 2). Die Diskussion wird abgeschlos-
sen durch eine Abstimmung uber die
Glaubwiirdigkeit der notierten Verteilungen,
wobei viele Kinder an der ,genau berech-
neten“ Hypothese zweifeln, weil ihnen die
Werte fir 1 und 2 zu nahe beieinander
liegen und fiir 3 zu wenig Ubrig bleibt. (Tat-
sachlich zeigt sich, dass die Quaderwahr-
scheinlichkeiten nicht proportional zu den
Seitenflachen sind.

Experimentieren

Nach dem Spekulieren erwartet man das
Experiment mit Spannung. Jeder wiirfelt
100-mal. Die Ergebnisse werden in 5er
Gruppen zusammengefasst (Abb. 3), dann
langsam zum Mitschreiben ins Heft diktiert
und simultan am Beamer kontrolliert. Durch
die Verlangsamung beim Mitschreiben
entsteht ein Gefiihl fiir die Zufallsschwan-
kungen, die dann ganz bewusst wahrge-
nommen werden. Man erlebt, dass sie sich
durch Bilden von 5er Gruppen verkleinem,
aber nie ganz verschwinden.

Als Abschluss einigt man sich in der 7c auf
brauchbare (symmetrische) Wahrschein-
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relativer Haufigkeiten unendlich langer
Versuchsserie, weil es real keine solchen
Versuchsserien gibt.

Wie geht es weiter?

Wie wahrscheinlich ist beim Werfen zweier
Quader ein Pasch? Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit gelingt bei 6 Wirfen ein
,Pburchmarsch” (beim ersten Wurf keine 1,
beim zweiten keine 2, ... beim sechsten
keine 6?7 Mit den oben aufgestellten
Wahrscheinlichkeiten und der Pfadregel
lassen sich solche Fragen beantworten —
und durch emneutes Auszéhlen der Quader-
Urdaten mit der Realitat vergleichen. Die
Online-Kopiervorlage wurde dazu vorberei-
tet.

In der Regel sind die mithilfe der Pfadregel
gewonnenen Prognosen ausgezeichnet.

Resiimee

Der Clou bei diesem Einstieg besteht in der
Verwendung teilweise symmetrischer Ob-
jekte:

Abb. 3: W irfelergebnisse einiger 5er-Gru ppen, konsensfahige W ahrscheinlichkeiten

a) Wenn man sich némlich auf vollstandig
symmetrische Objekte wie Miinze oder
Wiirfel beschrankt, verschwindet die fun-
damentale Idee der Statistik, dass Wahr-
scheinlichkeiten stets nur hypothetischen
Charakter haben und oft bezweifelt (oder
im Sinne des Modellbildungskreislaufs
verbessert) werden miissen. Es gibt bei
symmetrischen Objekten eben nur eine
sinnvolle Hypothese, die Laplace-Annah-
me, an der normale Menschen nur zwei-
feln, wenn sie durch eingekleidete Aufga-
ben dazu gezwungen werden.

b) Wenn man sich andererseits auf un-
symmetrische Objekte wie Reillzwecken
oder ,Schweinew(rfel* beschrankt, fallen
Modellebene (Wahrscheinlichkeit) und Re-
alitdtsebene (relative Haufigkeit) begrifflich
schnell zusammen: Wer wollte bei 560 mal
,Seitenlage” in 1000 Reilzweckenwirfen
die Wahrscheinlich fiir ,Seitenlage” anders
schatzen als durch 56%7?

c) bei teilweise symmetrischen Objekten
(auch Schraubenmuttem oder Legosteine
sind geeignet) kann man dagegen Modell-
und Realitatsebene, also Wahrscheinlich-
keiten und relative Haufigkeiten griffig
voneinander unterscheiden: Bei symmetri-
schen Tabellenzeilen handelt es sich um
Wahrscheinlichkeitsverteilungen,  die
Vorhersagen machen wollen, bei nur an-
nahemd symmetrischen Tabellenzeilen um
relative Haufigkeitsverteilungen aus der
Realitatsebene.

Literatur:

Einige Quader sind im Mathekoffer des
Friedrich-Verlages enthalten (Neuaufla-
ge 2014 bei der MUED). Sie kénnen
auch beim Autor (www.riemer-koeln.de)
in Klassensatzstarke bezogen werden.
Dort findet man auch Uberraschende
Entdeckungen zur Theorie der Quader-
wahrscheinlichkeiten, die von der Wurf-
technik abhangt (Gibbs-Verteilung).



Wiirfeln mit einem Quader - individuelle Versuchsauswertung Auswertungsvorlage 1

1 Mit welcher Chance wird jede einzelne Seite gewtirfelt?
a) Jeder wiirfelt 100-mal und protokolliert seine 100 gewiirfelten Augenzahlen zeilenweise in der folgenden Tabelle (Urliste)
1 2 3 4 5 B 7 8 a] 10
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b) anschlieffend wird gezahlt, wie oft die einzelnen Augenzahlen vorkamen (absolute Haufigkeitsverteilung).
1 2 ] | 1

Kontrolle: Die Summe der Haufigkeiten (zweite Tabellenzeile) muss 100 ergeben!

2 Mit welcher Chance gelingt ein Durchmarsch? (Vertiefung)

Wenn du sechsmal hintereinander wiirfelst und beim ersten Wurf KEINE 1, beim zweiten Wurf KEINE 2, ..., beim
sechsten Wurf KEINE 6 bekommst, ist dir ein Durchmarsch gelungen. Wenn du z. B. beim dritten Mal die 3 er-
wischt, ist der Durchmarschvesuch an der Stelle 3 gescheitert. Er kann aber auch schon beim ersten ... oder -
wenn man grolles Pech hat - auch noch beim sechsten Wurf scheitern.

a) Schitze, beim wievielten Versuch der Durchmarsch beim Quader besonders oft scheitert.

b) Schéatze die Chance, dass er gelingt.

¢) Zahle deine Urliste aus 1a mit den 100 Wiirfen erneut aus und ermittle, wie oft der Durchmarsch gelungen ist,
wie oft er beim ersten, zweiten, ..., sechstem Mal scheitete.

Durchmarsch gescheitert Erfalg|Anzahl
1 2 3 4 5 B B[%ersuche

Beispiel: wenn der Anfang der Urliste wie folgt aussieht

1 2 3 4 5 b 7 i ] 10
1 3 1 4 4 K i 3 b 4 3
‘ 1 b 3 3 g 3 3 b usw.
3

ist der erste Durchmarsch (gelb) an der Stelle 4, der zweite (blau) an der Stelle 2 gescheitert. Der dritte Versuch
gelang, der vierte scheiterte an der Stelle 6 (grofRes Pech).



Wiirfeln mit einem Quader - gemeinsame Versuchsauswertung Auswertungsvorlage 2

1 Ergebnisse zusammenfassen
Jede Flnfergruppe diktiert ihre Ergebnisse namentlich. Dann wird zusammengefasst und eine verbesserte Hypothese (iber die Wahr-
scheinlichkeiten aufgestellt (letzte Zeile linke Tabellenhélfte)

= |Etfolg

Die Ergebnisse meiner Klasse in ber-Gruppen: Durchmarsch gescheitert
Mame 1 2 3 4 5 B 1 2 3 4 5 B

absolute H.
4

absolute H.
=

absolute H.
5

absolute H.
%

absolute H.
4

absolute H.
4

alle zusammen
absolute H.
4

brauchbare Hypothese
Wi'ahrscheinl. %% | | [ [ [ [

2 Wahrscheinlichkeit eines Durchmarschs berechnen

a) Berechne mit in 1 aufgestellten der Hypothese und der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit, dass ein Durchmarsch
gelingt bzw. an der ersten, ..., sechsten Stelle scheitert. Vergleiche mit den experimentellen relativen Haufigkeiten.
b) Bestimme die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fir einen normalen Wiirfel und vergleiche mit den Wahr-

scheinlichkeiten beim Quader.



