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Warum sich Ereignisse oft häufen
Die Exponentialverteilung im Schwimmbad und bei Geburtstagen -
Ein Lernzirkel mit Slationen zum Experimentieren und zum Nachdenken

Sie kommen nach dem Schwirn-
men in  den Unrk le ideraum. Es
s ind nur  weni -9e Menschen dä.
aber , , fast irr .rmer" haben .. fast
a l le" .  d ie  s ich umziehen.  ihre
Schränke direkt neben dem Ih-
ren .  Das  g le i che  be i  den  Ge-
burtstagen: Das Jahr hat 36-5 Ta-
ge. aber oft l iegen die Geburts-
tage der Freunde so nahe beiei-
nander .  dass man gar  n icht  a l le
mit f 'eiern kann. Oder Sie war-
ten schon seit  1-agen auf wichti-
ge Anruf 'e oder Mails - und dann
konrnren .,al le auf einmal".

Unser  A l l tag is t  vo l ler  S i tLra-
t i onen .  be i  denen  D in -ee  s i ch
,.scheinbar zufäl l ig" häuf-en. Da-
h in ter  s teckt  , .System":  Wenn
n i im l i ch  E re ign i sse  au f  e i ne r
Zah len -ee raden  ( ze i t l i ch  ode r
räumlich),,zufäl l ig gleichmäßig"
ver te i l t  s ind.  s ind c l ie  Abst i i l rde
zwischen ihnen exponential ver-
teilt. Daher treten kurze Abstän-
de viel häufi-eer auf als lange.
Die . .D inge"  h l iu fen s ich a lso.
Das Phlinqrnen kennt rrran in ei-
ner diskreten Variante auch vom
.,Warten auf die 6" beim Wür-
f 'eln. Wenn man nämlich die ge-
wiir f 'el ten Augenzali len hinter-
einander schreibt. sind die Tref--
fer auf der Zeitachse gleich-
mä l3 ig  ve r te i l t .  D ie  Abs tände
dazwischen sind die . .Wartezei-
ten" auf Erfblg. von denen man
weifJ, dass sie geometrisch ver-
r e i l t  s i n d .  U n d  c l i e  g e o m e t r i -
sche Vertei lung ist die . .diskrete
Schwester" der Exponentialver-
tei lung.

Stationen zum
Experimenlieren

Die Stationen 1 bis 3 stel len cJrei

, .Abstands"-Prob leme vor  ( im

eirrzelnen: Geburtstage, Schrän-
ke im Schwimntbad. Zufäl ls-De-
zimalzahlen). Es wird jeweils

die Verteilung der Abstände zum
nächsten Geburtstag. zum nächs-
ten belegten Schrank oder zur
nächsten Zufal I szahl (Difl'erenz)
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untersucht. Stel l t  man die Häu-
f igkeitsvertei lun-s eraf isch dar.
schein t  es  e inen exponent ie l le r r
Zusammenhang zu -ueben.  Das
B i l d  i n  S ta t i on  I  zum Be i sp ie l
erweckt den Anschein. als könne
man das ..Warten auf den nächs-
ten Geburtstag" ni iherungsr. l 'ei  se
durch eine Exponentialfr-rnkt ion
beschreiben.

Es ist klar. dass die Abstäncle
zr.l'ischen Gebr-rrtstagen oder be-
legten Schwimmbadschränken
nicht c,raÄt durch eine E,xponen-
t ia lver te i lung beschr ieben wer-
den.  Ers tens s ind exponent ia lver -
tei l te Zufäl ls-sröLlen nicht ganz-
zahl ig  und zwei tens können s ie
prinzipiel l  bel iebig große Werte
annehmen. Wenn man aber hin-
re ichend v ie le  d iskrete  Zufa l ls -
zahlen auf einem beschränkten
Interva l l  vers t l 'eut .  c lessen d is-
krete GitterpLrnkte nahe beiein-
ander l iegen, spielen die Unter-
sch iede zwischen dem unend-
l ichen kont inu ier l ichen und der
end l i chen  c l i s k re ten  S i ch t  nu r
eine gerin-ee Rolle.

Das erk lär t  d ie  . ,un iverse l -
le Bedeutung" der Exponential-
ver te i lung und rnacht  p lzr r - rs i -
bel,  c- lass die Ergebnisse der drei
. ,Abstands"-Beispiele durch Ex-
ponentialvertei lun-uen glrt  ange-
ni ihert werden. (Und es erkl i i r t
sogar die oft an-eeführte Behilup-
tung, dass die Dauer von Tele-
fongesprächen in  großen Bü-
ros exponential vertei l t  sein sol l .
Man stel le sich dazu ein Sekre-
tariat vor. in dem kontinuierl ich
Arbeiten - -eleichnräßig über den
Tag vertei l t  -  zu erledigen sind
und d ie  (exponent ia lver te i l ten)
Freiräume dazwischen für Tele-
fonate genutzt werden.)

Slationen zum
Nachdenken

In Stat ionen 4 wird das ( in den Sta-
t ionen I bis 3 beobachtete..nähe-
rung swei se" ) Aufireten der Expo-
nent ia lver te i lung analy t isch be-

Die Exponentialvertei l  ung
Eine positive reellwertige Zufallsgröße X = 0 heißt expo-
nentialverteilf mit dem Parameter l" (der Wahrscheinlich-
keitsdichte fr(x) = tr 'e t ' ) ,  wenn sich die Wahrscheinl ich-
keit ,  dass X zwischen a und b l iegt, berechnen lässt durch

;
P ( a = X - b ) :  J " X . e " d x  =  [ - e  " ] 1 .

lnsbesondere g i l t  P(X= t )  :  1  -e  i t  =  1  -1e ; ) ' .  Dabei  hatX
den Erwartungsweft !=1 17".

Die Geometrische Vertei lung
Eine ganzzahlige ZulallsgröBe Z isl geometrisch verteilt mit
dem Parameter q, wenn gi l t  P (Z = t) :  p'q'  '  .
lnsbesondere gilt P (Z - f) : 1 - q'. Die Zufallsgröße Z hat
den Erwartungswert p = 1lp, wobei gi l t  p = 1 -0.

p heißt,,Trefferwahrscheinl ichkeit".
Wenn man eine exponentialverteilte (reellwertige) Zufalls-

größe X mit dem Parameter l" aufrundet, entsteht eine ganz-
zahlige Zufallsgröße Z, die geometrisch verteilt ist mit dem Pa-
rameter Q = l leL (bzw. ), :  In(1/q)).  Für t  e V sind nämlich
die Bedingungen Z < t und X < t gleichweft ig und es gi l t :

P ( Z  = t )  :  P ( X <  t )  =  1  - e  i ' =  1  - l : l '  =  1  - q ' .
\  e ' /

Es ist daher nicht verwunderl ich, dass man zur Approxima-
t ion statt der Exponential- auch die geometrische Vertei lung
nutzen kann. Man braucht dann (genau wie beim Warten auf
den nächsten Treffer in einer Bernouliikette) eine geeigne-
te Trefferwahrscheinlichkeit p, die sich aber (im Gegensatz
zur Bernoullikette) bei jedem Warteschritt auf den nächsten
Geburtstag oder belegten Schrank (ein wenig) ändert, was
aber fur die relevanten Abstände d kaum eine Rolle spielt .

gründet. Die vert ief 'enden Statio- schen Vertei lung -ueschla-een.
[0]t  5 und 6 beschäfi igen sich mit Mit Excel lassen sich die Unter-
den exakten Ver te i lungen be im sch iede zwischen exakten und
Geburtsta_ss- und Schwimmbad- Näherungs-Vertei lungen visual i-
problem. In beiden Fäl len wer- sieren 1r,gl.  S. 60).
den von der Struktur her f t  Ku- Mit einem Lclt to-Problem in
geln auf r i  Fächer vertei l t  -  und Station 6 wird die Schwimmbad-
die Abstände zwischen belegten Thematik äuf eine weitere al l täg-
Fächer (mit der Pfadregel bzw. l iche Situation übertragen
rn i t  der  Kombinator ik )  unter -
sucht. Wir arbeiten exemplarisch Wlfgang Riemer,
m i t Ä = 6 0  u n d  n = 3 6 - 5 .  K t i l n

Be i rn  Gebu r t s tagsp rob lem
dürfen die Fächer rlehrf'ach be-
legt  se in  (was zum Abstand 0
führt),  beim Schwinrmbadprob-
lem nicht. Dort hat der minima- Anmerkung
le Abstand den Wert l .  Darüber Die hier verwendeten Dateien
hinaus wird die Brücke zur Ex- kann man herunterladen unter
ponent ia l -  und zur  -ueometr i -  www.r iemer-koeln .de
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Experiment: Geburtstage

Die Tabelle zeigt einen Ausschnitt aus dem Geburtstagskalender für eine Jahrgangsstufe
(60 Schuler) zusammen mit der Wartezeit (Abstand X > 0 in Tagen), die jedes Geburts-
tagskind bis zum nächsten ,,Stufengeburtstag" warten muss. Falls an einem Tag mehrere
Schuler Geburtstag haben, beträgt für alle die Wartezeit jeweils 0. Das Bild erweckt den
Anschein, als könne man das ,,Warten auf den nächsten Geburtstag" näherungsweise
durch eine Exponentialfunktion beschreiben.
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AUFGABEN
1. Best immen Sie den Mit te lwertX der relat iven Häuf igkei tsvertei lung im Bi ld oben, d.  h.  d ie mit t lere

Anzahlx von Tagen bis zum nächsten Geburtstag.
T i p p :  E s g i l t  x : 0 ' h o  *  1 . h , +  . . .  + 2 8 . h r u . D a b e i  i s t h  d i e r e l a t i v e H ä u f i g k e i t d e r W a r e z e i t i .

2. Da die Exponentialverteilung mit der Dichtefunktion f mit f (x) : ),. 'e-' ' '  den Erwartungswert p = 
)!,

besitzt, wird man fur die Dichte den Parameter ). = 
tr = ] wählen. Vergleichen Sie die relativen

Häuf igkei ten ho, h, , . . .  aus dem Bi ld mit  den Wahrscheinl ichkei ten der Form

P ( 0 = X <  1 )

3. Erstellen Sie selber einen Geburtstagskalender (etwa fur lhre Jahrgangsstufe oder den unten ab-
gebi ldeten Mathe-Kurs) und simul ieren Sie 10 Geburtstagskalender.  Fassen Sie die Daten aus den
10 Simulat ionen zusammen und erstel len Sie ein , ,gemeinsames" Säulendiagramm wie im Bi ld und
vergleichen Sie die relativen Häufigkeiten wieder mit den Wahrscheinlichkeiten aus Aufgabe 2.
Der Abstand des letzten Dezember-Gebutstages zum ersten Januar-Geburtstag zählt mit.

1 2

=  [ ^ . . e  
^ " d x : [ - e  ' ' ' ] 1 ,  p ( 1  =  x < 2 ) :  I  x . e - ' ' ' d x  = t - e  " ] : . . .
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Experiment: Schwimmbad

lm Umkleideraum stehen n : 100 Schränke, von denen
k:20 zufäl l ig belegt s ind.  Nach dem Schwimmen wol len

Sie sich umziehen. Wie groß ist der Abstand zum nächsten

belegten Schrank?
Auch der Abstand des letzten Schrankes zum ersten soll

mitzählen, sodass man bei 20 Belegungen auch 20 Ab-

stände bekommt.

+ AUFGABEN

1. Simulieren Sie diese Situation mehrfach mit Zetteln

oder Zutallszahlen.

2. Untersuchen Sie, ob die Abstände k - 1 zum jeweils

nächsten Schrank näherungsweise exponential verteilt

s ind .
Hinweis: Der Mittelwert der Abstände ist zwischen den zwanzig belegten Schränken ist

n  2 _ 0  _ qS t e t s X : i : - t O O : " .
Vergleichen Sie die relat iven Häuf igkei ten h,  ,  h, ,  . . .  der Abstände 1 ,2,  . . .  mit  den Wahrscheinl ichkei ten

der Form

1 2

P ( 0  = X  <  1 l  : , [ f  . e  ̂ " d x : [ - e  ' ' ' ] 1 ,  P ( t  -  x  < 2 )  =  [ X ' e - t ' d x :  [ - e  " l : , . . .
0 1

w o b e i  m a n  i : h = ]  w ä h l t .

3. Zusatzaufgabe: Verändern Sie n und k.
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Expe ri me nt : Zufa I lsd ezimalza h I en

Wenn man 100 Zufallszahlen aus dem Intervall [0;1], der Größe nach sortiert,

erhält man 99 Abstände (Differenzen). Wie sieht die zugehörige Verteilung aus?

' AUFGABEN

1. Erzeugen Sie eine Liste (L1) aus 100 solcher Zu'fallszahlen und sortieren

Sie diese. Bilden Sie hieraus die Liste (L2) der Abstände aus je zwei

aufeinander fo lgenden Zahlen und stel len Sie die Häuf igkei tsvertei lung

der Abstände graphisch dar. Bilden Sie dazu Klassen der Breite 0,03.
Was stellen Sie fest?

2. Bei 100 sortierten Zahlen im Intervall [0;1] ist der Erwartungswert des

Abstandes l-r = 0,01 . Ermitteln Sie den Mittelwert x der Differenzen in

lhrer Liste L2.

3. lst das Ergebnis mit der Annahme einer Exponentialverteilung vereinbar?

Berechnen Sie - unter Annahme einer Exponentialverteilung - die Wahr-

scheinlichkeit, dass der Abstand zweier aufeinander folgender Zahlen

mehr als 0,01 beträgt. Vergleichen Sie mit lhrem experimentellen

Ergebnis.
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0,96238977
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0,79777541
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Theorie: Exponentialverteilung

Satz: Wenn auf einer Zahlengeraden Zufallszahlen gleichmäßig so verteilt sind, dass im Mittel auf eine
Einheit n Zahlen kommen, dann sind die Abstände zwischen benachbarten Zahlen exponential-
verteilt mit der Dichte l(x) = l 'e-r' wobei für den Parameter gilt l , = n bzw. p : *.

Dieser Satz sol l  am Beispiel  n = 100 in drei  Schr i t ten begründet werden.

Schr i t t  1:  Lassen Sie in Gedanken 100 Zufal lszahlen zufäl l ig auf das Interval l  [0;  1J , , fa l len".
Nehmen Sie in Gedanken eine bel iebige Stel le des Interval ls heraus. Begründen Sie:
DieWahrscheinlichkeit, dass im Intervall [a; a + x] keine Zulallszahl l iegt, ist (1 -x)100.

Schritt 2: Nun lässt man 2OOZutallszahlen auf das Intervall [0; 2] ,,fallen". Begründen Sie:
DieWahrscheinl ichkei t ,  dass im lnterval l  [a;  a + x]  keine Zufal lszahl  l iegt ,  is t  nun (1 -  

ä) t '00. . .
und wenn man n' 100 Zufallszahlen auf das lntervall [0; n] fallen lässt, l iegen mit Wahrscheinlich-
k e i t  ( 1 -  ; ) '  

' o o : e 1 o o ' k e i n e  
Z a h l e n i n  [ a ;  a  + x ] .

Schritt 3: Folgern Sie hieraus: Wenn eine Zahlengerade gleichmäßig von Zufallszahlen mit der Dichte

,,100 Zahlen je Einheit" bevölkert ist, dann ist der Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden
Zahlen exponentialverteilt mit der Dichte f (x) = l.e ", wobei für den Parameter gilt Ä : 100 bzw.

, t . r  = # ' .  ZeigenSie dazu: P(0 = X = x)= I  -e loox

Zur Er innerung an e":  Erklären Sie fo lgende Aussage durch ein Zahlenbeispiel  mit  e inem Taschenrechner:
Wenn man ein Kapital mit dem Prozentsatz p (dem Wachstumsfaktor x : 1 + p) statt nur einmal im Jahr
stetig (,,sekündlich") verzinsen würde, dann würde es in einem Jahr nicht um den Faktor x, sondern um den
Faktor e" anwachsen. ( 1 + I) ',-= e,.

'i

Theorie: Geburtstage (Mehrfachbelegung)

Greifen Sie einen der 60 Schuler (wir  nennen ihn , ,Tim") heraus.
Begründen Sie fo lgende Aussagen.

1. Die Wahrscheinlichkeit, dass ,,Tims Wartezeit auf den
nächsten Geburtstag"
a. den Wert 0 hat, ist P(X =0) :  1 - (8#)" = 0,0765.

(,,Trefferwahrschei n I ich keit" p)
b. den Wert t hat, ist P (x : i) : (3*€4)"- (3#)"

c. den wert d hat, ist P (x = 4 = (e%#)s'g- lsos--o- 
t 
)s'g

d. den Wert 364 hat, ist P (X :365) : (#)*

e. Erläutern Sie, wie man an dem Graphen f E)=xun die Wahrscheinlichkeiten aus Teil a) bis d) ablesen
könnte. Wie wÜrden sich diese Wahrscheinlichkeiten ändern, wenn man statt 60 Schulern 30 (100) in
der Stufe hätte?

Tipp zu b) Begründen Sie:  (3#)* ist  d ie Wahrscheint ichkei t  P(X > 1).

Erläutern Sie die folgende Termumformung und begründen Sie, dass die Abstände zwischen den
Geburtstagen näherungsweise exponentialverteilt sind mit dem Parameter f = #.
p ( x >  d )  =  ( t ! o # - r ) ' n  :  ( t  - Y  

) ' n  =  
" , ? u 1 o  

:  e ,  o ,  d :  0 ,  1 , 2 ,  . . .

Vergleichen Sie die exakten Wahrscheinlichkeiten P (X: d) mit den Näherungswerten

P(d  -1  <X< d)  =  , [ ^ .a  
' ' '  dx  =  [ -e  ' ' ' I1o  

, ,  d  =  0 ,  1 ,2 ,  . . . ,  d ie  d ie  Exponent ia lver te i lung
d 1

mit Parameter ]. : 3B liefern würde.
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Theorie: Schränke (keine Mehrfachbelegung)

1. Grei fen Sie , ,Tims" Schrank heraus. Begrunden Sie:  Fur die Wahrscheinl ichkei t  des Abstandes X zum
nächsten belegten Schrank gi l t :

a .  p (X-  2 ) :H : : :++ : :L - .ggg:  ggq / 'uär ' )  302 '301.  3q4 -  gg5.304
( . r . r")  364.363 .- .306:364, b '  P(x> 3) = 

f f i  
:  $f i f f f f i :364'363

l'u"8'] : ggq .*1 #ts* d. P(x = 306) = ffi :c.P(X =d) :  
] f r :ää f f i  #f f i  d. /  

rsg/
lnsbesondere gilt P (X : 1) : 364q (,,Trefferwahrscheinlichkeit" p)
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Berechnen Sie daraus mit  Hi l fe einer Tabel lenkalkulat ion die Wahrscheinl ichkei ten P (X :  d)  und

v e r g l e i c h e n S i e m i t d e n W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n P ( d - 1 < X = d ) = [ X . e i , d x : l - e ' ' ' ) 0 0 , ,

die die Exponentialverteilung mit Parameter i, = # (also mit Oelr gleichen Erwartungswert) l iefern würde.

Zum Weiterdenken und Weitersuchen.. .
lm Netz gibt es unzählige Lottostatistiken. Auf die ldee, die Abstände zwischen den Lottozahlen auszuwer-
ten, kam bisher noch niemand. Untersuchen Sie,  was dabei  herauskommen musste und vergleichen Sie
lhre Erwartungen mit  e iner eigenen Datenerhebung.

Lottozahlen

Samstag 21.03,2009 10 13 21 23 34 38
Mit twoch 18.03.2009 4 17 29 37 42 47
Samstag 14.03.2009 5 I 26 44 45 49
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Vergleich der exakten Lösung mit der Näherung
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