Eine moglichst grofe Augensumme, aber bitte ohne Sechs!

NORBERT HENZE, KARLSRUHE, UND REIMUND VEHLING, HANNOVER

Zusammenfassung: Beim gleichzeitigen Werfen von
m Wiirfeln ergibt sich als Punktzahl null, falls min-
destens einer der Wiirfel eine Sechs zeigt, andern-
falls die gewiirfelte Augensumme. Wie sollte man m
wdhlen, um den Erwartungswert der Punktzahl zu
maximieren? Wihlen zwei Spieler A und B m bzw.
n Wiirfel, wobei die hohere Punktzahl gewinnt, ist
dann A im Vorteil, wenn er n kennt und seine Wiirfel-
anzahl m erst danach festlegt? Wir betrachten diese
Probleme zum einen von einem hoheren Standpunkt
aus. Zum anderen zeigen wir auf, wie ein Einsatz in
der Schule aussehen konnte. Dabei ergeben sich Ver-
netzungen der beiden Welten.

1 Einleitung

Ein Spiel besteht darin, eine Anzahl m von (echten)
Wiirfeln festzulegen und dann diese Wiirfel gleich-
zeitig zu werfen. Als Punktzahl ergibt sich null, falls
mindestens einer der Wiirfel eine Sechs zeigt, an-
dernfalls die geworfene Augensumme. Wie sollte m
gewidhlt werden, damit der Erwartungswert dieser
zufilligen Punktzahl moglichst grof3 wird?

Offenbar ist diese Situation verwandt mit der in Hen-
ze (2011) behandelten Fragestellung, den erwarte-
ten Gewinn durch optimales Stoppen moglichst grof3
zu machen, wenn beim wiederholten Werfen eines
Wiirfels moglichst viele Augen gesammelt werden
sollen, wobei man jedoch beim ersten Auftreten ei-
ner Sechs alles verliert. Da eine Vergroflerung von m
tendenziell mit einer groleren Augensumme einher-
geht, anderseits aber auch die Wahrscheinlichkeit fiir
das Auftreten mindestens einer Sechs erhoht, haben
wir es auch hier mit einer Situation zwischen Angst
(hoffentlich keine Sechs) und Gier (mo6glichst hohe
Augensumme) zu tun.

Interessante weitere Aspekte ergeben sich in einer
Zwei-Personen-Variante dieses Spiels. In dieser le-
gen zwei Spieler A und B jeweils fiir sich fest,
mit wie vielen Wiirfeln sie das Spiel angehen wol-
len, wobei die hohere Punktzahl gewinnt und sich
bei gleicher Punktzahl ein Unentschieden ergibt.
Uberraschenderweise hilft hier die Kenntnis desjeni-
gen Wertes von m, fiir den der Erwartungswert der
Punktzahl maximal wird, wenig weiter. Es wird sich
zeigen, dass bei dieser Variante des Spiels derjeni-
ge Spieler im Vorteil ist, der in bester Gentleman-
Manier seinem Gegner den Vortritt bei der Festle-

gung der Anzahl der Wiirfel ldsst und in Kennt-
nis dieser Anzahl seine eigene Anzahl von Wiirfeln
wihlt.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Abschnitt 2 be-
trachten wir den Erwartungswert und in Abschnitt
3 die Verteilung der Punktzahl. Abschnitt 4 ist der
Zwei-Spieler-Variante gewidmet, und in Abschnitt 5
wird die Umsetzung im Unterricht diskutiert. In Ab-
schnitt 6 zeigen wir, welche Moglichkeiten sich fiir
den Unterricht durch den Einsatz des Computers er-
geben. Abschnitt 7 macht deutlich, dass auch auf
Schulniveau modelliert werden kann und sich gewis-
se Wahrscheinlichkeiten analytisch ermitteln lassen.
In Abschnitt 8 greifen wir noch einmal den Erwar-
tungswert der Punktzahl unter dem Gesichtspunkt
des Computereinsatzes auf. Die Arbeit schlief3t mit
einem Fazit.

2 Erwartungswert der Punktzahl

Wir betrachten zundchst die Ein-Spieler-Variante
und nehmen an, der Spieler habe sich fiir m Wiirfel
entschieden. Die zufillige Punktzahl sei mit X be-
zeichnet. Des Weiteren beschreibe E das Ereignis,
dass mindestens einer der m Wiirfel eine Sechs zeigt.
Das komplementire Ereignis E¢ besteht dann darin,
dass keine Sechs auftritt. Obwohl die Wiirfel gleich-
zeitig geworfen werden, werden wir sie gedanklich
unterscheiden (was den Zufall nicht beeinflusst) und
von 1 bis m durchnummerieren. Bezeichnet W; die
zufillige Augenzahl von Wiirfel j, so gilt wegen der
Unabhingigkeit von Wy, ..., W,
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Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von min-
destens einer Sechs wichst also streng monoton mit
m und konvergiert bei wachsendem m gegen Eins.
Diese banale Erkenntnis deutet schon an, dass man
m nicht zu grof3 wihlen sollte.

Da die Verteilung von X fiir allgemeines m nicht so
einfach zu erhalten ist (siehe Abschnitt 3), bestim-
men wir den Erwartungswert E(X) von X nicht iiber
die Formel E(X) =Y, ¢-P(X = ¢) durch Summation
iiber alle Werte ¢ mit P(X = ¢) > 0, sondern nutzen
folgende einfache Uberlegung aus: Wir bezeichnen
mit S die von allen m Wiirfeln gezeigte Augensum-
me und schreiben allgemein 1{D} fiir die Indikator-
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funktion eines Ereignisses D. Diese nimmt den Wert
1 an, falls D eintritt; andernfalls stellt sich der Wert O
ein. Damit gilt die Summendarstellung

X =0WHE}+S-1{E} = S-1{E}
und folglich fiir den Erwartungswert
E(X)=E(S-1{E}).

Da ganz allgemein der Erwartungswert einer Summe
von Zufallsvariablen gleich der Summe der Erwar-
tungswerte der einzelnen Summanden ist, ergibt sich
wegen S = W) + ...+ W, und der gleichen Verteilung
aller W;

E(S-1{E}) = m-E(W,1{E}).

Das Problem, E(X) zu bestimmen, reduziert sich al-
so darauf, den Erwartungswert der Zufallsvariablen
Wy - 1{E€} anzugeben. Letztere nimmt (aufer dem
Wert 0, der sich beim Eintreten von E einstellt) die
Werte 1,2,3,4 und 5 an. Dabei tritt genau dann der
Wert j mit j € {1,2,3,4,5} auf, wenn W) = j gilt
und zugleich keiner der Wiirfel eine Sechs zeigt, al-
so das Ereignis E¢ eintritt. Wegen der stochastischen
Unabhingigkeit von Wy,...,W,, erhalten wir

P{W, =j}NES) = P(W; =j,W, <5,...,W,,<5)

_l émfl_lém
6 \6 - 5\6

und somit
. 51 /5\"
E[Wl'l{E }] = 2]5 8
j=1
1/5\"< . 5\"
- 3(3) 27=3()
Folglich gilt

EAX)zSnz(%)m.

Dabei haben wir in dieser Darstellung die Abhiingig-
keit des Erwartungswertes von m durch Indizierung
mit m betont.

Um dasjenige m zu bestimmen, welches E,,(X) ma-
ximiert, kann man am einfachsten den Quotienten

E,i(X) m+15
E.(X) m 6

bilden. Das Ergebnis ist genau dann groBer (bzw.
kleiner) als 1, wenn m < 5 (bzw. m > 5) gilt.

Des Weiteren gilt Es(X) = E¢(X). Unter dem Ge-
sichtspunkt, den Erwartungswert des Spielgewinns
grofftmoglich zu machen, ist es also am besten, 5
oder 6 Wiirfel gleichzeitig zu werfen. Tabelle 1 zeigt
die auf drei Nachkommastellen gerundeten Erwar-
tungswerte [E,, (X) fiir verschiedene Werte von m.

m | E,(X) | m|EnX)
1| 2500 || 5] 6,028
2| 4167 || 6 | 6,028
31 5208 || 7| 5,861
4 | 5787 || 8 | 5,582
Tabelle 1: E,,(X) fiir verschiedene Werte von m

Man beachte, dass die Maximierung des Erwartungs-
wertes als physikalischem Schwerpunkt der Vertei-
lung von X nur einen Optimierungsaspekt darstellt.
Mochte man die Wahrscheinlichkeit minimieren, ei-
ne Sechs zu werfen, so ist es angeraten, nur einen
Wiirfel zu wihlen.

3 Die Verteilung der Punktzahl

Insbesondere dann, wenn zwei Spieler gegeneinan-
der antreten und es auf den Vergleich der erzielten
Punktzahlen (die ja beim Auftreten von mindestens
einer Sechs gleich null sind!) ankommt, ist die al-
leinige Kenntnis des Erwartungswertes von X kein
probates Mittel, um die Anzahl m der Wiirfel festzu-
legen, mit denen man in das Spiel geht. Nach obigen
Uberlegungen ist es ja zudem unter dem Gesichts-
punkt des Erwartungswertes egal, ob man fiinf oder
sechs Wiirfel wihlt.

In diesem Abschnitt leiten wir die Verteilung der
zufilligen Punktzahl X her, also die Wahrscheinlich-
keiten, mit denen die Zufallsvariable X ihre mogli-
chen Werte annimmt. Dabei lassen wir uns von fol-
gender Uberlegung leiten: Unter der Bedingung E,
dass mindestens einer der Wiirfel eine Sechs zeigt,
nimmt X den Wert 0 an (und nur dann!), und die
Wahrscheinlichkeit hierfiir ist durch (1) gegeben.
Nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit
(sieche z.B. Henze (2017), Kap. 15) gilt fiir jeden
Wert ¢ die Beziehung

P(X = 0)
= P(X =(|E)P(E)+P(X = (|E)P(E°). (2)

In dieser Summe gelten P(X = 0|E) = 1 und damit
P(X =/|E) = 0, falls ¢ > 1. Wir miissen uns also
nur mit dem zweiten Summanden auseinandersetzen.
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Hierzu beachte man, dass das komplementire Ereig-
nis E¢ genau dann eintritt, wenn keiner der Wiirfel
eine Sechs zeigt. Unter dieser Bedingung tritt also
bei jedem der m Wiirfe nur eine der Augenzahlen
1,2,3,4 oder 5 auf. Die Echtheit des Wiirfels hat
zur Folge, dass nach Ausschluss des Auftretens der
Sechs diese fiinf Augenzahlen gleich wahrscheinlich
sind. De facto wird also unter der Bedingung E m-
mal mit einem echten ,.fiinfseitigen Wiirfel gewor-
fen, dessen Seiten von 1 bis 5 beschriftet sind. Fiir die
bedingte Wahrscheinlichkeit P(X = ¢|E€) gilt also

P(X = (|ES) = P(V = ). 3)

Hierbei beschreibt V die zufillige Augensumme
beim m-fachen Werfen mit einem echten ,,Wiirfel,
der die Werte 1,2,3,4 und 5 mit gleicher Wahrschein-
lichkeit 1/5 annimmt.

Fiir die Verteilung der Summe m unabhingiger und
identisch verteilter Zufallsvariablen, die jeweils die
Werte 1,2,...,s mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/s
annehmen (und somit auch fiir die Verteilung von V)
gibt es eine geschlossene Formel, die mithilfe erzeu-
gender Funktionen erhalten werden kann, siehe z.B.
Henze (2017), Kap. 25. Bezeichnet allgemein [x|
die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich einer reel-
len Zahl x, so gilt

L3 e sio m\ 1

PV =1()= —i("M) =
v=o=3 (1) (s
fir ¢ € {m,m+1,...,5m} und P(V = ¢) = 0, sonst.

In dieser Formel (sowie im Wertebereich von V) ist
jede auftretende Fiinf duch s zu ersetzen, wenn je-
der Wurf mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/s eine
der Zahlen 1,2,... s ergibt.

Aus obiger Darstellung ergibt sich zusammen mit
(1), (2) und (3) das Resultat

IP’(XzO)zl—(%) “)
und

& s J(m\ 1
BX=0- 3 ( o )(—1)<i>6—m )

fir ¢ € {m,m+1,...,5m}.

Abbildung 1 zeigt ein Stabdiagramm der Verteilung
von X fiir den Fall m = 2.

PX =k),m=2
04
0,3
0,2 -
0.1 -

|

0123456738910 k

Abb. 1: Stabdiagramm der Verteilung von X, m =2

Hier gilt P(X = 0) = 0,305---. Vergleicht man die-
ses Stabdiagramm mit dem in Abb. 2 dargestellten
fiir den Fall m = 3, so erkennt man neben dem deut-
lich groBeren Wert von P(X = 0) = 0,421 ---, dass
die Werte P(X = k) fiir k > 3 im Vergleich zu dem
entsprechenden Teil des Stabdiagrammes von Abb.
1 zu goBeren Werten hin tendieren. Dieser Effekt
verstérkt sich bei weiterer Vergroferung von m.

P(X =k),m=3
0,4 -

0,3 -
0,2 -
0,1 -

0123456789101112131415k%

Abb. 2: Stabdiagramm der Verteilung von X, m =3

4 Die Zwei-Spieler-Variante

In diesem Abschnitt nehmen wir an, Spieler A wihle
m und Spieler B n Wiirfel. Bezeichnen wir die
zufilligen Punktzahlen von A und B mit X bzw. Y, so
sind X und Y stochastisch unabhéngige Zufallsvaria-
blen, deren Verteilungen durch (4) und (5) gegeben
sind. Dabei ist fiir Y (anstelle von X) nur m durch n
zu ersetzen. Wegen

PX>Y)=)Y PX =P =) (6)

i>j

mit i € {O,m,m+ 1....5m} und j € {0,n,n +
1,...,5n} kann man die Gewinnwahrscheinlichkeit
P(X >Y) fiir A und in gleicher Weise die Gewinn-
wahrscheinlichkeit P(Y > X) fiir B mithilfe eines
Computers berechnen. Tabelle 2 zeigt die auf drei
Nachkommastellen gerundeten Werte von P(X >Y)
(obere Werte) und P(Y > X)) (untere Werte).




min—] 1 ] 2 ]3] 451617
1 | .417|.301|.355|.432 | 498 |.554 | .601
417 ].602 | .567 | 481 .402 | 335 |.279
2 |.602|.421.348 | 369 | 417 | .462 | .501
301 | 421 |.490 | 463 |.399 | 335 | .279
3 |.567.490 |.393|.349 | 358 | .387 | 418
355|.348 [ .393 | .411|.382|.331 | .278
4 | .482[.463 | 411].355]|.329].333|.350
4321369 | 349 | 355 |.347 | 317 | .274
5 [.402].399 [.382].347 [ 314 .298 | .300
498 | 417 | 358 | 329 | .314|.295 | 264
6 |.335|.335|.331| 317 .295| 274 | .265
554 | 462 |.387|.333|.298 | 274 | .250
7 1.279[.279 [ 278 | 274 | 262250 | 237
601 |.501 | .418 | .350 | .300 | .265 | .237

Tabelle 2: P(X > Y) (obere Werte) und P(X <7Y)
(untere Werte) in Abhéngigkeit von m und n

Um Platz zu sparen, haben wir dabei die fiihrende
Null weggelassen und anstelle eines Kommas einen
Dezimalpunkt geschrieben. Als Ablesebeispiel be-
trachten wir den Fall m = 1 und n = 3. Hier gewinnt
A mit der Wahrscheinlichkeit 0,355 und verliert mit
der Wahrscheinlichkeit 0,567. Mit Wahrscheinlich-
keit 1 — 0,355 — 0,567 = 0,078 endet das Spiel in
einem Unentschieden.

Was bei ndherer Betrachtung von Tabelle 2 auffillt,
ist zunichst, dass selbst die Wahl m = 1, die die
Wabhrscheinlichkeit fiir das Auftreten eine Sechs mi-
nimiert, durchaus ihre Berechtigung hat, denn wenn
Spieler B mindestens fiinf Wiirfel wihlt, so ist die
Gewinnwahrscheinlichkeit fiir A grofler als die Ver-
lustwahrscheinlichkeit. Des Weiteren ist ersichtlich,
dass im Fall m =5 und n = 6, in dem beide Spie-
ler den Erwartungswert von X bzw. Y maximiert ha-
ben, A gegeniiber B leicht im Vorteil ist, denn seine
Gewinnwahrscheinlichkeit betrigt 0,298, seine Ver-
lustwahrscheinlichkeit aber nur 0,295. Man erkennt
auch, dass bei dieser Wahl die Wahrscheinlichkeit fiir
ein Unentschieden iiber 60 Prozent betrigt, weil bei
beiden Spielern die Chance fiir das Auftreten min-
destens einer Sechs recht hoch ist.

Was passiert mit den Werten in Tabelle 2, wenn bei
festem m die Anzahl n iiber alle Grenzen wichst
und umgekehrt? Nun, bei festem m ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass Spieler A eine positive Augen-
summe wiirfelt, gleich (5/6)™. Er gewinnt auf jeden
Fall dann gegen B, wenn letzterer mindestens eine
Sechs wiirfelt. Da dieses Ereignis beim Werfen mit n
Wiirfeln mit der Wahrscheinlichkeit 1 — (5/6)" ein-
tritt und dieser Wert fiir n gegen Unendlich gegen 1

konvergiert, ndhern sich die oberen Werte in der m-
ten (Doppel-)Zeile von Tabelle 2 fiir n — oo dem Wert
(5/6)™ an. Die jeweils unteren Werte konvergieren
gegen null, da A iiberhaupt nur dann verlieren kann,
wenn B eine positive Augensumme wirft.

mln—| 1234|567
1 =|—|—|—|+|+|+
2 +|=|—-|—|+|+|+
3 + |+ |=|—|—|+|+
4 + |+ |+ |=|—|+|+
5 — =+ |+ |=]+]+
6 —| == ]—-]—-|=]+
7 — === =]=]=

Tabelle 3: Ein Plus bzw. Minus zeigt an, ob die Ge-
winnwahrscheinlichkeit von A gréBer oder kleiner
als die von B ist

Reduziert man Tabelle 2 auf die Information, ob
PX>Y)>PY >X) oder P(X >Y) <P(Y >X)
oder P(X >Y) =P(Y > X) gilt, also die Gewinn-
wahrscheinlichkeit von A groBer oder kleiner als die
von B bzw. gleich derjenigen von B ist, so ergibt sich
Tabelle 3. In dieser sind die entsprechenden Félle mit
einem Plus- oder Minuszeichen oder einem Gleich-
heitszeichen gekennzeichnet. Was auffillt ist, dass
derjenige Spieler im Vorteil ist, der bei seiner Wahl
der Anzahl der Wiirfel schon weil3, wie viele Wiirfel
sein Kontrahent gewdhlt hat. Wihlt etwa B einen,
zwel, drei oder vier Wiirfel, so kann A jeweils einen
Wiirfel mehr nehmen und ist im Vorteil. Sucht sich B
mindestens fiinf Wiirfel aus, so kann A m = 1 wihlen
und ist ebenfalls im Vorteil.

5 Umsetzung im Unterricht

Stochastik in der Schule lebt von Experimenten, die
echte Fragen beantworten sollten. Diese Forderung
liegt bei dem hier betrachteten Augensummenspiel
in besonderer Weise vor. Zu Beginn konnte man die
Schiilerinnen und Schiiler auffordern, sich zu iiber-
legen, wie viele Wiirfel sie nehmen wiirden, wenn
sie beim oftmaligen wiederholten Spiel im Mittel ei-
ne moglichst hohe Punktzahl erhalten wollen (Ein-
Personen-Variante). Sodann konnte man die Frage
stellen, wie viele Wiirfel sie als Spieler A wihlen
wiirden, um die eigene Gewinnwahrscheinlichkeit
zu maximieren, wenn Spieler B etwa n = 4 Wiirfel
gewidhlt hat. Eine damit einhergehende Prognose
fordert das stochastische Denken, bevor experimen-
tiert, simuliert oder gerechnet wird.

Ehe man den Versuch einer mathematischen Mo-
dellierung unternimmt, sollte dann angesichts der

5



Komplexitit des Problems zunéchst mit Realwiirfeln
experimentiert werden. Dieses behutsame Vorgehen
lasst Raum, um stochastische Erfahrungen zu sam-
meln, und solche macht man in einer motivierenden
Spielsituation besonders gerne. Je zwei Schiilerinnen
und Schiiler entscheiden sich fiir eine bestimmte An-
zahl an Wiirfeln und spielen gegeneinander. Angst
und Gier fiithren vermutlich zur Wahl ganz unter-
schiedlicher Wiirfelanzahlen, und eine anschlief3en-
de Diskussion iiber das Spiel wirft sicherlich vie-
le Probleme auf. Die folgende zentrale Frage, die
mit groler Wahrscheinlichkeit aus dem Unterrichts-
gespriach erwéchst, soll nun genauer betrachtet wer-
den:

Wie viele Wiirfel sollte man nehmen, wenn man weifs,
wie viele Wiirfel mein Gegeniiber gewdhlt hat?

6 Simulation

An dieser Stelle ist der Einsatz eines Rechners sinn-
voll. Gerade in der Sekundarstufe II gehort zu ei-
ner Simulation auch die Interpretation des Ergebnis-
ses. So sollte vor dem Simulieren klar sein, welche
Schwankungsbreite fiir beobachtete relative Haufig-
keiten als Schitzwerte unbekannter Wahrscheinlich-
keiten zu erwarten ist. Die Schiilerinnen und Schiiler
sollten also das 1/+/n-Gesetz kennen. Es kann auch
nicht schaden, mit Konfidenzintervallen vertraut zu
sein, die gerade bei unserem Problem iiberzeugend
einsetzbar sind, dazu spiter mehr.

In Abschnitt 4 wurden fiir einige Kombinationen
m und n von Wiirfelanzahlen die entsprechenden
Gewinnwahrscheinlichkeiten der beiden Spieler auf
analytischem Weg bestimmt. Dieses Vorgehen ist in
der Schule natiirlich nicht méglich, aber die Lehr-
kraft sollte (idealerweise) den damit verbundenen
Weg kennen. Ein solches Hintergrundwissen kann
helfen, im Unterricht eine ,, Tiefbohrung* vorzuneh-
men.

Im Folgenden zeigen wir die Einsatzmoglichkeiten
digitaler Werkzeuge auf. Die Simulationen und (ex-
akten) Berechnungen kénnen zwar ausnahmslos mit
dem weit verbreiteten Programm GeoGebra durch-
gefiihrt werden. Wir mdchten hier aber auch verdeut-
lichen, dass ein in einigen Bundesldndern iiblicher
CAS-Rechner wie etwa der TI-Nspire sinnvoll ein-
gesetzt werden kann.

Zuerst einmal sollte behutsam simuliert werden. Ziel
ist es, fiir verschiedene Werte von m und n Gewinn-
wahrscheinlichkeiten zu ermitteln, um unsere Kern-
frage zu beantworten. Das geht schon mit einem

Zweizeiler, hier einmal exemplarisch durchgefiihrt
mit dem TI-Nspire CAS. Abbildung 3 zeigt fiir m =2
und n = 4 jeweils 5 Simulationen.

H' 1112113 > *Agewinnt < rao {01 B8

4 2
seq[z‘al‘;dlnt(l, cd] 1 5) *lx 4
4 1

seq(randInt(1,6,4),4,1,5) »

Abb. 3: Simulation mit dem TI-Nspire CAS

Hierbei erzeugt der Befehl randint(1,6,n) das n-
malige Werfen eines echten Wiirfels. Der wichti-
ge Folge-Befehl seq(Ausdruck,i,l,w) bewirkt, dass
ein Ausdruck — hier die Generierung mehrerer Zu-
fallszahlen — w-mal wiederholt wird. Diese zur Si-
mulation von Stichprobenverteilungen zentrale Vor-
gehensweise sollte von Schiilerinnen und Schiilern
selbststindig durchgefiihrt werden. Auf der anderen
Seite sind die nachstehenden Berechnungen und Si-
mulationen mit dem TI-Nspire CAS und GeoGebra
schon sehr komplex; hier sollte die Lehrperson Vor-
gaben machen.

Offenbar haben in der in Abb. 3 dargestellten Situati-
on Spieler A und B jeweils zweimal gewonnen, und
einmal endete das Spiel unentschieden.

Mithilfe solcher Simulationen kann jetzt ein Wech-
selspiel ,,Rechner/Bleistift und Papier* erfolgen, wo-
bei sich sukzessive eine Strichliste mit den drei
Moglichkeiten ,,A gewinnt*, , B gewinnt oder ,,Un-
entschieden” aufbaut. Ein solches ,.entschleunigtes®
Vorgehen schafft oft mehr Verstindnis fiir die Sache
als eine ausgearbeitete Lernumgebung, denn Schiile-
rinnen und Schiiler erfahren wieder einmal, dass Va-
riabilitidt und Muster zentrale Erscheinungen des Zu-
falls sind. Auf diese Weise wird auch ein Bezug
zur beurteilenden Statistik hergestellt. Zudem ist der
Aufwand viel zu groB3, die Simulation an dieser Stelle
zu automatisieren.

Als effektiv hat sich das folgende Vorgehen heraus-
gestellt: Jeder Lernende erzeugt eine gewisse Anzahl
an Simulationen, z.B. 50. Danach werden alle Resul-
tate als Kursergebnis zusammengefasst. Schnell ent-
stehen somit etwa 1000 Simulationen und damit zwei
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relative Haufigkeiten als Nidherungswerte fiir die ge-
suchten Wahrscheinlichkeiten, mit m Wiirfeln bzw.
mit n Wiirfeln zu gewinnen bzw. zu verlieren. Bei
einem Stichprobenumfang von N = 1000 ergibt sich
eine Abweichung von ca. +3 Prozentpunkten, wenn
bei einem Schitzwert py (relative Trefferhdufigkeit
aus N Versuchen) fiir eine unbekannte Wahrschein-
lichkeit mit dem WALD-Konfidenzintervall

1,96
~ :l: 9
PN VN
gerechnet wird, siche auch Vehling (2015). Erst da-

nach sollte die Lehrkraft eine komplexere Simulation
als Demonstrationsexperiment einsetzen.

Pn(1—Dpw)

Hierfiir eignet sich besonders das Programm GeoGe-
bra'. Zum einen kann durch Anderung des Stichpro-
benumfangs N die Variabilitit verdeutlicht werden.
Zum anderen ldsst sich durch Variation der Werte
fiir m und n analog zu Tabelle 2 eine Tabelle mit
Schitzwerten der (an dieser Stelle fiir die Schiile-
rinnen und Schiiler noch unbekannten) Gewinn- und
Verlustwahrscheinlichkeiten fiir Spieler A erstellen.
Zudem sollten die erhaltenen Schitzwerte mit Konfi-
denzintervallen (deren Behandlung in einigen Bun-
desldndern obligatorisch ist) versehen werden, um
die Genauigkeit dieser Schitzwerte beurteilen zu
konnen.

0.8 i?’(_l' >Y)
0.6 - *

0.2 1

0123456 7 8 910
Abb. 4: Simulation, m = 2, n variabel

Abbildung 4 zeigt eine mégliche Darstellung der Er-
gebnisse mithilfe von GeoGebra. Es wurden fiir m =
2 und jedes n =1,...,10 jeweils 100 Simulationen
durchgefiihrt und stets der relative Anteil derjenigen
Fille festgestellt, in denen Spieler A gewinnt. Da wir
die zufilligen Punktzahlen von A und B mit X bzw.
Y bezeichnet haben, ist diese relative Haufigkeit so-
mit ein mit P(X > Y) bezeichneter Schitzwert fiir
die Wahrscheinlichkeit P(X > Y). Zusammen mit je-
dem solchen, als Punkt gekennzeichneten Schitzwert

wurde das zugehorige 95%-Konfidenzintervall er-
mittelt und als Strich gekennzeichnet. Die nicht aus-
gefiillten Kreise geben die jeweiligen theoretischen
Wabhrscheinlichkeiten an. Es zeigt sich, dass nur fiir
n = 3 die tatsdchliche Wahrscheinlichkeit nicht vom
Konfidenzintervall iiberdeckt wird, was in ca. 5% al-
ler Fille vorkommen sollte.

Die Bedeutung eines 95%-Konfidenzintervalls kann
an dieser Stelle in einem Kursexperiment erfahren
werden, wenn fiir feste Werte fiir m und n mehr-
mals simuliert und jeweils das zugehdrige 95%-
Konfidenzintervall berechnet wird. Von insgesamt
100 Intervallen sollten etwa fiinf die (unbekann-
ten) Wahrscheinlichkeit nicht iiberdecken. Allge-
mein erscheint uns wichtig, die Bedeutung der
Uberdeckungswahrscheinlichkeit in maoglichst un-
terschiedlichen Situationen immer wieder anzuspre-
chen.

Obgleich diese Simulation die Ausgangsfrage expe-
rimentell beantwortet und eine Simulation in vielen
komplexen Problemstellungen ein effektives Mittel
bereitstellt, zeigen die Uberlegungen des nichsten
Abschnitts, dass wir in unserer Situation zumindest
teilweise den Schleier liiften und fiir bestimmte Wer-
te fiir m und n exakte Wahrscheinlichkeiten bestim-
men konnen.

7 Berechnungen auf Schulniveau

Auch wenn nicht alle Schiilerinnen und Schiiler die
Frage nach einer rechnerischen Losung stellen, soll-
te an dieser Stelle mathematisch modelliert werden,
da sich hierdurch vielfiltige Vernetzungen erdffnen.
Auch wird die Diskussion ertragreicher, iiber Unter-
schiede und Gemeinsamkeiten der beiden Wege zu
diskutieren.

Der Fall m =1 und n = 1 lasst sich relativ leicht
losen: Es gilt: P(X >Y) = 15/36. Fiir m = 1 und
n = 2 kann die Darstellung

(1,1) [ (1,2) [ (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
2,1)1(22)(2,3)|(24)]|(2,5)](2,6)
3.,1)[(3,2)[(3,3) (3.4 | (3.5 |(3.,6)
4,1)(4,2) | (4,3)|(44)| 4,5 | 4,6)
5,1 (5,2)[(5,3) 1 (5.4)|(5,5)](5,6)
(6,1)](6,2) [ (6,3) | (6,3) | (6,5) | (6,6)

Tab. 4: 36 gleich wahrscheinliche Augen-Paare
im Falln =2

IDie in dieser Arbeit verwendeten GeoGebra-Dateien sind vom zweiten Autor erhiltlich.




helfen, die die moglichen, gleich wahrscheinlichen
Ergebnisse des zweiten Spielers (n = 2) aufzeigt. Da-
bei unterscheiden wir die beiden Wiirfel gedanklich
und bezeichnen allgemein mit (i, j) das Ergebnis,
dass Wiirfel 1 und Wiirfel 2 von Spieler B die Au-
genzahlen i bzw. j zeigen.

Offenbar ergeben sich fiir Spieler A (m = 1) fiir
jede seiner fiinf moglichen Augenzahlen 1,2,....5,
die zumindest einen Gewinn in Aussicht stellen,
11 Ausginge, in denen Spieler B mindestens eine
Sechs wiirfelt. Diese Fille fiihren schon einmal zu
5-11 = 55 giinstigen Ergebnissen. Fiir die Augen-
summen 1 und 2 kommen keine weiteren Fille hin-
zu, aber fiir die Augensumme 3 resultiert noch ein
weiteres giinstiges Ergebnis, wenn Spieler B zwei-
mal die 1 wiirfelt. Insgesamt entstehen noch 10 wei-
tere Moglichkeiten, und somit folgt

65
P(X >¥) = o ~0,3009.

Anhand dieser Uberlegungen lisst sich ein Muster
erkennen: Benutzt Spieler B n = 3 Wiirfel, so kann
man sich die Tabelle 4 dreidimensional vorstellen,
wobei ein Gitterpunkt (i, j, k) fiir die Augenzahlen
i, j und k der wiederum durch Nummerierung un-
terscheidbar gemachten drei Wiirfel von B steht. Es
ergeben sich fiir jede Augenzahl 1,2,3,4 oder 5 von
Spieler A insgesamt 6 — 5% = 91 Moglichkeiten,
dass A gewinnt. Diese Situation kann man sich geo-
metrisch so vorstellen, dass von einem 6 X 6 X 6-
Punktwiirfel ein 5 X 5 x 5-Punktwiirfel ,,subtrahiert
wird”, wobei 63 — 5% Punkte iibrig bleiben. Zu diesen
5-91 Moglichkeiten miissen noch 5 weitere Félle ad-
diert werden, da die Augenzahl 4 gegen einen Dreier-
Pasch (1,1,1) gewinnt und sich die Augenzahl 5 ge-
gen jedes der Tripel (1,1,1),(2,1,1), (1,2,1) und
(1,1,2) durchsetzt. Somit folgt
5-91+5 460

Fiir n = 4 erhélt man analog

5-(6*—=5%)+1 3356
6 G

PX>Y)= =~ 0,4316.
Ab n = 5 liefert nur noch der n-dimensionale
Restwiirfel die giinstigen Ergebnisse fiir Spieler 1,
sodass sich das Resultat

5-(6"—=5"
n+1
= %—(%) n=5 (1)

ergibt. Somit kann auf Schulniveau im Fall m =1 fiir
jedes n ein geschlossener Ausdruck fiir die Gewinn-
wahrscheinlichkeit von A angegeben werden.

Natiirlich fiihren auch noch weitere Ansitze zu die-
ser Formel. So kommt man fiir » > 5 auch mit fol-
gendem Ansatz sofort zu (7): Spieler A gewinnt ge-
nau dann fiir » > 5 gegen B, wenn er keine Sechs
wiirfelt und sein Kontrahent mindestens eine Sechs.
Diese Einsicht fiihrt wegen der stochastischen Un-
abhingigkeit dieser Ereignisse zu 2 - (1 — (%)") . Fiir
n — oo (Vernetzung mit der Analysis!) ergibt sich
hieraus der auch schon in Abschnitt 4 hergeleitete
Grenzwert % als ,Langzeit-Ergebnis eines begrenz-
ten Wachstums™.

R L7 L B @O &) X faee

m=1 n=2

» -

P(X > YY) = (0.30093 B(X <Y) = 0.60185
m=1 (1 Wiirfel)

k 1{2]3[|4]5]
HX=4k([1]11]|1]1

n=2 (2 Wiirfel)

k [1]2]3|4]|5|6]|7[8|9]10
HY=KB|0|1|2[3|4|5|4|3|2|1

Eingabe:

Abb. 5: Hinfiihrung zur allgemeinen Formel

Will man das Tiefbohren noch weiter treiben und auf
die Formel (6) hinaus, eignet sich z. B. Abbildung 5.
Diese zeigt samtliche Moglichkeiten fiir die Augen-
zahl (m = 1) bzw. die Augensumme (n = 2) ohne das
Auftreten einer Sechs. Hiermit ldsst sich auf Schul-
niveau der Kern der in (6) auftretenden Doppelsum-
me Y, ;P(X =i)-P(Y = j) und damit der Weg zur
allgemeinen Darstellung verdeutlichen: Kennt man
die Hiufigkeitsverteilungen der Augensummen, so
kann durch Multiplikation der betreffenden Anzah-
len mit anschlieBender Summation die Gesamtan-
zahl der giinstigen Moglichkeiten ermittelt werden.
Letztlich werden fiir absolute Haufigkeiten nur die
beiden Pfadregeln angewandt. Es sollte klar werden,
dass wir das komplexe Problem auf etwas Bekann-
tes zuriickfiihren konnen. Es handelt sich im Kern
Lhur um ein zweistufiges Baumdiagramm. Schwie-
rig daran ist im Prinzip allein das Auffinden der zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeiten. Diese Art der Mo-
dellierung sollte den Schiilerinnen und Schiilern aus




vielfiltigen Problemstellungen vertraut sein: Der ers-
te Wiirfel liefert fiir m = 1 und n = 2 die erste Stufe
des Baumdiagramms mit fiinf Pfaden, die beiden an-
deren Wiirfel die zweite Stufe mit jeweils zehn Pfa-
den - neun Pfade fiir k = 2,...,10 und ein Pfad fiir
das Ereignis ,mindestens eine Sechs beim Wurf mit
zwei Wiirfeln”. In Abbildung 5 wurde bewusst dar-
auf verzichtet, die Anzahl der absoluten Hiufigkei-
ten anzugeben, mit zwei Wiirfeln mindestens eine
Sechs zu wiirfeln. Diese Anzahl kann aus den ge-
gebenen Informationen (hier: 6> — 52 = 11) ermittelt
werden. So konnen Schiilerinnen und Schiiler mit der
GeoGebra-Datei fiir verschiedene Werte fiir m und
n die angezeigten Wahrscheinlichkeiten verifizieren.
Fiir das Beispiel m = 1 und n = 2 ergibt sich etwa

1
o 1L+ (14 1)

+(14+2411)
F(1+2+3+11)]
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= & ~0,3009

PX>Y) =

Soll auch ein Verstindnis fiir die Ermittlung der ab-
soluten Héufigkeiten in den beiden Tabellen (Abbil-
dung 5) erzielt werden, kann an dieser Stelle schon
auf Schulniveau mit erzeugenden Funktionen gear-
beitet werden. So folgt z.B. fiir den Term (x' 4 x?)?
durch Anwendung der ersten binomischen Formel

(x1+x2)2 — 1.x1+1+2.x1+2+1.x2+2

= 1-x2+2X+12%

Die Koeffizienten vor den x-Termen geben die abso-
luten Héufigkeiten (Anzahlen) fiir die moglichen Au-
gensummen 2, 3 und 4 beim Wurf mit zwei Wiirfeln
wieder, wobei die Wiirfel nur die Augenzahlen 1
und 2 aufweisen. Diese schone Anwendung einer bi-
nomischen Formel sowie eines Potenzgesetzes kann
vorher ohne Rechnereinsatz von den Schiilerinnen
und Schiilern durchgefiihrt werden, um die zugrun-
de liegenden Muster und Strukturen zu erkennen.

Um nun die Hiufigkeitsverteilung der Augensum-
men beim n-fachen Wiirfelwurf (ohne Auftreten ei-
ner Sechs) zu erhalten, kann die durch

o) = (P20 a0 (8)

definierte ~ erzeugende  Funktion f,  dieser
Augensummen-Anzahlen betrachtet werden. Aus-
multipliziert finden sich wieder die einzelnen absolu-
ten Hiufigkeiten (Anzahlen) fiir die Augensummen

beim n-fachen Wiirfelwurf als Koeffizienten vor den
einzelnen x-Termen wieder. Mit Schiilerinnen und
Schiilern kann man etwa den Fall n = 2 und viel-
leicht auch den Fall n = 3 betrachten. Hier ergibt
sich

Hx) = 1-24+2-2+3x'+4.%°
+5-x54+4.x"+3. 884207 +1-x1°

fx) = 1804334 +68° +102°+ 1527 + 1828
+19-2° + 18- x'0+ 15.x!" +10-x12+ 6.3
_|_3‘x14_|_1.x15

und man erkennt schon das Wesentliche. Ubrigens
erhilt man hiermit eines der wenigen Beispiele fiir
einen sinnvollen CAS-Einsatz in der Stochastik. Da
ein CAS-System die in (8) auftretende n-fache Mul-
tiplikation auf Knopfdruck realisiert und sogar die
einzelnen Koeffizienten des resultierenden Polynoms
Sn-ten Grades herausfiltert, kann auch in der Schule
fiir jede Spielsituation die betreffende Wahrschein-
lichkeit berechnet werden. Abb. 6 und Abb. 7 zeigen
eine mogliche Umsetzung mit dem TI-Nspire CAS,
wobei als Beispiel m = 1 und n = 2 gewihlt wurde.?

' b *Agewinnt=> GIUE of]] <
e k
l'(_.\’,,*"\'):=(:»:1+:\‘“+Jc'j +x® +x ) » Feriig _
koeffl:=poiyll‘oefl‘s[f{,\;,.w)) v { l,l,l,l‘l.il} I
koeff2:=polyl.:oef1‘s( _x,z.r)J |
»41,2,3,45432100}

03]

a: mﬁwq(koeffl[J m+1- 1]' 0,5 m)
»{0,1,1,1,1,1}
b:=seq(koeff2[5 n+1-i]4,0,5 1
> {'-.-'_'.'.LJ 3,454321}

Abb. 6: CAS-Einsatz 1

' » *Agewinnt =

5 mtl (5 ntl

anzl:= E E (when >ra bL

E=l j=1

RAD{E

hagewi.tu1t:=anzl+sum(a)' (6“~Sl11}1(b)] » 65

. hagewinnt 65
pagewinnt = v
ghtm 216
approx(pagewhmt] » 0.200926

Abb. 7: CAS-Einsatz 2

Die Dateien sowie genaue Erliuterungen der verwendeten Befehle sind vom zweiten Autor erhiltlich.




Eine solche Umsetzung kann und soll sicherlich
nicht jeder Lernende leisten; hier ist eine Binnen-
differenzierung sinnvoll. Es gibt aber immer wieder
begeisterungsfihige Schiilerinnen und Schiiler, die
auch selbststindig hoheren Gesichtspunkten nach-
gehen wollen. Mit dieser kleinen Lernumgebung
konnen nun auch die Werte von Tabelle 2 berechnet
werden, womit die Ausgangsfrage vollstindig gelost
wire. Weill man, wie viele Wiirfel der Gegenspie-
ler ausgewihlt hat, kann man immer eine Wiirfelan-
zahl finden, sodass die eigene Gewinnwahrschein-
lichkeit groBer als die Verlustwahrscheinlichkeit ist.
Dass man bei wenigen Spielen trotzdem verlieren
kann, sollte nach den friiher angestellten Uberlegun-
gen klar sein. Hier sind gerade Simulationen geeig-
net, die Variabilitit in den Vordergrund zu stellen.

8 Nochmals Erwartungswerte

Mit Kenntnis der erzeugenden Funktion (8) und der
Benutzung eines CAS-Systems ist die Ermittlung des
Erwartungswertes [E,,,(X) (zur Erinnerung: der Index
m gibt die Anzahl der gewéhlten Wiirfel an) auch in
der Schule mdoglich, wobei in den Féllen m = 1 und
m = 2 ein Computer sogar unndotig sein sollte. Idea-
lerweise sollte die Lehrperson iiber geniigend Fach-
wissen verfiigen und wie im Abschnitt 2 beschrie-
ben den allgemeinen Term E,,(X) = 3m (%)m ermit-
teln konnen. Ein sicheres Fachwissen ist notwen-
dig, um den Schiilerinnen und Schiilern gentigend
Tiefbohrung zu bieten, im Hinblick auf einen guten
Unterricht aber selbstverstidndlich nicht hinreichend!
Natiirlich kann auch hier ein Vergleich von simu-
lierten arithmetischen Mitteln des Spielgewinns mit
den jeweiligen Erwartungswerten als Prognosen fiir
»~Mittelwerte auf lange Sicht” (Gesetz grof3er Zahlen)
erfolgen.

RN v e . . o
."‘. P (6D A N amc (52
» CAS v Grafik

BT

1 Anz:=Koeffizienten[{xA1+xA24+xA3+ x4+ xA5)An] 101 ¥
Anz := {1.16,136.816, 3876, 15488, 5400 WHLE SR\ 5
by,
y My

s ‘“ih

kWerte:=Folge[5*n-i, |, 0, 5°n]
kWerte := {80,79.78,77,76,75,74, 73,71
EX:={Anz kWerte [ 6~n)

ex . 152507000625 0% 3 o
T 58773123072 Mo 15

4 | P:sin, EX) w = 1000
| - .
alx):=Funktion[3x (5 / 6)Ax,0,50]

Eingabe

Abb. 8: Erwartungswerte

Auch an dieser Stelle ergeben sich wieder Vernetzun-
gen zur Analysis, denn eine Funktion f mit f(x) =
x-e " wird oft im Unterricht behandelt. Wieso sollte

man nicht einmal die Funktion g mit

g(x) =3x- g

betrachten = und eine  Funktions-Diskussion
durchfiihren? Hier hat die Suche nach dem Maxi-
mum wenigstens einen inhaltlichen Grund! Zudem
bieten sich geniigend Argumentationsanldsse, denn
es ist allein schon ein erstaunliches Ergebnis, dass
sich fiir m =5 und m = 6 gleiche Erwartungswer-
te ergeben, die auch gleichzeitig das Maximum der
Funktion g iiber die diskreten Abszissenwerte 1,2, ...
beschreiben.

Abb. 8 zeigt die besonderen Stirken von GeoGebra.
So konnen z. B. durch die Verkniipfung der verschie-
denen Welten berechnete Werte liberzeugend im Gra-
fikfenster dargestellt werden. Weiterhin erkennt man
die besonderen Vorteile einer Listenverarbeitung, mit
der in GeoGebra gearbeitet werden kann. Die Er-
mittlung des Erwartungswertes erfolgt einfach durch
Multiplikation zweier Listen. Diese besondere Multi-
plikation entspricht dem Skalarprodukt in der Analy-
tischen Geometrie. Hierdurch wird das dem Erwar-
tungswert zugrunde liegende Prinzip ,Summe von
Wert mal Wahrscheinlichkeit® besonders deutlich.
Insgesamt werden nur drei Zeilen benotigt, um im
CAS-Fenster den Erwartungswert E,,(X) fiir jedes
m zu erhalten. Eine geschlossene Formel kann so
natiirlich nicht erzeugt werden. Aber nachdem die
CAS-Losung erarbeitet wurde, darf sich eine Lehr-
person im Unterricht sicherlich auch einmal einbrin-
gen und den exakten Term vorgeben. Auch an dieser
Stelle bietet es sich an, vorher zu simulieren. Man
kann, wie in Abb. 8 dargestellt, die Simulation au-
tomatisieren. Eine solche Automatisierung erfordert
schon gute Kenntnisse in GeoGebra. Sinnvoller ist
es, auch hier entweder mit Realwiirfeln zu arbeiten
oder den Rechner zu benutzen, um jeweils nur ei-
ne Simulation durchzufiihren. Mit dem GeoGebra-
Befehl ,, Alle Objekte neu berechnen® lésst sich dann
die Simulation z. B. 10-mal durchfiihren. Die ein-
zelnen Summen konnen nacheinander in die Tabel-
le eingegeben werden, in der sich auch der Mittel-
wert berechnen ldsst. Dieses Vorgehen hat mehrere
Vorteile: Zum einen ist eine derartige Simulation fiir
Schiilerinnen und Schiiler transparenter, zum ande-
ren schilen sich als Nebeneffekt zentrale stochasti-
sche Phinomene heraus. So haben sich etwa bei der
ersten Durchfiihrung der Simulation die Punktzahlen
12, 12, 10, 7, 0, 0, 0, 0, O, 13 ergeben. Fordern Sie
doch einmal ihre Schiilerinnen und Schiiler auf, 10
ausgedachte mogliche Punktzahlen zu notieren. Das
oben angegebene Muster wird aller Voraussicht nach

10



nicht vorkommen, weil der Zufall fiir viele Menschen
,weniger extrem" und damit nach ihrer personlichen
Vorstellung ,,zufélliger* ist. Fiinf Nullen hintereinan-
der erscheinen ,,eher unwahrscheinlich® zu sein.

Die Umsetzung der elementaren Simulation gelingt
wieder durch die Datenstruktur ,Liste” kompakt
und {ibersichtlich. Nur zwei Befehle sind notwen-
dig, wenn die Definition eines Schiebereglers m
fiir die Anzahl der Wiirfel nicht mitgezihlt wird:
(wurf=Folge[Zufallszahl[ 1, 6], i, 1, m]; Wenn[6 €
wurf, 0, Summe[wurf]]).

9 Fazit

Im Stochastikunterricht werden gern Beispiele aus
der Welt des Gliicksspiels benutzt. Es darf bei den
Lernenden aber nicht der Eindruck entstehen, Sto-
chastik sei nur , Wiirfelbudenmathematik®. Unser
gewihltes Beispiel ist zwar ein Gliicksspiel, es bleibt
aber nicht dabei, irgendwelche Wahrscheinlichkei-
ten zu berechnen. Zum einen handelt es sich um
ein echtes Problem, dass umfassend gelost wird: Ein
Spieler mit dem Wissen iiber die stochastischen Zu-
sammenhidnge dieses Spiels kann bei Kenntnis der
gewihlten Wiirfelanzahl des zweiten Spielers eine
Wiirfelanzahl wihlen, die eine hohere Gewinnwahr-
scheinlichkeit aufweist. Zum anderen geht es uns
um Vernetzungen Universitidt/Schule und um die Ver-
netzungen innerhalb der Stochastik. Eine Lehrkraft
benotigt gerade im Bereich Stochastik eine fundierte
Ausbildung, die (deutlich) iiber den Schulstoff hin-
ausgeht. Sie benotigt besonders ein Wissen iiber Zu-
fallsvariablen und deren Verteilung und iiber die Va-
riabilitdt und die Muster des Zufalls. Konkret auf
das Spiel bezogen sollte sie auch eine Antwort wis-
sen, wenn ein Lernender nach einer allgemeinen
Formel fiir die Augensummen-Verteilung beim n-
fachen Wiirfelwurf fragt. Diese Frage kann z. B. auf
Schulniveau mit Mitteln eines CAS beantwortet wer-
den. Ein Lehrender sollte auch die Moglichkeiten fiir
den Einsatz von Simulationen kennen. Ein fundier-
tes Wissen ist zudem eine Grundvoraussetzung dafiir,
dass man sich darauf einlidsst, immer wieder nach

verschiedenen Losungswegen zu suchen und diese
auch im Unterricht zuzulassen. Des Weiteren soll un-
ser Beispiel aufzeigen, dass es vielfiltige Vernetzun-
gen innerhalb der Stochastik gibt, s. Vehling (2012).
Daten und Zufall gehoren zusammen. So kann z.B.
auch bei einem Gliicksspiel der Nutzen von Konfi-
denzintervallen aufgezeigt werden. Die beschreiben-
de Statistik, die Wahrscheinlichkeitsrechnung und
die beurteilende Statistik bilden eine Einheit. Die-
se aufzuzeigen, sollte immer wieder versucht wer-
den, auch unter gelegentlicher Heranziehung eines
Gliicksspiels.
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