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VIII Beispiele zur bayesschen Regel

Experiment 1
Ziehen mit
Zuriicklegen

Schiitzungen

Durchfiihrung
des Experiments

180

1 Entscheiden unter Unsicherheit

Eva wiihlt zufillig einen von drei unterschiedlich gefiillten, duBerlich aber gleich ausse-
henden Beuteln. Sie zieht dann aus dem gewiihlten Beutel eine Kugel, die sie anschlieBenc
zuriicklegt und mit den iibrigen Kugeln vermischt.

Beutel B Beutel C

— B

1  Aus welchem Beutel zieht Eva vermutlich, wenn sie

a) im ersten Zug eine rote Kugel zieht,

b) im ersten Zug eine weille Kugel zieht,

c) im ersten und zweiten Zug je eine weifie Kugel zieht,

d) im ersten und zweiten Zug je eine rote Kugel zieht,

e) im ersten Zug eine weille, im zweiten Zug eine rote Kugel zieht?

2 Eva hat bei Experiment | fiinfmal eine Kugel gezogen. Sie erhielt: weil3, weil}, weiB,
weiB, rot. Nach jeder Ziehung haben Ulrike und Volker gefiihlsméBig geschitzt, mit welche
Wahrscheinlichkeit Eva den Beutel A, B oder C verwendet:

Schiitzung Ulrike Schitzung Volker

Nr. | Farbe A B C A B C
anfangs 33% 33% 33% 33% 33% 33%
1 weill 55% 30% 15% 60 % 25% 15%
2 weil} 60 % 30% 10% 70% 20% 10%
3 weill 75 % 20% 5% 85% 10% 5%
4 weil} 80 % 18 % 2% 95 % 4,5% 0.5%
5 rot 0% 95% 5% 0% 100 % 0%

a) In beiden Schitzungen sinkt zunéchst die Wahrscheinlichkeit fiir Beutel B. Dann steigt
sie plotzlich stark an. Wie ist das zu erkldren?
b) Welcher Schitzung stimmst du eher zu? Gib selbst eine Schitzung ab.

3 Fiihre das Experiment in deiner Klasse durch: Ein Schiiler wihlt zufilli g einen der
gleich aussehenden Beutel. Aus diesem Beutel zieht er eine Kugel, zeigt die Farbe, legt die
Kugel zuriick und mischt.

Die Ziehungen werden wiederholt, bis ihr ,.hinreichend sicher entscheiden konnt, welcher
Beutel vorliegt. Wihrend des Versuchs protokolliert jeder seine Schiitzungen. Am Ende
wird der Inhalt des Beutels eingesehen und die getroffene Entscheidung iiberpriift.



Entscheiden unter Unsicherheit

Experiment 2

Ergebnis Regel

!
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Durchfiihrung

des Experiments

a priori: anfangs
a posteriori: nachrréglich

Hinweis zum
Schitzen

Entscheiden

Hiki wirft gleichzeitig zwei Miinzen. Nach jedem Wurf sagt sie ,, Treffer (T) oder
LNiete® (N) gemil einer der beiden Regeln:

Regel I: Wenn beide Miinzen ,,Kopf* zeigen sagt sie ,, Treffer”, sonst ,,Niete™.

Regel II: Wenn mindestens eine Miinze ,, Kopt™ zeigt, sagt sie ,, Treffer”, sonst ,.Niete".

4  a) Was sagt Hiki in Experiment 2 bei dem Versuchsablauf:

77, 7K, 77, KK, KZ, KK, KZ, ZK, wenn sie Regel 1 (Regel 1I) anwendet?

b) Bei zehn Wiirfen ergabsich TTTNTTNNTT (TTNNNTN NN N).
Nach welcher Regel hat Hiki vermutlich geantwortet?

S Hiki hilt die von ihr gewiihlte Regel Nr. Antwort Regel Regel 11
geheim. Beate versucht Schritt fiir Schritt anfangs 50% 50%
herauszufinden, welche der beiden Regeln 1 Niete 60 % 40%
Hiki anwendet. Hier ihre Notizen. 2 Treffer 50% 50 %
a) Wie wirkt sich Treffer bzw. Niete auf 3 Niete 60 % 40%
Beates Schiitzung aus? 4 Niete 70% 30%
b) Ist deiner Meinung nach Beates Schiit- 5 Niete 75 % 25%
zung am Ende ,,80 % fiir Regel I eher zu 6 Treffer 72 % 28%
grof} oder eher zu klein? 7 Niete 80 % 20%

6  Fiihre das Experiment in deiner Klasse durch. Schiitze nach je 5 Wiirfen, mit welchen
Wahrscheinlichkeiten die Regeln I und II benutzt werden. Entscheide dich nach 15 Wiirfen
und priife anschliefend, ob die Entscheidung richtig war.

In manchen Situationen ist man unsicher: Verschiedene Alternativen sind mdglich, man
kann aber nicht sagen, welche zutrifft. Man ordnet diesen Alternativen Wahrscheinlich-
keiten zu.

Um die Unsicherheit zu reduzieren, sammelt man Informationen (,.Indizien*), die meist
verschieden stark fiir die einzelnen Alternativen sprechen. Man wird veranlasst, die
Wahrscheinlichkeiten zu iiberdenken und méglicherweise abzuiindern.

Die Wahrscheinlichkeiten, die man den Alternativen am Anfang zuordnet, heiflen
a priori Wahrscheinlichkeiten; die in der Folge von Beobachtungen moglicherweise
gednderten Wahrscheinlichkeiten nennt man a posteriori Wahrscheinlichkeiten.

Wenn ein Indiz durch eine Alternative wahrscheinlicher hervorgerufen wird als durch die
anderen, dann spricht die Beobachtung dieses Indizes eher fiir das Vorliegen dieser Alterna-
tive. Das Indiz stiitzt diese Alternative.

So hat in Experiment 1 das Ziehen von ,,weif8* bei den Beuteln A, B, C die Wahrscheinlich-
keiten 1 bzw. 3 bzw. —f, Deswegen stiitzt das Indiz ,,weil* die Alternative ,,Eva zieht aus
Beutel A* viermal stiirker als die Alternative ,,Eva zieht aus Beutel C*“. Die Alternative
,-Eva zieht aus Beutel B wird dreimal stéirker gestiitzt als die Alternative ,,Eva zicht aus
Beutel C*.

Wenn die a posteriori Wahrscheinlichkeit einer Alternative durch hinreichend viele Informa-
tionen geniigend groB geworden ist, ist man bereit, sich fiir diese Alternative zu entschei-
den. Die Summe der iibrigen a posteriori Wahrscheinlichkeiten gibt an, wie stark man trotz
der Entscheidung noch an die restlichen Alternativen glaubt. Es handelt sich um die
Irrtumswahrscheinlichkeit.
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Entscheiden unter Unsicherheit

Beispiel 1

In der Tabelle zu Aufgabe 2 hiitte sich Ulrike nach viermaligem Auftreten des Indizes
~weil}* fiir die Alternative ,,Eva zieht aus Beutel A* entschieden. Wie groB schiitzt sie zu
diesem Zeitpunkt ihre Irrtumswahrscheinlichkeit ein?

Ldsung:

Obwohl Ulrike auf Beutel A tippt, glaubt sie (Tabellenzeile 4) mit 18 % + 2 % = 20 % Wahr-
scheinlichkeit an die Alternativen ,, Eva zieht aus Beutel B* oder ,,Eva zieht aus Beutel C*.
Ulrike schitzt-ihre Irrtumswahrscheinlichkeit auf 20 %.

vier Alternativen Beispiel 2

Walter wiihlt einen der vier Beutel A, B, C, D und zieht daraus eine weifle Kugel.

a) Fiir welchen Beutel spricht dieses Indiz am stirksten? Wievielmal stérker spricht es fiir
Beutel C als fiir Beutel B?

b) Walter zieht aus dem Beutel dreimal mit Zuriicklegen ,,weil}, weil}, rot™. Welche der vier
Alternativen wird durch das dreistufige Indiz ,,wwr" am stérksten gestiitzt?

Losung:

a) Das Indiz ,,weil* besitzt unter den vier Alternativen die Wahrscheinlichkeiten _%, %, %, %
Die Alternative ,,Walter zieht aus Beutel D wird am stirksten gestiitzt. Das Indiz spricht

% : % = 1.5-mal stiirker fiir die Alternative .,Walter zieht aus Beutel C* als fiir die Alternative
., Walter zieht aus Beutel B,

b) Man wendet die Pfadregel an. Die Reihenfolge der Farben spielt keine Rolle.

Die Wahrscheinlichkeiten des Indizes ,,wwr* sind unter den vier Alternativen

.11 4_ 4 29 L 2.2.3_12 %
Beutel A: 5% -—5———-|25~3,_ 0, Beutel B: 5°3 5—]25—-9,6 o,

0 3.3.2_18 _ 449 . 5.5.0_0 _go9
Beutel C: 5°5'5 125 I, o, Beutel D: 5'5°% 123 0,0 o .

Die Alternative ,,Walter zieht aus Beutel C* wird am stérksten gestiitzt.

Aufgaben Irrtumswahrscheinlichkeit

7 a) In der Tabelle zu Aufgabe 2 entscheiden sich Ulrike und Volker im letzten Schritt
fiir die Alternative ,,Eva zieht aus Beutel B“. Wie schitzen die beiden ihre Irrtumswahr-
scheinlichkeit ein?

b) In der Tabelle zu Aufgabe 5 entscheidet sich Beate im letzten Schritt fiir die Alternative
»Hiki benutzt Regel I**. Wie schiitzt Beate ihre Irrtumswahrscheinlichkeit ein?

*8 Ulla meint, Fehlentscheidungen lassen sich beim Ziehen mit Zuriicklegen von Kugeln
aus Beuteln sicher vermeiden, wenn man oft genug zieht. Hat sie recht?

Stiitzen, Pfadregel
O  Babsi wiihlt einen der drei Beutel A, B, C und zieht daraus ,,rot* (in drei Ziigen mit

Zuriicklegen ,.rot, rot, weif*). Wie grof sind jeweils die Wahrscheinlichkeiten des beobach-
teten Indizes? Welche der drei Alternativen wird am stédrksten gestiitzt?

Llegosltflﬁz 10 a) Mario hat zwischen einem Legostein und einem Wiirfel gewihlt. Er wirft ,,3%,

2 [15% Benutzt er eher einen Wiirfel oder eher einen Legostein?

i ;‘g z’f b) Auch Micha wiihlt zwischen einem Legostein und einem Wiirfel. Er wirft dreimal und

5 |15 c; erhilt ,,3—4-3". Berechne mit der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit dieses Indizes. Welche
6 | 11% Alternative: Wiirfel oder Legostein wird durch dieses Indiz stirker gestiitzt?
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Themas Bayes
(sprich belz,
1702-1761)

Joseph Bertrand
(1822-1900)
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Experiment 3

2 Regel von Bayes

1  Bertrands Schubfachproblem

Bertrand hat drei gleich aussehende Schrinke mit je zwei Schubladen. In jeder Schublade
liegt eine Miinze; im ersten Schrank gg enthalten beide Schubladen Goldmiinzen, im zwei-
ten Schrank gs liegt eine Gold- und eine Silbermiinze. Im dritten Schrank ss enthalten
beide Schubladen Silbermiinzen. Frank wihlt zufillig einen Schrank, zieht zufillig eine
Schublade und sieht eine Goldmiinze. Wie grof ist nach dieser Entdeckung die Wahrschein-
lichkeit, dass auch die zweite Schublade eine Goldmiinze enthilt?

Frank tippt, wie die meisten Menschen, auf 1. Die richtige Losung lautet aber 2. Wie konn-
te man das durch ein Experiment bestétigen?

In einem Beutel liegen sechs Chips. Einer ist beiderseitig schwarz: ss, drei sind auf einer
Seite schwarz, auf der anderen Seite weil: sw, und zwei sind beiderseitig weili: ww.

Helge greift in den Beutel und zieht zufillig einen Chip. Welche Farben hat der Chip?

Die a priori Wahrscheinlichkeiten der drei Alternativen sind ¢ fiir ss, 2 fiir sw,  fiir ww. Um
die Unsicherheit iiber die Farbkombination zu reduzieren, wirft Helge den gezogenen Chip.
Schwarz liegt oben. Welche a posteriori Wahrscheinlichkeiten ergeben sich aus diesem Indiz
fiir die Farbkombination?

3
[

Bayes-Diagramm (nur das tatséichlich

Baumdiagramm verkiirztes Baumdiagramm beobachtete Indiz interessiert)
Fig. | Fig. 2 Fig. 3
Die Pfade zum Indiz ,,5* haben die Wahrscheinlichkeiten
Pfad iiber ss: é_ -1 = Tzf
Pfad iiber sw: 3.1 =3
Pfad iiber ww: % -0 = %
5

Andere Begriindung:

Die Wahrscheinlichkeiten,
mit denen die Alternativen
fiir das Indiz verantwort-
lich sind, verhalten sich
wie 3 zu 2 zu 0, es handelt
sich daher um 3, 2 und 2.

Summe (totale Wahrscheinlichkeit):

(38 ]

Die totale Wahrscheinlichkeit % gibt an, ,,wie sehr” man das Indiz ,,s* vor dem Wurf erwar-
tet hiitte. Die einzelnen Alternativen liefern unterschiedlich groBe Beitréige 5, - und |—°1 hier-
zu. Die a posteriori Wahrscheinlichkeiten der Alternativen sind die Anteile dieser Beitréige
an der totalen Wahrscheinlichkeit:

a posteriori Wahrscheinlichkeit
2

- 2.5 _2_ G
von §S: 5 35T 40 %
. 3.5 _3_
vonsw: S i5=% =60%
. 0.5 _0_
VOon Ww: ——[2.——12—5—0%

Die Wahrscheinlichkeiten der Alternativen ss, sw, ww haben sich durch Beobachtung des
Indizes ,.s* von 16,7 % bzw. 50 % bzw. 33,3 % auf 40 % bzw. 60 % bzw. 0 % gedndert.
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Regel von Bayes

erster Schritt

zweiter Schritt

beide Schritte auf
einmal

184

Regel von Bayes: Man erhiilt die a posteriori Wahrscheinlichkeit einer Alternative, in-
dem man die Wahrscheinlichkeit des zugehérigen Pfades durch die totale Wahrschein-
lichkeit des beobachteten Indizes teilt.

a posteriori Wahrscheinlichkeit einer Alternative = ~ awscheinlichkeit des zugehrigen Prades

totale Wahrscheinlichkeit des Indizes

Beispiel 1

Welche a posteriori Wahrscheinlichkeiten ergeben sich bei Experiment 3 fiir die Farbkomt
nationen ss, sw, ww, wenn der Chip, den Helge zufillig gezogen hat, in zwei Wiirfen beid
Mal ,,weil}* zeigt?

Loésung 1:

Verwende die Regel von Bayes zweimal nacheinander, wobei die a posteriori Wahrschein-
lichkeiten nach dem ersten Schritt die a priori Wahrscheinlichkeiten des zweiten Schrittes

sind.

Wahrscheinlichkeiten der Pfade zum Indiz: H : 2 a priori
i I 0
tiber ss: =0 == )
- ﬁ: 1 |32 Alternativi
ibersw: 2.3 =433
- o 2 _ 4
iiberww: 2-1 =3
Summe: 5
a posteriori Wahrscheinlichkeiten:
Alternative ss: 3 :5=2 0 : s .
: i.7_3 7 7 7 a posterio
Alternative sw:  5:75=3
: . 4 .7 4 % s &
Alternative ww: 5:35=73 Bayes-Diagramm, einstufiges Indiz
Fig
Wabhrscheinlichkeiten der Pfade zum Indiz: 6 i . i
. . o 4 3 3 a priori
iberss: -0 =4
.. . 3 1 _3
iibersw: $-3 =4
. .4 _ 8
iberww: -1 =4
Summe: i
a posteriori Wahrscheinlichkeiten:
Alternative ss: i h=4
. 3.1 3 L 2. 2 :
Alternative sw: 371 5=177 ] T T a posterio
i . &1 _ 8 ; . ;
Alternative ww: 14004 1 Bayes-Diagramm, einstufiges Indiz
Fig
Losung 2:
Betrachte ,ww* als zweistufiges Indiz. i 3 2 a priori
Wahrscheinlichkeiten der Pfade zum Indiz: )
o ) Alternativ
tiberss: £-0-0 =0
o . 3,11 3
iibersw: z£-3-3 =3
o .2 _ 8
tber ww: z-1-1 =3
Summe: 21
a posteriori Wahrscheinlichkeiten: 0 3 8 )
i i N m a posterio
fiir ss: 0:4 =0 ! " ' :
- : 3.1 _ 3 . . .
fiir sw: FrRE TR T Bayes-Diagramm, zweistufiges Indiz
firww: £y =& Fig

Durch Beobachtung des Indizes ,,ww* haben sich die Wahrscheinlichkeiten der Alternative

von ;= 16,7% bzw. $=50% bzw. Z=~33,3% verindert zu:

0bzw. +=273% bzw. £=727%.



Regel von Bayes

Rechnung mit 4 giiltigen
Ziffern

Beispiel 2
Die beiden Regeln, nach denen Hiki in Experiment 2 (S. 181) die Ergebnisse ihres Doppel-
Miinzwurfs als Treffer (T) und Niete (N) bekannt gibt, sind a priori gleich wahrscheinlich.
In einem dreistufigen Experiment nennt Hiki nacheinander ,, Treffer, Niete, Treffer”. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit antwortet sie nach Regel 117

Losung:

Die Wahrscheinlichkeiten fiir ,, TNT* sind bei Regel I: -3 -4 =2 und
bei Regel II: 3-4-3=2.

Wabhrscheinlichkeiten der Pfade zum Indiz: i

iiber Regel I: A =3 2
iiber Regel II: ;’9; ) SUmme: (__Regell ) ( Regelll )

=18
a-posteriori- ~Wahrscheinlichkeiten
fiir Regel I: 2 2=2s

18128 12

Indiz ,,TNT*
fiir Regel II: o=

> 81T 2T 4 g 3 5 a posteriori
Hiki antwortet mit der Wahrscheinlichkeit 3

nach Regel II. Bayes-Diagramm, dreistufiges Indiz

o=

a priori

M= —

2
&

Elw

s | =

Beispiel 3

Nele hat zwischen einem Wiirfel und einem
Lego-Achter gewihlt. Beide Alternativen
sind a priori gleich wahrscheinlich. Sie wiir-
felt nacheinander 4, 3, 1, 3. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit verwendet sie einen Wiirfel
Legostein? Legostein | 11% |1,
Losung 1:

Man schaltet vier Bayes-Diagramme hinter- 0.5 05 a priori
einander. ( Wiirfel ) ( Lego )
Rechenbeispiel Schritt 1:
Pfad 1: 0,5 =0,0833 } 03553

Pfad2: 0,5-0,3 =0,1500 ' (03571 ) (06429 )  aposteriori
a posteriori Wahrscheinlichkeiten: : 0.45

Wiirfel: 0,0833 : 0,2333 =0,3571 ;

Lego: 0,1500:0,2333 =0,6429 ( 0,1706 ) (0‘8294 ) a posteriori

Rechenbeispiel Schritt 2: \ 0,11
; 1 = 5
Pfad 1: 03571 -1 0,0595 } 0.3488 5 ( I )

Pfad2: 0.6429-045  =0,2893 (o7 ) (07623 ) aposteriori
a posteriori Wahrscheinlichkeiten: ] 0.45

Wiirfel: 0,0595 :0,3488 =0,1706 5

Lego: 0,2893 : 0,3488 = 0,8294 0.1035 0,8965 a posteriori
Losung 2: Fig. 2
wd—3—1-3“ist ein vierstufiges Indiz.
Wahrscheinlichkeiten der Pfade zum Indiz:

-
-r—:
=
W

0,5 0.5 a priori

iiber Wiirfel: 0,5-(1’ =0,0003858
iiber Lego: 0.5-0.3-0,45-0,11-045 =0,003341 % A G A
Summe: 0,003727 T
a posteriori Wahrscheinlichkeiten:
oo 0,0003858
Wiirfel: 0003727 0,1035 0.1035 0.8965 a posteriori
Lego:  Qooasy = 08965 Fig. 3

Nele verwendet mit fast 90%iger Wahrscheinlichkeit einen Lego-Achter.
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Regel von Bayes

Aufgaben

Wenn man nur einmal
wirft, handelt es sich um
Bertrands Schubfach-
problem.

186

Einmalige Anwendung der Regel von Bayes, einfaches Indiz

2 Zwei duBerlich gleich aussehende Bayes-Diagramm zu a)
Socken sind wie folgt mit roten ,,r* und 1 i
weilen ,,w* Kugeln gefiillt.

Socke 1
Iw

a) Socke 1:rrw Socke 2: rww

b) Socke 1: rrww Socke 2: rwww

c) Socke 1: rrw Socke 2: rrrrww

d) Socke l: rrwww  Socke 2: rr Fig.

Eine der Socken wird zufillig ausgewihlt, ihr wird zufiillig eine Kugel entnommen, sie ist
rot. Berechne jeweils die a posteriori Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Socken.

3 Fiinf gleich aussehende Socken sind Bayes-Diagramm zu a)

mit Kugeln gefiillt: 1 4
a) eine Socke mit Fiillung 1: rrrrw ,
vier Socken mit Fiillung 2: rwwww ,
b) drei Socken mit Fiillung 1: rrww ,
zwei Socken mit Fiillung 2: rwwww.
Man zieht aus einer zufillig gewihlten Fig. -
Socke zufillig eine Kugel. Sie ist rot. Berechne die a posteriori Wahrscheinlichkeiten der
Fiillungen 1 und 2.

4 Lose Bertrands Schubfachproblem (Aufgabe 1, S. 183) mit einem Bayes-Diagramm.

3

5 Von drei Chips ist einer beiderseitig
weill (ww), einer beiderseitig schwarz (ss),
der dritte ist auf einer Seite schwarz, auf ei-
ner Seite weill (sw). Tomek zieht zufillig
einen Chip und wirft ihn zweimal (dreimal).
Jedes Mal ist weiB zu sehen. Wie groB ist die Fig. :
a posteriori Wahrscheinlichkeit, daB Tomek einen sw-Chip gezogen hatte?

ol

1
3

6  Von vier Chips sind zwei beiderseitig schwarz, einer ist beiderseitig weiB, einer ist auf
einer Seite weil, auf der anderen Seite schwarz. Man zieht zufillig einen Chip. Er ist auf ei-
ner Seite schwarz. Zeichne ein Bayes-Diagramm und berechne die Wahrscheinlichkeit, dass
auch die andere Seite schwarz ist.

7  30% aller Teilnehmer einer Konferenz sind Amerikaner. Die Wahrscheinlichkeit, daB
ein Amerikaner zum Friihstiick Tomatensaft trinkt, ist 20 %. Bei einem Nichtamerikaner be-
trigt sie nur 2 %. Du siehst einen Konferenzteilnehmer Tomatensaft trinken. Zeichne ein
Bayes-Diagramm. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass er Amerikaner ist.

8 Drei Tiimpel enthalten 1, 2 bzw. 3 1 1 1

3 3 3
Fische. Ein Tiimpel wird zufillig ausgewihlt (_ Timpel o ) ( Timpel oot ) ((Timpel oo
und hier wird ein Fisch gefangen, markiert : :
und wieder freigelassen. Am niichsten Tag (_gefangener Fisch ist markiert )

wird in demselben Teich wieder ein Fisch 1 L 1

3 3
gefangen, der markiert (unmarkiert) ist. Wie (_Timpel o« ) (" Tiimpel o ) ( Tiimpel oo
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der aus- [ :
gewihlte Timpel 1, 2 bzw. 3 Fische enthilt? (Lgefangener Fisch ist unmakiert )

Fig. 4

(=]



Regel von Bayes

9  Ineinem Strafprozess kommen aufgrund eindeutiger Indizien nur der Chauffeur (C),
der Girtner (G) oder der Kellner (K) als Titer in Frage. Die Kommissarin hilt C, G, K der
Reihe nach mit den Wahrscheinlichkeiten 20 %, 30 %, 50 % fiir den Titer. Nun taucht ein
neues Indiz auf: der Titer hat am Tatort eine Filterzigarette geraucht. C ist Nichtraucher, G
und K sind starke Raucher, G raucht in 50 %, K in 90 % aller Fille Filterzigaretten. Wie
sollte die Kommissarin ihre Wahrscheinlichkeiten abéndern?

10 Die a priori Wahrscheinlichkeit, dass 0,035 %

nachts ein abgestellter PKW aufgebrochen ( Antbrach ) ( e Anfbruch _)
wird, betriigt 0,035 %. Wenn er aufgebro-
chen wird, dann schldgt die Alarmanlage

mit 99,5%iger Wahrscheinlichkeit an. Aber -

auch wenn sich niemand am Auto zu schaf- [ Alarmanlage ]

fen macht, geht die Alarmanlage manchmal gront

von selbst an. Die Wahrscheinlichkeit eines Fig. 1

Fehlalarms betrigt 0,1 %. Die Alarmanlage ertont.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der PKW aufgebrochen wurde?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der PKW aufgebrochen wurde, wenn der Fehl-
alarm nur mit Wahrscheinlichkeit 0,02 % ausgelost wird? Vergleiche mit a).

11 , Wer einmal liigt, dem glaubt man 0.9% 0.1%

nicht.“ Um ein Bayes-Diagramm zu diesem [W
Sprichwort zeichnen zu kénnen, unterteilen wiirdig glaubwilrdig
wir Menschen in glaubwiirdige und weniger

glaubwiirdige. Auf welchen a posteriori 0.001%
Wert sinkt die Wahrscheinlichkeit, daf3

Selke glaubwiirdig ist, nachdem man ihn

einmal beim Liigen erwischt hat? [ Indiz: Selke wurde J
Benutze die willkiirlich gesetzten Zahlenan- beimLagen cowischt
gaben des Diagramms. Bayes-Diagramm zum Sprichwort

Fig. 2
Wiederholte Anwendung der bayesschen Regel, mehrstufige Indizien

12 Von sechs Chips ist einer beidersei- L
tig weifl (ww), einer beiderseitig schwarz
(ss), die iibrigen vier sind auf einer Seite
schwarz, auf einer Seite weill (sw). Adi
zieht zufillig einen Chip.

a) Er wirft ihn, weil liegt oben.

Er wirft nochmals: wieder weil3.

Auch beim dritten Mal zeigt sich weil.
Berechne nach jedem Schritt die a posterio-
ri Wahrscheinlichkeiten der drei méglichen
Farbkombinationen, wobei die a posteriori
Wahrscheinlichkeiten gleichzeitig die a pri-
ori Wahrscheinlichkeiten der folgenden
Stufe sind.

b) Kontrolliere dein Endergebnis durch ein-
malige Anwendung der Regel von Bayes
mit dem dreistufigen Indiz ,,www*.

EIES
1

! zu a), b), ¢)

=
e
fom
™~
[=
(=2
—

Indiz ,,www"
Fig. 3
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Regel von Bayes

13 Ein Beutel enthélt zehn Chips. Fiinf sind beiderseitig weill (ww), zwei sind beidersei-
tig schwarz (ss). Die tibrigen drei sind schwarz-weif} (sw). Ein zufillig gezogener Chip wil
wiederholt geworfen. Achtmal fillt weif3, beim neunten Mal fillt schwarz, dann noch zwei
mal weif3.

a) Rechne im Heft nach, dass die Angaben der Zeilen 1 und 2 der Tabelle stimmen.

b) Erklére anschaulich den Sprung der a posteriori Wahrscheinlichkeiten nach dem achten
Wurf.

*¢) Welche Bedeutung hat das starke Anwachsen der totalen Wahrscheinlichkeit auf

tiber 99 %?

Auf der Begleirdiskerte
WBAYES™ ist diese Tabelle
mit Rechenschema als
Works- und Excel-Datei

gespeichert:
CHIP532.WKS,
CHIP532.XLS.

Warum bleibt sie nach dem Auftreten von ,,schwarz* konstant bei 0,5 ?

»Ein positives

Testergebnis hat
fiir den Patienten
negative Folgen*

Nr. | In- Nebenrechnungen totale
diz | Chip ww Chip sw Chip ss | Pfad | Pfad 2 Pfad 3 Wahrsc

anfangs 0,5 0,3 0,2

1 w 0,769231 0,230769 0 0,5 0,15 0 0,65

2 w 0,869565 0,130435 0 0,769231 0,115385 0 0,88461

3 w 0,930233 0,069767 0 0.869565 0,065217 0 0,9347¢

4 w 0,963855 0,036145 0 0.930233 0.034884 0 0,96511

5 w 0,981595 0,018405 0 0,963855 0,018072 0 0,9819:

6 w 0,990712 0,009288 0 0,981595 0,009202 0 0,9907¢

7 w 0,995334 0.004666 0 0,990712 0,004644 0 0,9953:

8 w 0,997662 0,002338 0 0,995334 0,002333 0 0,9976¢

9 s 0 1 0 0 0,001169 0 0.,0011¢

10 w 0 | 0 0 0.5 0 0,5

11| w 0 1 0 0 0,5 0 0,5

1
3

( B: \'\;WWI' J ( C:\;IITIT

WWWwwr

14 Adam wiihlt zufillig einen der drei !
Beutel A, B, C und zieht daraus fiinfmal mit ( A Wwww )
Zuriicklegen das Farbmuster ,,w wwwr*.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass

Adam aus Beutel C zieht?

Gafse

Fig.

0,1%

15 Ein Test zur Diagnose der Krankheit 99,9 %
Xelophanitis (,,Xelo*) schligt mit 96%iger
Wabhrscheinlichkeit an, wenn man an Xelo
erkrankt ist. Man sagt dann, der Test ist po-
sitiv. Wenn man gesund ist, fillt das Tester-
gebnis mit 94%iger Wahrscheinlichkeit
negativ aus. A priori haben bei einer Rei-
henuntersuchung 0,1 % aller Teilnehmer
Xelo.

Frau Sauer unterzieht sich bei einer Reihen-
untersuchung diesem Test. Er ist positiv. Fig.
a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Frau Sauer tatsiichlich Xelo hat?

b) Da Frau Sauer beunruhigt ist, wiederholt sie den gleichen Test.

Jetzt ist das Ergebnis negativ.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit einer Erkrankung nun?

Testergebnis positiv

Testergebnis negativ




Regel von Bayes

Das Gefangenenparado-
xon hat die gleiche Struk-
tur wie das bekannte Zie-
genproblem (Band 7).

Ein Vergleich mit Aufgabe
18 zeigt, dass die Bedin-
gung, unter der eine Infor-
mation zustande kam, we-
sentlich ist.

16 Der Schalter einer Lampe ist defekt, 0,98 0,02
d.h. er schlieft bei Betiitigung nur in 30 %

aller Fille. Obwohl Ulla den Schalter Gliihbirne ganz
10-mal probiert hat, bleibt es dunkel: ,,d*.
Berechne die a posteriori Wahrscheinlich-
keiten der Alternativen ,,Birne ganz* und
»Birne defekt” unter der Voraussetzung,
dass die Birne a priori mit 98%iger Wahr-
scheinlichkeit ganz war.

Alternative |
Gliihbire
durchgebrannt

( Indiz ,dddddddddd* )

Fig. 1
17 Bianca hat drei Miinzen mit einem Be- & N N 3
cher geworfen. Darunter zeigen 0, 1, 2 oder [dreimal K ] [ zweimal K} [ cinmal K ] [keinmal KJ
3 Miinzen ,,Kopf“. Bianca hebt den Becher keinmal Z einmal Z zweimal Z dreimal Z
vorsichtig an und sieht als Indiz, dass die
vorne liegende Miinze ,,Kopf™ zeigt.
a) Warum sind die vier Alternativen a priori
nicht gleich wahrscheinlich?
b) Berechne die a posteriori Wahrschein- [ Indiz: eine zufillig geseheﬂ
lichkeiten der vier Alternativen. Miisize Zeigt Kopf

Fig. 2
Zum Griibeln

%18 Gefangenenparadoxon I: Jim, Lukas und Tur wurden verurteilt. Einer der drei wurde
ausgelost und begnadigt. Jim denkt sich, die Wahrscheinlichkeit, dass ich es bin, ist 4. Er
sagt dem Wirter: ,,Da nur einer von uns dreien begnadigt wurde, kommt mit Sicherheit Lu-
kas oder Tur ins Gefiingnis. Du verriitst mir also nichts, wenn du mir einen der beiden
nennst.” Darauf sagt der Wiirter: ,, Tur kommt ins Gefingnis.” Jim schopft Hoffnung. Da Tur
ins Gefiingnis kommt, wurden entweder Lukas oder ich begnadigt. Meine Chance, be-
gnadigt worden zu sein, ist von 3 auf ; gestiegen. Zeige mit der Regel von Bayes, dass
diese Uberlegung falsch ist.

a) Warum muss der mittlere Pfad im Bayes- % 1 3
Diagramm mit I bewertet werden? Denke [ Jim wurde J [Lukas wurdej [ Tur wurde ]
daran, dass der Wirter Jim nichts verraten begnadigt begnadigt begnadigt
dart. Insbesondere darf er dem Jim niemals

sagen: ,,Du wurdest begnadigt.”

b) Ergiinze das Diagramm und rechne nach, 1
dass trotz der Information des Wiirters Jims
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit einer Be- ( Indiz: Wirler sagt zu Jim: ]
gnadigung nicht angewachsen ist. »Tor kommt ins Gefingpis”

Fig. 3
*19 Gefangenenparadoxon II: 4 1 3
Diesmal kam dem Jim nicht durch bewusstes _
Befragen des Wiirters, sondern durch zufilli- [ {;?g:zﬂgf ] [Lﬁlggi:é?é?e] [ {2;::;2‘:’}
ges Mithoren eines Gesprichs zu Ohren, dass
Tur ins Gefingnis kommt. Begriinde, dass an
den beiden ersten Pfaden des Diagramms
gleiche Wahrscheinlichkeiten stehen miissen
und rechne nach, dass die Wahrscheinlich-
keit seiner eigenen Begnadigung jetzt [ Jim erfihrt durch Zuf:ﬂj
tatschlich von | auf 1 angewachsen ist. Tur kommt ins Gefingnis

Fig. 4
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Das Programm ist sofort

lauffiihig:

BAYES eintippen
RETURN driicken
Hinweise: Info

Datei

Neue Datei

Datei laden F3
Datei speichern F2
Dateitext lesen
Tabelle lesen

Datei léschen
Programm beenden

Texteingabe -Beschreibung der Datei

3 Das Computerprogramm Bayes

Ziel des Programmeinsatzes

Das Programm hilft, bei realen und simulierten Experimenten begriindete Entscheidungen
zu féllen. Man erlebt die bayessche Regel in Aktion. Durch mogliche Fehlentscheidungen
erfdhrt man die Bedeutung von Irrtumswahrscheinlichkeiten ,,am eigenen Leibe®.

Die Grundziige des Programms werden anhand von Experiment 1 (Ziehen aus drei unter-

schiedlich gefiillten Beuteln, S. 180) erldutert.

Einzelheiten zur Bedienung des Programms entnimmt man der Online-Hilfe (Taste F1) un
dem Meniipunkt Infos.

Meniipunkt Datei

Zu jedem Experiment gehort eine Datei, in der die Versuchsbeschreibung und die Wahr-
scheinlichkeiten in Tabellenform gespeichert sind, die man zur Anwendung der bayessche
Regel benétigt.

‘Wenn man nach Start des Programms BAYES die Datei EXP1.BAY geladen hat, kann mai
den Dateitext und die Tabelle lesen:

Einfiigen

Eva widhlt zufdllig einen von drei mit roten (r) und
weifen (w) Kugeln gefiillten, &duferlich aber gleich
aussehenden Beuteln. Beutel A (wwww) enthdlt vier
weifie, B (wwwr) drei weifie und eine rote, Beutel C
(wrrr) enthdlt eine weifie und drei rote Kugeln.

Eva zieht dann aus dem gewdhlten Beutel nacheinander
Kugeln, die sie anschliefen
iibrigen Kugeln vermischt. Sie gibt als Indiz jeweils
|die Farbe der gezogenen Kugeln bekannt.

Finde mit Hilfe der Indizien heraus, aus welchem

uricklegt und mit: den A:WWWW | B : WWWR | C: WRRR

aprioriWk.— |0.3333|0.3333|0.3333

Bis zu achr Alternativen

und acht Indizien sind zu-

gelassen.

Bearbeiten
Tabelle editieren
Text editieren

190

Beutel Eva zieht. Rot R |0.0 M 0.25 0.75
- - — : \F
v “fié}iﬁ; Weif will.0 0.75 0.25
Fig. 1 Fig

In der ersten Zeile der Tabelle werden die drei Alternativen, in der ersten Spalte werden di
beiden moglichen Indizien bezeichnet. Die zweite Spalte enthilt die Tasten (,,Hotkeys™),
mit denen spiiter die aufgetretenen Indizien in den Computer eingegeben werden kénnen.
Die iibrigen Tabellenzeilen zeigen die a priori Wahrscheinlichkeiten der drei Alternativen
und die Wahrscheinlichkeiten, mit denen bei Vorliegen der einzelnen Alternativen die Indi-
zien auftreten.

Beim Erstellen einer neuen Datei (Unterpunkt ,Neue Datei*) muss zunichst die Anzahl de
Alternativen und die der Indizien festgelegt werden.

Bei Eingabe der Tabelle ergibt sich der Inhalt der unterlegten Felder aus denen der iibriger
Felder automatisch.

Meniipunkt Bearbeiten

Nachdem man eine Datei geladen hat, kann man sowohl den Dateitext wie auch die Tabel-
leninhalte dndern, die geéinderte Datei kann unter gleichem oder anderem Namen gespei-
chert werden.



Das Computerprogramm Bayes

Start

Reales Experiment
begleiten

Kontrollierte Simulation

Vollstindige Simulation

£
2

“

Bl
g

=

5_.'

L: Liste

E: Einzelwert
G: Graphik

H: Histogramm

Meniipunkt Start

Die Berechnungen nach der bayesschen Regel sind in drei Varianten moglich.

a) Reales Experiment begleiten: Der Partner des Computer-Benutzers fiihrt das Experi-
ment tatséchlich durch. Er wihlt einen der drei Beutel zufillig, zieht daraus mit Zuriickle-
gen und gibt nach jedem Zug das Indiz R oder W bekannt.

Der Benutzer, der herausfinden mdchte, aus welchem Beutel sein Partner zieht, gibt die In-
dizien in den Computer ein. Das geschieht entweder iiber die Tastatur gema8 der in der Ta-
belle festgelegten Hotkeys (,,R“ oder ,,W*) oder iiber den Schalter ,,Indiz".

b) Kontrollierte Simulation: Die Alternative, von der die Indizien stammen sollen, wird
vom Benutzer vorgegeben. Die Indizien werden von einem Zufallsgenerator nach Driicken
des zugehorigen Schalters gemif der gewihlten Alternative erzeugt.

Der Benutzer verfolgt, wie sich die a posteriori Wahrscheinlichkeiten, teilweise nach be-
trichtlichen Schwankungen, auf der vorgegebenen Alternative konzentrieren.

¢) Vollstiindige Simulation: Die Alternative wird vom Computer zufillig gemiB der in der
Tabelle festgelegten a priori Verteilung gewihlt. Der Benutzer soll diese Alternative erraten.
Hierzu fordert er iiber einen Schalter Indizien an, die von der unbekannten Alternative durch
einen Zufallsgenerator erzeugt werden.

Wenn der Benutzer ,.hinreichend sicher* ist, kann er iiber den Schalter ,,Prognose* dem
Computer seine Entscheidung bekanntgeben. Als Antwort erhilt er die Bewertung ,,Richtig"
oder ,,Falsch”. Insbesondere bei Fehlentscheidungen kann eine Fortsetzung des Experimen-
tes spannend sein.

Die a posteriori Verteilungen konnen als Liste, als Graphik, als Histogramm oder als Einzel-
wert auf dem Bildschirm dargestellt, gedruckt und gespeichert werden.

1.0

: WWKWR | C: MRRR X

[
) f
i
ﬂﬂ

i

A WKW

5

0.3333 .3333 | 0.3333

0.7 -

0.6
0.5
o.af

0.5000
0.6154
0.6957
0.7574

.3750 | 0.1250
.3452 | 0.0385
.2935 | 0.0109 ] '\
.2296 | 0.0030 < \
0.0000 .9643 | 0.0357 =i \
0 .0000 .9000 | D.1000 |\ X
0.0000 | 0.968432 | 0.0357 : 10 20 30 40 EL
0.0000 | O.9000 | 01000
0.0000 | 0.7500 | 0.2500
0.0000 | 0.5000 | O.5000
0.0000 | 0.2500 | 0.7500
0.0000 | 0.5000 | 0.5000

o

Hahr scheinlichkeit

QoooQo | Qo | W

<]

(BGEITTT EB:HHeR [ c:1ARR

b b b
NeQUONONLWN=

EIIIIJIEIIZEEE

Protokoll zu Experiment 1 in Listenform Protokoll als Grafik
Fig. 1 Fig. 2

Iterationsnummer : 18

AWWWW 0.00000000

Hahr scheinlichkelt

B:WWWR 0.90000000
C:WERR 0.10000000

Iterati
(s HB:uuuR @ c: uRAR

r: 18

Einzeldarstellung Histogramm

Fig.3 Fig. 4
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Das Computerprogramm Bayes

Aufgaben

zwr Bedienung des
Programms BAYES

Experiment 1 (5. 180)

Experiment 2 (S. 181)

Experiment 3 (S.183)

Datei VIERMUENZ laden

192

1 a) Starte das Programm BAYES, lade die Datei EXP1.BAY .
b) Wiahle den Meniipunkt Start, experimentiere je einmal mit den Unterpunkten reales Ex-
periment begleiten, kontrollierte Simulation, vollstindige Simulation.

2 Lade die Datei EXP1.BAY . Wihle im Meniipunkt Bearbeiten den Unterpunkt Tabelle
editieren. Andere die Tabelle so ab, dass sie zur folgenden Variante von Experiment 1 passt.
Fiinf gleich aussehende Beutel sind folgendermaBen gefiillt: Ein Beutel A mit Inhalt
wwww, zwel Beutel B mit Inhalt wwrr, zwei Beutel C mit Inhalt wrrr. Jemand wihlt zu
fillig einen der Beutel. Man méchte nur anhand der gezogenen Farben mit der bayesschen
Regel herausfinden, aus welchem Beutel gezogen wird.

Hinweis: Ordne den Fiillungen A, B und C die a priori Wahrscheinlichkeiten 0,2; 0,4; 0,4
zu, man zieht mit Zuriicklegen. Speichere die geiinderte Datei unter dem Namen
EXP1B.BAY . Experimentiere je einmal mit den Varianten reales Experiment begleiten,
kontrollierte Simulation, vollstindige Simulation.

3  a) Erstelle eine neue Datei EXP2.BAY zu Experiment 2 mit den beiden Alternativen:
Reg.I, Reg.II und den Indizien Treffer, Niete. Benutze die Hotkeys ,, T und ,,N*.

b) Begleite ein reales Experiment mit dem Programm BAYES.

¢) Fiihre zwei kontrollierte Simulationen durch, wobei du jeweils eine der Alternativen vor-
gibst und so lange Indizien anforderst, bis die Wahrscheinlichkeit der vorgegebenen Alter-
native auf 98 % angewachsen ist. Drucke die Protokolle als Tabelle und Graphik.

d) Fiihre eine vollstindige Simulation durch. Fordere Indizien an, bis die Wahrscheinlich-
keit einer Alternative auf 80 % angewachsen ist. Riskiere dann eine Entscheidung.

4  a)Erstelle eine Datei EXP3.BAY zu Experiment 3 mit den drei Alternativen ss, sw,
ww und den zwei Indizien schwarz, weil. Benutze die Hotkeys ,,S* und ,,W*.

b) Begleite ein reales Experiment mit dem Programm BAYES.

c¢) Fiihre drei kontrollierte Simulationen durch, wobei du jeweils eine der Alternativen vor-
gibst und so lange Indizien anforderst, bis die Wahrscheinlichkeit der vorgegebenen Alter-
native auf 99 % angewachsen ist.

Tabelle zur Datei VIERMUENZ

Frank Jean Arndt Experi Binom
a priori Wk. = 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
0 mal Kopf 0 0,2 0,1 0,05 0,06 0,0625
1 mal Kopf 1 0,2 0,25 0,2 0,24 0,25
2 mal Kopf 2 0,2 0,3 0,5 0,4 0,375
3 mal Kopf 3 0,2 0,25 0,2 0,24 0,25
4 mal Kopf 4 0,2 0,1 0,05 0,06 0,0625
Fig.

5  Starte das Programm BAYES, lade die Datei VIERMUENZ. Diese Datei enthiilt fiinf
verschiedene Schitzungen der Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass man beim Wurf von vier
Miinzen 0, 1, 2, 3, 4 mal Kopf erhilt. Die ersten drei Schitzungen stammen von Schiilern,
die noch nichts iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung gehort haben, die vierte Schitzung wur-
de nach 200 Experimenten abgegeben, die fiinfte ist ,,die richtige Wahrscheinlichkeitsver-
teilung, die Binomialverteilung. Fiihre eine kontrollierte Simulation durch, wobei die Indizi
en durch die Binomialverteilung erzeugt werden sollen. Wie viele Indizien musstest du
anfordern, bevor die a posteriori Wahrscheinlichkeit der Binomialverteilung erstmals 80 %
erreichte? Experimentiere auch mit anderen a priori Wahrscheinlichkeiten.



Entscheiden mit Computerhilfe *)

1 Socken Mirjam hat fiinf Socken mit rt weib
Jje vier roten und weifen Kugeln in unter- Sockel  wwww 0 1
schiedlichen Mischungsverhiiltnissen ge- Socke 2 WWWr z g
fiille. Sie_ wihlt zufillig eine Socke und‘ zieht o s wwrr 2 2
daraus eine weile Kugel. Die Kugel wird : ':
zuriickgelegt. Nach griindlichem Mischen Socked wrrr 3 3
zieht sie wieder weil. Socke5  rrrr 1 0
a) Fiir welche Socke spricht das Indiz ,,ww* Fig. 1
am meisten? Zeichne ein Bayes-Diagramm und berechne die a posteriori Wahrscheinlich-

Programm BAYES keiten der fiinf Alternativen.

Datei 5_SOCKEN laden b) Kontrolliere dein Ergebnis mit Hilfe des Programms BAYES.

¢) Fiihrt das Experiment in der Klasse durch: Einer wihlt zufillig eine Socke, zieht daraus
mit Zuriicklegen und nennt stets die Farbe der gezogenen Kugel. Versucht mit Hilfe des
Programms BAYES herauszufinden, aus welcher Socke gezogen wird.

[=,%

Programm BAYES 2  Minimax Dorothea wirft zwei Wiirfel, Augen | 1 2
Datei MINIMAX laden einen roten und einen weiBen. Als Ergebnis  Min 2
des Doppelwurfs nennt sie entweder stets Rot 6
Min: die kleinere Augenzahl oder stets L
Rot: die Augenzahl des roten Wiirfels
oder stets Bayes — Diagramme
. Max: die groBere Augenzahl.
’. i \\ Die Regeln Min, Rot, Max werden jeweils
¢ \_.Iy mit der gleichen a priori Wahrscheinlichkeit
L ; verwendet. Dorothea legt die Regel anfangs
durch Ziehen einer Karte fest. Man will her-
Min: 2 ausfinden, welche Regel Dorothea benutzt.
Rot: 2 a) Kontrolliere die angegebenen Wahr-
4 scheinlichkeiten der Augenzahl 4 (35, 6) bei
den Regeln Min, Rot, Max.
b) Dorothea wiirfelt zweimal. Sie nennt ,,4*
und ,,5%. Berechne die a posteriori Wahr-
scheinlichkeiten der drei Regeln.
c) Kontrolliere mit dem Programm BAYES.
d) Klassenexperiment: Einer iibernimmt Fig.2
»Dorotheas” Rolle. Der Rest der Klasse versucht mit Hilfe des Programms BAYES heraus-
zufinden, welche Antwortregel benutzt wird. Lasst ,,Dorothea* wiirfeln, bis die Wahrschein-
lichkeit einer Alternative erstmals iiber 80 % angestiegen ist. Entscheidet dann mit Irrtums-
wahrscheinlichkeit kleiner als 20 % und kontrolliert die Entscheidung.
e) Fiihre eine ,,vollstindige Simulation* solange durch, bis die Wahrscheinlichkeit einer Al-
ternative erstmals iiber 80 % angewachsen ist. Riskiere dann die Entscheidung mit Irrtums-
wahrscheinlichkeit <20 %. Wie viele Fehlentscheidungen hattest du bei 10 Simulationen?

gl (gl [gla |

gle |gle |#w | v
gle |-

Ew |&lo |8~ [ w

- &l= (8]

Max

w
o
-
&

a priori

a posteriori

*) Wir benutzen das Programm BAYES. Genauso sinnvoll ist der Einsatz eines Tabellenkalkulations-
programms. Man kann die Thematik gut mit einer Lerneinheit zur Informationstechnologischen
Grundbildung koppeln.
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Entscheiden mit Computerhilfe

Programm BAYES
Datei GELDBEUT laden

Programm BAYES
Datei CHIP532 laden

Dieses Experiment kann
man auch mit verschieden
beschrifteten Wiirfeln,
Holzquadern oder den

. Riemer-Wiirfeln* (Klett,
70993) durchfiihren.

Programm BAYES
Datei LAPLEG48 laden

Beim Wiirfeln muss der

Becher auf den Tisch
gestiilpt werden.

194

3  Geldbeutel Man weiB nicht, ob Ur- Miinzen 1 2 3 4 5
sula ihren Geldbeutel mit 1, 2, 3, 4 oder 5 0 mal K 1 L L I L
Miinzen gefiillt hat. Alle Fiillungen sind a | mal K i 2 3 n S
priori gleich wahrscheinlich. Sie wirft alle = 4 2 16 2
Miinzen gleichzeitig und sagt nur, wie viele =~ 2malK | 0 3 i % 2
Miinzen ,,Kopf*™ zeigen. 3 mal K 0 0 i = 2
a) Kontrolliere die angegebenen Wahr- 4 mal K 0 0 0 L 3
scheinlichkeiten fiir 3 (4; 5) mal Kopf, in- T . 5 0 o N
dem du alle 8 (16; 32) moglichen ,,Kopf- i)

Zahl-Kombinationen* aufschreibst.

b) Beim ersten Wurf erhilt Ursula ,,3mal

Kopf*. Berechne die a posteriori Wahr- 1 i
scheinlichkeiten der fiinf Fiillungen.

¢) Kontrolliere mit dem Programm BAYES.
d) Fiihrt das Experiment in der Klasse
durch. Einer {ibernimmt Ursulas Rolle. Der
Rest der Klasse versucht mit Hilfe des Pro- 0 0 &
gramms herauszufinden, wie viele Miinzen
,,Ursula“ verwendet. Lasst ,,Ursula®” so lan-
ge werfen, bis die Wahrscheinlichkeit einer
Alternative auf iiber 80 % angewachsen ist.
Uberpriift eure Entscheidung. Fig
e) Fiihre eine ,,vollstindige Simulation® so lange durch, bis die Wahrscheinlichkeit einer A
ternative erstmals iiber 80 % angewachsen ist. Riskiere dann die Entscheidung mit einer In
tumswahrscheinlichkeit kleiner als 20 %. Wiederhole dieses Experiment fiinfmal.

f) Wie viele Fehlentscheidungen kamen bei insgesamt 100 Simulationen vor?

1 L 1

5 5 5
1 2 3 4 5
Miinze || Miinzen || Miinzen || Miinzen || Miinze:

10

( Indiz ,,3 mal Kopf™ )

4  Chips Julia hat 10 Chips. 5 sind beiderseitig weiB (ww), 2 sind beiderseitig schwar
(ss). Die iibrigen 3 Chips sind auf einer Seite schwarz, auf der anderen Seite weill (sw).

a) Julia wihlt zufillig einen Chip und wirft ihn dreimal. Er landet stets auf ,,wei*. Wie
groB ist die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, dass es sich um einen ww-Chip handelt?

b) Kontrolliere dein Ergebnis mit dem Computerprogramm BAYES.

c) Klassenexperiment: Einer wihlt zufillig einen Chip, wirft ihn wiederholt und teilt nach
jedem Wurf die gefallene Farbe mit. Der Rest der Klasse versucht mit Hilfe des Programm
BAYES herauszufinden, welche Chipsorte geworfen wird.

5 Laplacewiirfel, Legoquader 1 2 3 4 5 6
Wir wollen herausfinden, ob Jens mit einem  Laplace | & 4 ! 1 i i
Wiirfel, einem Lego-Vierer oder einem Le- Vierer |7.5%|7.5%| 43% | 27% |7.5%| 7.5

go-Achter wiirfelt. Alle drei ,,Wiirfel* sind
a priori gleich wahrscheinlich.

a) Jens erhielt in zwei Wiirfen die Augen- Fig
zahlen 1 und 2. Wie groB sind die a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten der drei Wiirfeltypen'
b) Kontrolliere dein Ergebnis mit dem Programm BAYES.

c) Klassenexperiment: Einer wiihlt zufillig einen der drei Wiirfeltypen und teilt nach jeder
Waurf die gefallene Augenzahl mit. Der Rest der Klasse versucht mit Hilfe des Programms
BAYES herauszufinden, welcher Wiirfeltyp verwendet wird.

d) Fiihre eine ,,vollstindige Simulation* durch. Lass den Computer so lange arbeiten, bis
die Wahrscheinlichkeit eines ,,Wiirfels*“ mindestens 80 % betrigt und riskiere dann die Ent
scheidung. Wie viele Fehlentscheidungen kamen bei 20 Simulationen vor?

Achter |11% |1,5%|45% |30% |1,5%| 11




Entscheiden mit Computerhilfe

Wenn nichts anderes ge-
sagt wird, dann sollten die
Alternativen a priori

gleich wahrscheinlich sein.

Programm BAYES

Datei RUECKLEG

— Reales Experiment
Begleiten

— Volistiindige Simulation

Progranun BAYES

Datei KUGZAHL

selbst erstellen,

— Kontrollierte Simulation
— Vollstindige Simulation

=]
[R%]

6  Ziehen mit/ohne Zuriicklegen gezogene rote
Vor Versuchsbeginn muss sich Anne entschei-
den, ob sie aus einem Beutel mit oder ohne
Zuriicklegen ziehen wird. Der Beutel enthilt
2 weiBe und 2 rote Kugeln. Anne muss zwei- Fig. 1
mal ziehen und sagen, wie viele Kugeln rot waren. Das Experiment kann beliebig oft wie-
derholt werden. So findet man heraus, ob Anne stets mit oder stets ohne Zuriicklegen zieht.
a) Kontrolliere die angegebenen Wahrscheinlichkeiten fiir die méglichen Ergebnisse 0, 1, 2
rote Kugeln durch eine eigene Rechnung.

b) Beim ersten Doppelzug erwischte Anne keine, beim zweiten Doppelzug zwei rote Ku-
geln. Spricht dieses Indiz ,,02* eher fiir ein Ziehen mit oder eher fiir ein Ziehen ohne
Zuriicklegen? Berechne die a posteriori Wahrscheinlichkeiten der beiden Strategien.

c) Kontrolliere dein Ergebnis mit dem Programm BAYES.

d) Fiithre das Experiment in der Klasse durch. Einer wihlt zufillig eine Strategie und teilt
nach jedem Zug die Zahl der gezogenen roten Kugeln mit. Der Rest der Klasse versucht mit
Hilfe des Programms BAYES herauszufinden, wie gezogen wird.

e) Fiihre eine ,,vollstindige Simulation“ des Experiments durch. Fordere so lange Indizien
an, bis die Wahrscheinlichkeit einer Strategie erstmals iiber 88 % angewachsen ist und ris-
kiere dann eine Entscheidung mit weniger als 12 % Irrtumswahrscheinlichkeit.

f) Wie viele Fehlentscheidungen kamen bei insgesamt 100 Simulationen vor?

Ble | =
|

mit Zuriicklegen

sl

=l

i€
12

|

ohne Zuriicklegen

=}
X

7  Variation zu Aufgabe 6

Man zieht zweimal aus einem Beutel mit
vier weiBBen und zwei roten Kugeln. Entwe-
der zieht man stets mit oder stets ohne Zu-
riicklegen. Als Ergebnis (,,Indiz*) gilt die
Anzahl der roten Kugeln. Fig.2
a) Berechne die fehlenden Wahrscheinlichkeiten fiir 1 und 2 rote Kugeln, wenn man mit
bzw. ohne Zuriicklegen arbeitet.

b) Mit Hilfe der bayesschen Regel soll man anhand der Indizien herausfinden, ob mit oder
ohne Zuriicklegen gezogen wird. Erstelle dazu eine neue Datei AUF7 mit den in a) berech-
neten Wahrscheinlichkeiten und fiihre zwei kontrollierte Simulationen durch, wobei einmal
die Alternative ,,mit Zuriicklegen™, einmal die Alternative ,,ohne Zuriicklegen* vorgegeben
wird. Wie viele Indizien mussten angefordert werden, bevor die vorgegebene Alternative
erstmalig die Wahrscheinlichkeit 95 % erreichte?

o
g
=]
28]
5

mit Zuriicklegen

Bl

ohne Zuriicklegen

Wit

8  Wie viele Kugeln?

Man zieht zweimal ohne Zuriicklegen ent- Ziehen ohne Zuriicklegen

weder aus einem Beutel mit zwei weiflen Or It 2r
und zwei roten oder aus einem Beutel mit wwrr 1

vier weiBen und vier roten Kugeln. -

Als Versuchsergebnis (Indiz) gilt die Zahl WV W TRET [

der roten Kugeln. Das Experiment wird Fig. 3

stets mit dem gleichen Beutel wiederholt. Aus den Indizien soll mit Hilfe des Programms
BAYES erschlossen werden, welcher Beutel verwendet wird.

a) Berechne die in der Tabelle fehlenden Wahrscheinlichkeiten und erstelle eine neue Datei
KUGZAHL zur Losung des Problems mit dem Programm BAYES.

b) Fiihre 10 ,.kontrollierte Simulationen” durch, wobei du fiinfmal die erste Alternative und
fiinfmal die zweite Alternative vorgibst. Wie viele Indizien wurden benétigt, bis sich die
vorgegebene Alternative mit 99%iger Wahrscheinlichkeit durchgesetzt hat?
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Riickblick

Alternativen, Indizien

In Situationen der Unsicherheit ordnet man den méglichen Alter-
nativen Wahrscheinlichkeiten zu. Wenn anschlieBend ein Indiz be-
obachtet wird, das durch eine Alternative wahrscheinlicher hervor-
gerufen wird als durch die anderen, dann stiitzt das Indiz diese
Alternative. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese Alternative zutrifft,
steigt. Die anfiinglichen Wahrscheinlichkeiten heifien a priori Wahr-
scheinlichkeiten, die im Anschluss an die Beobachtung méoglicher-
weise gednderten Wahrscheinlichkeiten heifien a posteriori Wahr-
scheinlichkeiten der Alternativen.

Totale Wahrscheinlichkeit

Die totale Wahrscheinlichkeit eines Indizes ist die Wahrscheinlich-
keit, mit der man das Indiz erwartet. Man addiert die Wahrschein-
lichkeiten aller Pfade im Baumdiagramm, die iiber die verschiede-
nen Alternativen zum Indiz fiihren.

Bayessche Regel

Man erhiilt die a posteriori Wahrscheinlichkeit einer Alternative,
indem man die Wahrscheinlichkeit des zugehérigen Pfades durch
die totale Wahrscheinlichkeit des beobachteten Indizes teilt.

a posteriori Wahrscheinlichkeit einer Alternative

_ Wahrscheinlichkeit des zugehorigen Pfades
totale Wahrscheinlichkeit des Indizes

Mehrstufige Indizien

Wenn man mehrere Indizien beobachtet, kann man diese zu einem
mehrstufigen Indiz zusammenfassen. Zur Berechnung der Wahr-
scheinlichkeiten, die von den Alternativen zum Indiz fiihren, be-
nutzt man die Pfadregel.

Man kann auch mehrere Bayes-Diagramme hintereinander schalten
und die a posteriori Wahrscheinlichkeiten als a priori Wahrschein-
lichkeiten des folgenden Diagramms verwenden.

Irrtumswahrscheinlichkeit

Wenn nach mehreren Indizien die Wahrscheinlichkeit einer Alterna-
tive so grofl geworden ist, dass man sich fiir diese Alternative ent-
scheidet, ist die Summe der iibrigen a posteriori Wahrscheinlichkei-
ten die Irrtumswahrscheinlichkeit.
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1. Zuféllige Wahl eines Beutels
2. Zweimal Ziehen ohne Zurlicklegen

Erster Zug liefert , r"

3 3 3

Beutel 1 Beutel 2 Beutel 3
rrgggbbb

rggbbbbb [TITEgg

Indiz ,r*

Das Indiz ,r” stiitzt Beutel 3

Pfade zum Indiz , r* | a posteriori

T 1= 1 -
Pfad 1: 55 24 Beutel 1: %
.1.2_2 8 . 2
Pfad 2: 3555 ( 23 Beutel 2: 5
.1.5_5 . 5
Pfad 3: 5 8534 Beutel 3: 2

Zweiter Zug liefert ,,g "

1

'y 8
Beutel 1 Beutel 2 Beutel 3
ggbbbbb rgggbbb rrrrggg
2 3 3
7 7 7
(' Indiz .g* )
Fig.

g siitzt Beutel 2 und 3 gleichermaBen.

Pfade zum Indiz ,g*“ | a posteriori

;5 B P ;2
Pfad 1: 5 5% Beutel 1: 3
.2 . 3_6 23 . 6
Pfad 2: 5526 ( 55 Beutel 2: 23
.5.3_15 . 15
Pfad 3: 2 558 Beutel 3: 53

Rechnung mit zweistufigem Indiz ,rg“

Pfade zum Indiz ,rg*"
Pfad1:1-1.2=_2

| a posteriori
LR
Beutel 1: ﬁw8,7%

8'7 168
1.2 83__6 23 -6
Pfadzgﬁ—?—m 168 Beutel2: 2—3——26,1‘
.1.8.3__15 o ‘
Pfads.g'g'—?— 768 Beutef3.-ér§~65,2

Wiirde man sich jetzt fiir Beutef 3 ent-
scheiden, wére die Wahrscheinlichkeit
eines Irrtums 34,8 %.



Riickblick

Aufgaben
zum Uben und
Wiederholen

Die Lésungen zu den
Aufgaben dieser Seite
findest du auf Seite 203,

1  Iren seien mit 60%iger Wahrscheinlichkeit rothaarig, Islinder seien mit 30%iger
Wahrscheinlichkeit rothaarig. An der Ticketkontrolle werden nacheinander die Personen
einer Reisegruppe abgefertigt, die simtlich alle Iren oder alle Isldnder sind.

Der Kontrolleur registriert beildufig auch die Haarfarbe:

rothaarig — nicht rothaarig — rothaarig — rothaarig (Indiz).

Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um eine irische Reisegruppe, wenn beide
Alternativen a priori gleich wahrscheinlich sind?

2 Herr Haptu fihrt in 70 % aller Fille 0.7 0,25 0,05

mit dem Rad zur Arbeit, in 25 % aller Fille ( Rad j ( Bus ) ( X )
mit dem Bus und nur in 5 % aller Fiille mit
dem Auto. Wenn er Rad fihrt, kommt er mit
999%iger Wahrscheinlichkeit piinktlich. Be-
nutzt er den Bus, kommt er mit 80%iger
Wabhrscheinlichkeit piinktlich. Wenn er Auto
fhrt, ist er nur mit 60%iger Wahrschein-
lichkeit piinktlich. Heute ist er zu spiit ge-
kommen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit Fig. 1
ist er Auto gefahren?

Indiz: unpiinktlich

3 Heike wiihlt zufillig einen der drei [ I 8 ] [ I g8 ] [ IIL: MO(?A ]
Beutel und zieht ohne Zuriicklegen drei
Buchstaben, die sie in der gezogenen Rei-
henfolge zu einem Wort zusammenfiigt.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass e
sie aus Beutel III gezogen hat, wenn sie das w
folgende Wort erhielt? Fig. 2
a),,OMA*®  b),MAO* ¢),OMO* Blazer | langes Haar | Ohrring
dnnlich | 20% 3% 12%

4  80% aller Besucher des Wochenmark- ma‘nn.lc - - -
tes sind weiblich. Raymond steht in einer weiblich 5% 10% 30%
Warteschlange. Vor ihm trigt jemand einen
Blazer, kurzes Haar und Ohrring (keinen 0.8 02
Blazer, langes Haar und Ohrring). (ﬁ —

; i 13 : blict lich
Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es e e

sich um eine Frau?
Benutze die (modeabhingigen) Wahrschein-
lichkeiten der Tabelle.

( Indiz: Blazer, kurzes Haar, Ohrring ]

Fig. 3
5  Uschi wirft einen Laplace-Wiirfel. Augenzahl 1 2 3 4 5 6
Piraye wirft fiinf Miinzen, zihlt, wie viele Uschi 1 1 1 1 1 1
auf ,,Kopt* gefallen sind, und addiert 1 , F et e
hinzu. Piraye B | w | % | »m | u|w
Beide erhalten als Versuchsergebnis ,,Au- Fig. 4

genzahlen® zwischen 1 und 6.

Beide fiihren ihr Experiment dreimal durch und protokollieren ihre Ergebnisse. Auf einem
Zettel, der a priori mit gleichen Wahrscheinlichkeiten von Uschi und Piraye stammt, stehen
drei Augenzahlen.

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um ein Versuchsprotokoll von Uschi handelt.
a)3-4-3 b)2-1-6 c)l—-1-1
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