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Warum mifit man die Streuung einer Ver-
teilung mit Hilfe der mittleren quadratischen
Abweichung (Varianz), die grofie Abweichun-
gen vom Mittelwert viel stirker gewichtet als
kleine?

Dafl sich die Varianz theoretisch viel besser
bewihrt als die mittlere lineare (absolute) Ab-
weichung, kann man Schiilern bei der Einfiih-
rung des Begriffs nicht klarmachen, da sie die
Theorie noch nicht kennen. Infolgedessen er-
scheint die Begriffsbildung willkiirlich; sie
leuchtet nicht ein.

Der Varianz-Abakus ist ein Spiel, mit dem
man die Varianz als Streumaf§ anschaulich mo-
tivieren kann. Insbesondere erklirt er die in der
Varianzformel auftretenden Quadrate. Dar-
tiber hinaus macht er die Additivitit der Va-
rianz, die der Grund fiir ihre theoretische Be-
deutung ist, unmittelbar verstindlich. Aus die-
ser folgt dann leicht die Formel V = npq fiir die
Varianz der Binomialverteilung, deren Kennt-
nis fiir die Behandlung einfacher Probleme der
beurteilenden Statistik wichtig ist, die aber auf
elementarem Wege sonst nur schwer hergelei-
tet werden kann.

Die entwickelnde Begriindung des Abakus
in den Abschnitten 2-4 ist fiir einen Unterricht
gedacht, in dem der Begriff der Varianz erarbei-
tet werden soll.

Abschnitt 1 zeigt umgekehrt, wie man den
Abakus nutzen kann, wenn der Begriff der Va-
rianz schon bekannt ist. Im Unterricht kann
man also — alternativ — zwei Wege beschrei-
ben, je nachdem, welche Intentionen man ver-

folgt.

1
Eine Aufgabe — die Idee des
Abakus

OO0

*=000

@)
T
2

m—*O

@)
2
4

2> O=
— -

bb.

Ein ChipQreprisentiert die Wahrscheinlich-
keit .

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aus
Abb. 1 hat den Erwartungswert E=Zp; - x;=3
und die Varianz V = Zp; - (x;-E)? = 5.

Aufgabe: Man indere die Verteilung ab, oh-
ne Erwartungswert und Varianz zu beein-
flussen!
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Der Vanianz-Abakus

von Wolfgang Riemer

Losung: Wihrend Umgruppierungen, die den
Erwartungswert nicht verindern, leicht zu fin-
den sind (vgl. [5]), machen Umgruppierungen,
die zugleich auch die Varianz nicht beeinflus-
sen, Schwierigkeiten. Die Darstellung der Ver-
teilung durch Chips legt einen operativen An-
satz nahe: Bewegen wir zwei beliebige Chips
um je eine Einheit auseinander, so bleibt der Er-
wartungswert unverindert. Um welchen Be-
trag sich die Varianz verindert, sagt Abb. 2:

Abb. 2

Beitrag der Chips zur Varianz
vorher: L2+ k)
nachher: 1—10 ((i—l)2 + (k+1)2)

=15 (24K + & (ki) + &

Zunahme der Varianz: 4 (k-i) + &

Die Anderung der Varianz ist von der Dif-
ferenz k-i der Stellen k, i abhingig, auf denen
die bewegten Chips lagen. Wenn wir aber zwei
Chips von der gleichen Stelle auseinanderbe-
wegen (i=k), dann nimmt die Varianz unab-
hingig von der Lage (i) um den Betrag %, zu.
Diese Zunahme lifit sich durch einen Sprung in
umgekehrter Richtung (mit einem anderen
Chip-Paar, in Abb. 3 schwarz markiert) kom-
pensieren. Daher haben alle Verteilungen aus
Abb. 3 gleichen Erwartungswert und gleiche
Varianz.

MIT DEM ZUFALL (IST ZU) RECHNEN
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1
30,1 1 138
2%%0 1 113 1 1
2.1%%0 1 3 1 1
AN }\ Ve
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4710 14 2
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32\220 \2”3 2
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4370 2 2
4 2%\4 2
N0 4
Abb. 4 25

Wie man die Beobachtung dariiber hinaus
nutzen kann, um die Varianz einer beliebigen
(rationalen) Verteilung nur durch Zihlen von
Spriingen zu bestimmen, zeigt Abb. 4. Am En-
de liegen alle Chips auf der Stelle des Erwar-
tungswertes, der auf diese Weise durch den
Abakus mitgeliefert wird. Dazu brauchte man
25 Spriinge, von denen jeder die Varianz um %,
reduzierte. Die Varianz betrigt jetzt 0; sie be-
trug anfangs also 5.

2
Streuung und Streuungsmafy
— die erweiterten
Galtonbretter

Ein Maf fiir die Streuung von Verteilungen
sei noch nicht bekannt. Wir wollen (anders als
in 1.) die Varianz einfiihren. Betrachten wir
zwei Verteilungen, die zu folgenden Gliicksra-
dern gehoren:
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nach links und rechts abgelenkt wird, wobei
von Stufe zu Stufe auch Kugeln ,liegen blei-
ben®, d. h. unabgelenkt herabfallen diirfen.

1 2
3
5 4
n| 1 2 3 4 5
12 | 4 i, 10 9
Pl 3 | 3 | 36 | 36 | 36
Abb. 4b

Beide Verteilungen haben den gleichen Er-
wartungswert 3; aber die beiden Stabdiagram-
me zeigen, dafl sie sich wesentlich unterschei-
den. Die Ergebnisse streuen verschieden stark
um den Erwartungswert.

Abb. 5a

Al 10 298
36 |

&
8>

I
1 2 @ 48

Abb. 5b

Wie kann man die Streuung messen? Wir
erinnern uns an das Galtonbrett (Abb. 6). Bei
ihm kann man die Streuung der durchfallenden
Kugeln unmittelbar verfolgen. Beim Auftreffen
auf die Stifte spritzen sie auseinander, wobei je-
doch der Erwartungswert stets in der Mitte
bleibt, da gleich viele Kugeln nach links und
rechts abgelenkt werden.

Wir stellen uns ein modifiziertes Galton-
brett (im folgenden mit GB abgekiirzt) vor, das
durch einen sinnreichen Mechanismus dafiir
sorgt, daff an bestimmten Streustellen eine vor-

gegebene Anzahl von Kugeln symmetrisch
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Abb. 6

Je nachdem, wie der Mechanismus einge-
stellt ist, lassen sich mit einem solchen GB ver-
schiedene Verteilungen realisieren, z. B. auch
die zum ersten Gliicksrad gehorige. Der fol-
gende Ablaufplan zeigt, wie die Kugeln verteilt
werden:

Abb. 7 365

1B 4 16
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Dasselbe Ergebnis erreichen wir aber auch
mit dem folgenden GB:

8
8
8
8

Abb. 8 /36\
180 18
8 2 8,18~
8 2,17\0 9
Bhr£50lie £ 3dA9

Wir untersuchen nun die beiden Gedan-
kenexperimente unter dem Gesichtspunkt der
Streuung. Betrachtet man das Aufspalten eines
Kugelpaares als ,.elementaren Streuakt*, so fin-
den wir, daf§ beim ersten Ablauf insgesamt
16+8+8+5+1, also 38 solcher Streuakte statt-
gefunden haben. Beim zweiten Ablauf ergibt
sich analog 18+8+9+3 als Streu(akt)zahl, und
iiberrascht stellen wir fest, dafl sie dieselbe ist.
Das ist kein Zufall; man kann beweisen, daf} die
Anzahl der benétigten Streuakte nur von der
endgiiltigen Verteilung, nicht aber von ihrer
Realisierung durch einen GB-Mechanismus
abhingt.) Da es hier nur um die Motivation
geht, geniigt es, wenn die Schiiler sich handelnd
davon iiberzeugen, indem sie weitere GB her-
stellen, die die gleiche Verteilung bewirken.

Dafl die Gesamtzahl der elementaren
Streuakte ein Maf} fiir die ,Verstreutheit* der
Verteilung ist, wird dadurch erhirtet, daf} Ver-
teilungen mit deutlich unterschiedlicher

»Streuung® auch voneinander verschiedene
Streuaktzahlen haben, wobei die grofiere
Streuaktzahl stets zu der Verteilung mit der
grofieren Streuung gehort. So liefert das folgen-
de GB

Abb. 9

die Streuaktzahl 18+9+9+6+3+4 = 49 als Maf§
fiir die Streuung der beim zweiten Gliicksrad
auftretenden Verteilung.

Andrerseits ist die Streu(akt)zahl noch
nicht geeignet, zwei verschiedene Verteilungen
zu vergleichen, wenn die Anzahl der Kugelpaa-
re, die man durch das GB fallen lifit, verschie-
den ist. Hitten wir z. B. 72 statt 36 Kugeln ge-
nommen, um die obigen Verteilungen zu reali-
sieren, so hitten wir offenbar auch die doppelte
Streu(akt)zahl erhalten. Auf Grund der hier
vorliegenden Proportionalitit ist es sinnvoll,
den Quotienten aus Streu(akt)zahl z und Zahl
der Kugelpaare 1§2I (N sei die Anzahl der Ku-
geln) als normiertes Streumaf} einzufiihren.
Diese Normierung bedeutet, dafl die Vertei-
lung aus Abb. 10,

Abb. 10

() O

E-1

E E+1
z = 1 Streuakt, N = 2 Kugeln
N

Streumafl z : e 1

Abb. 11
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gleiche Verteilung durch niehr Kugeln

dargestellt

z = 3 Streuakte, N = 6 Kugeln
N

Streumaf} z : e 1

die durch einen einzigen Streuakt entsteht,
das Streumafl 1 erhilt. Dementsprechend be-
trigt das Streumaf} der Verteilungen, die zu
den beiden Gliicksridern aus Abb. 5 gehoren,
ot bzw o

3
Der Abakus

Nicht jede Verteilung laflt sich durch die
oben beschriebenen elementaren Streuakte er-
zeugen:
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Abb. 12
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Das éndert sich, wenn man den Kugeln
auch weitere Spriinge erlaubt und auflerdem
zuliflt, dafl sich zwei Kugeln wieder zu einem
Paar vereinigen (und damit die Streu(akt)zahl
vermindern). So erhilt man die obige Vertei-
lung mittels des folgenden GB:

Abb. 13
12
/ 6C‘0\\:6
2 0 2 0 8

\4</0 0 8

Hierbei ist aber noch nicht klar, wie man
die Streuung um zwel, drei, vier usw. Einheiten
im Vergleich zu der Streuung um eine Einheit,
die durch einen elementaren Streuakt bewirkt
wird, bewerten soll. Zu dem Zweck untersu-
chen wir zunichst den ,Zweiersprung® und
fragen, wie wir ihn mittels elementarer Streu-
akte (,Einerspriinge“) herstellen kénnen.

Um die Verteilung

Abb. 14

0
s P e e,

aufzubauen, braucht man entweder einen
Zweiersprung (Abb. 15) oder vier Einerspriin-
ge (Abb. 16).

Abb. 15

4

Abb. 16
4

2 0 2
1,/0\\2/0\\1

Der Zweiersprung eines Kugelpaares ent-
spricht daher 4 Einerspriingen, d. h. bei glei-
cher Kugelzahl vervierfacht sich die Streu(akt)-
zahl, wenn die Sprungweite verdoppelt wird.

Durch eine analoge Bilanz erhalten wir das
Aquivalent fiir einen Dreiersprung, indem zu-
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nichst zwei Kugelpaare um zwei Einheiten
gestreut werden und dann diese beiden noch
einmal um je eine Einheit:

Abb. 1
/2\/°‘4°\/2\
1 0 1 1 0 1

0
0

Das entspricht einer Streu(akt)zahl von
2+4+2:1=10. Andrerseits entsteht dieselbe Ver-
teilung, wenn ein Kugelpaar um eine Einheit
und eines um drei Einheiten gestreut wird. Die
Streuung um drei Einheiten ist also mit 10-1=9
elementaren Streuakten gleichwertig.

Bezeichnen wir das Streuzahliquivalent
mit a, wenn ein Kugelpaar um k Einheiten
gestreut wird, so ist a;=1,a, =% und a3 =9.
Daher vermuten wir, daf§ allgemein ay = k?sein
wird. Dies ist durch den folgenden Induktions-
schritt leicht zu bestitigen:

Abb. 18

4
/%:‘...k.. II ..l(...== \
1 0 0 0 1
v k+1 .

k+1

Abb. 18 entnimmt man

2ak + 2 = agyg + ak-p,
also
ag+) = 2ak — ag-1 + 2
=2k? - (k-1)2+ 2
=k? + 2k + 1 = (k+1)2

Wir vereinfachen das Verfahren zur Be-
stimmung des Streuungsmafles einer Vertei-
lung dadurch, daff wir das bisherige Verfahren
einfach umkehren (wie schon in Abb. 4 ange-
deutet). Wir gehen von der gegebenen Vertei-
lung aus und rekombinieren die Kugelpaare
durch symmetrische Spriinge beliebiger Weite.
Daf} dieser Abakus schén mit Chips gespielt
werden kann, die zu Tiirmen gemif der Vertei-
lung auf der Zahlengeraden aufgestapelt sind,
zeigt folgendes Beispiel (N = 16):

Beim ersten Schritt nimmt die Streu(akt)-
zahl um 4 zu (vier Einerspriinge), danach
durch einen Dreiersprung um 9 ab. Im dritten
Schritt nimmt sie durch zwei Einerspriinge um
2 zu; der letzte Schritt, durch den die Konzen-
tration aller Chips im Erwartungswert erreicht
wird (drei Zweierspriinge), reduziert die
Streu(akt)zahl erneut um 12.

Zur Ausgangsverteilung gehért daher die
Streu(akt)zahl z = -4+9-2+12 = 15. Thr Streu-
maf} ist daher z: § = 12

MIT DEM ZUFALL (IST ZU) RECHNEN
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Daf} der Abakus tatsichlich stets aufgeht,
ergibt sich aus der folgenden Strategie (der Er-
wartungswert sei zunichst ganzzahlig):

Wenn mehr als zwei Tiirme da sind, haben
mindestens zwel von ihnen einen geradzahli-
gen Abstand, so daf} der Mittelpunkt ihrer Posi-
tionen eine ganze Zahl ist. Auf diesen vereinigt
man die maximal mégliche Anzahl von Chips
durch einen symmetrischen Sprung. Hat man
mehrere Moglichkeiten, so nimmt man stets
die Tiirme, die am weitesten voneinander ent-
fernt sind. Auf diese Weise kann man ihre Hohe
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und schliellich auch ihre Anzahl systematisch
abbauen, wobei sich die restlichen Tiirme im-
mer mehr zum Mittelwert hin konzentrieren.
Wenn nur einer iibrigbleibt, sind wir fertig.
Bleiben aber zwei iibrig, so muf} ihr Abstand
ungerade sein. Andernfalls kdnnte man sie in
der Mitte vereinigen. (In diesem Falle miissen
nimlich die beiden Tiirme gleich hoch sein,
weil sonst der Erwartungswert keine ganze
Zahl wire.)

Wir betrachten nun diesen Fall gesondert:

n m
I/l \I L} L} L] L] L] L}
1 n-2 1

m
1 1 Ll Ll T L] T T T
mz/nﬂ
| I 1, = ] 1 ] I L] T
Abb. 20

Einer von beiden Tiirmen mufl mindestens
aus zwei Chips bestehen, weil der Erwartungs-
wert ganzzahlig ist, und ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit nehmen wir an, daf} dies der
linke ist. Von diesem lassen sich infolgedessen
zwel Chips abspalten und der duflerste linke
von beiden zusammen mit einem Chip des du-
Rersten rechten Turmes in der Mitte vereinigen.
Sind jetzt mehr als zwei Tiirme iibrig, dann
verfihrt man nach der Grundstrategie so lange,
bis wieder nur hochstens zwei iibriggeblieben
sind. Im Vergleich zu der urspriinglichen Situa-
tion muf} sich der Abstand jetzt aber verklei-
nert haben, da die inneren Tiirme auf Grund
der Strategie nicht alle verschwinden kénnen.
Infolgedessen muf} in endlich vielen Schritten
der Zustand erreicht sein, dafl alle Chips in ei-
nem Turm vereinigt sind; denn zwel unmittel-
bar nebeneinanderstehende Tiirme sind wegen
des ganzzahligen Erwartungswertes unmog-
lich.

Wir demonstrieren dieses Vorgehen an ei-
nem Beispiel und berechnen auch das zugehs-
rige Streumaf3.

~12-0 0 0 0 0 30

0
1‘1&_3_*0 4,3—19"0"30
10 2 29

1 0\407

1O\lﬁrﬂts"rr"o"o 23

0 0 32
2&0 025
% 12

Abb. 21 42

Beim ersten Schritt nimmt die Streu(akt)-
zahl um 1 zu, bei den iibrigen um
1:4242224+41248-324+16-224+7-124+2-32+1-22+
612+121% = 211
ab, bis sie den Wert 0 erreicht hat. Folglich be-
trigt das Streumaf}

=10
215557 5 .

Der Abakus kann leicht auf den Fall ratio-
naler Erwartungswerte ausgedehnt werden,
man braucht nur die Einheit von 1 auf § zu ver-
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feinern (denn eine durch N Chips dargestellte
Verteilung hat einen Erwartungswert von der
Form %I)

Weil man den Erwartungswert vorher sel-
ten kennt (insbesondere keine Informationen
iiber dessen Ganzzahligkeit hat), spielt man in
der Praxis solange wie méglich iiber ganzzahli-
gen Stellen. Ist der Erwartungswert nicht ganz-
zahlig, erhilt man dabei zwei nebeneinander-
liegende Tiirme. Erst danach verfeinert man
die Einheit (vgl. auch [4]).

Wir berechnen als Beispiel die Varianz der Bi-
nomialverteilung B(2; 1):

Abb. 22
L

©70000

©4000

5-000,

Der Erwartungswert ergibt sich zu %;

fiir die Streu(akt)zahl erhilt man

1
=1-3--+3- —'
. 9 9 Fo
Das Streumaﬁ 15692 “g = —;

(=2-p- (1) mitp =)

4
Die Varianz einer Verteilung

Durch den Abakus werden alle Chips mit-
tels symmetrischer Spriinge auf den Erwar-
tungswert der Verteilung konzentriert. Densel-
ben Effekt erzielt man, wenn man jeden Chip
einzeln sofort auf diese Stelle springen lifit. Da
ein symmetrischer Sprung der Weite k den Bei-
tragkZN =2k 2 zum Streumafi liefert, sollte ein
emzclner Sprung nur mit ‘lé in das Streumafd
eingehen. In der Tat liefert dieser Ansatz in al-
len unseren Beispielen dasselbe Ergebnis, und
die Rechnung zu Abb. 21

125 A RE 470
125+ 30 5="5

10

zeigt, wieviel schneller man zum Ziel kommt.
Deshalb iibertragen wir diese Methode auf be-
liebige endliche Verteilungen:

Die Zahlen x; (i=l, . . ., n) seien mogliche
Ergebnisse eines Zufallsversuchs, die mit den
Wahrscheinlichkeiten p; (= §) eintreten. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ~ wird ~ dann
durch n; Chips auf der Stelle x; (i=1,. . .,n) re-
prisentiert. Jeder der n; Chips auf der Stelle x;
hat vom Erwartungswert E den Abstand |x;-E ;
diese Chips tragen infolgedessen zum Streu-
maf} den Betrag ni};(xi-E)? = pi(xi-E)? bei.
Summiert man diese Beitrige fiir allei, so erhilt
man mit der Grofle

pl(xl—E)Z = Pz(Xz—E)Z =Eit e pn(Xn-E)Z

eine nur von der Verteilung abhingige Zahl, die
nach den vorstehenden Uberlegungen ein Mafl
fiir die Streuung ist. Sie heifdt Varianz der Ver-
teilung oder auch die mittlere quadratische Ab-
weichung und wird meist mit V bezeichnet.

Der Abakus ist aber nicht nur zur Motiva-
tion dieser wichtigen Kenngrofle von Vertei-
lungen niitzlich, sondern verhilft auch zu ei-
nem besseren Verstindnis ihrer entscheidenden
Eigenschaft, der Additivitit. Damit ist folgen-
des gemeint: Wenn man N Chips nach einem
Wahrscheinlichkeits,,schliissel p1, p2, - - -, pn
auf die Positionen x1, X, . . ., X verteilt, und je-
den der Np; Chips nach einem neuen, aber stets
gleichbleibenden Schliissel qy, . . ., qm erneut
verteilt, so ist die Varianz der resultierenden
Verteilung? die Summe der Varianzen der bei-
den gegebenen Verteilungen p und q.

Um dies einzusehen, stellen wir uns vor,
dafl die Verteilungen mittels symmetrischer k-
Spriinge realisiert werden. Fiihren wir diese,
wie oben beschrieben, auf die dquivalente An-
zahl elementarer Streuakte, also Einerspriinge,
zuriick, so konnen wir mittels der Formel z =
%NV berechnen, wieviele wir davon bendtigen.
Im Falle der ersten Verteilung p mit der Varianz
Vi (N Chips) betrigt diese Zahl z; = 1NV1
Analog brauchen wir zur anschheﬁenden Ver-
teilung eines Chipturmes mit Np; Chips
%Np;Vz Einerspriinge und fiir alle n Chip-Ttir-
me zusammen infolgedessen

%NP1V2 e %szVz R %NPnVZ
=iNVa(p1 + p2 + . . . +,pn) = INV,.

Die resultierende Verteilung lifit sich daher

it
ANV, + INV, = IN(V; + V)

Einerspriingen herstellen, und fiir die Gesamt-
varianz V folgt nach derselben Formel

V=V1+Vz.

Anwendung: Die Binomialverteilung ist eine
Verteilung, bei der auf jeder Stufe dieselbe Ver-
teilung wiederholt wird. Deren Varianz betrigt

V = p(1-E)? + q(0-E)?
= p(1-p)* + q(0-p)?*
=pq’ + gp? = pq(q+p) = PY:
Folglich ist die Varianz einer n-stufigen Bi-
nomialverteilung n mal so grofi, also gleich

npq.
Man kann den Abakus auch einsetzen, um
die Varianz des Mittelwertes von Zufallsgrofien
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zu berechnen und die Ungleichung von Tsche-
byscheff herzuleiten. Der interessierte Leser sei
auf [4] verwiesen. In [1] wird der Varianz-Aba-
kus zum Beweis einer interessanten Beziehung
zwischen Mittelwert, Median und Varianz be-
nutzt. Auch Markoffketten lassen sich auf ele-
gante Weise mit Chips berechnen; dazu sei auf
[2] und [3] verwiesen.
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Herrn Professor W. Kroll und Herrn Dr. L. Fiihrer
danke ich fiir wertvolle Hinweise beim Verfassen
dieses Artikels.

Anmerkungen

1) So entnimmt man dem GB aus Abb. 8 die Vek-
torgleichung

8 0 1 0! 0 0
5 0 1 =2 0 1 0
11 =36 16(-2 1 8| 1+ 8 IH5-21+1] I
3 0 1 0 =2 1 =2
9 \0 0 0 1 0) 1

—2+16c+8¢  +8e3+5e+1¢e3

N

— g e e, ol

Dabei ist z der Vekror der ,,Zielverteilung“,; ist der
Vektor der ,,Anfangsverteilung* im GB. Die Vekto-
ren_é] sind in naheliegender Weise den elementaren
Streuakten der i-ten Spalte des GB zugeordnet. Die
Koeffizientensumme (8+21+9 = 38) der e ist die
Anzahl der benétigten elementaren Streuakte. Dafd
man fiir jede andere Einstellung des GB dieselben
Koeffizienten, also auch die gleiche Streu(akt)zahl
erhilt, folgt aus der linearen Unabhingigkeit der
Vektoren &;.

Ein anderer Beweis, der allerdings den Begriff der
Varianz schon benutzt, ergibt sich aus der in 1. ge-

MIT DEM ZUFALL (IST ZU) RECHNEN

machten Beobachtung, dafl jeder elementare
Streuakt die Varianz um %5 erhoht. Da die Varianz
der , Zielverteilung feststeht, miissen bei allen Ein-
stellungen des GB gleich viele Streuakte erfolgen.
(Vgl. auch [4].)

2) Man spricht von der Faltung (p * q) der Vertei-
lungen p und q. Hat die Zufallsgrofie X die Vertei-
lung p und Y die Verteilung q, so hat die Summe
X+Y die Verteilung p * q.
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