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lVarum mißt man die Streuung einer Ver-
teilung mit Hilfe der mittleren quadratischen
Abweichung (Varianz), die große Abweichun-
gen vom Mittelwen viel stdrher gewichtet als
kleine?

Daß sich die Varianz theoretisch viel besser
bewähn als die minlere li*"r. 1"b"olute) Ab-
weichung, kann man Schülern bei der Einfüh-
rung des Begriffs nicht klarmachen, da sie die
Theorie noch nicht kennen. Infolgedessen er-
scheint die Begriffsbildung willkürlich; sie
leuchtet nicht ein.

Der Varianz-Abakus ist ein Spiel, mit dem
man die Varianz als Sueumaß anschaulich mo-
tivieren kann, Insbesondere erklän er die in der
Varianzformel auftretenden Quadrate. Dar-
über hinaus macht er die Additivirät der Va-

!x!2, die der Grund tti. itr. ,tt.-oir.tr. So
deutung ist, unmittelbar verständlich. Aus die-
ser folgt dann leicht die Formel V : npq ftir die
Yanarz der Binomialverteilung, deren Kennt-
nis fiir die Behandlung einfacher ttobleme der
beuneilenden Statistik wichtig isr, die aber auf
elementarem \W'ege sonst nur schwer hergelei
tet werden kann.

Die entwickelnde Begründung des Abakus
in den Abschnitten 2-4 ist fiir einen Unterricht
gedacht, in dem der Begriffder Varianz erarbei-
tet werden soll.

Abschnia 1 zeigt umgekehn, wie man den
Abakus nutzen kann, wenn der Begriff der Va-
rianz schon bekannr ist. Im Unterricht kann
man also - alternativ - zwei \üege beschrei-
ben, je nachdem, welche Intentionen man ver-
folgt.

Eine Aufgabe - die Idee des
Abakus

0 1
Abb. I

2 3 4 5 6 7

Ein ChipQrepräsentien die Vahrscheinlich-
keit ft.

Die Vahrscheinlichkeitsveneilung aus
Abb. t hat den Erwamrngswen E : Epi . xi: 3
und die Yarianz V: Epi . (x;-E)2 : 5.

Aufgabe: Man ändere die Veneilung ab, oh-
ne Erwamrngswen und YaÄanz zu beein-
flussen!
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Der YaÄanz-Abalnrs
von rVolfgang Riemer

Lösung: Ifährend Umgruppierungen, die den
Erwamrngswen nicht verändern, leicht zu fin-
den sind (vgl. [5]), machenUmgruppierungen,
die zugleich auch die YaÄaru nicht beeinflus-
sen, Schwierigkeiten. Die Darstellung der Ver-
teilung durch Chips leg einen operativen An-
satz nahe: Bewegen wir zwei beliebige Chips
um je eine Einheit auseinander, so bleibt der Er-
wartungswert unverändeft. Um welchen Be-
trag sich die Varianz verändert, sagt Abb. 2:

Die Anderung der Varianz ist von der Dif-
ferenz k-i der Stellen k, i abhängig, auf denen
die bewegten Chips lagen. Iiü'enn wir aber zwei
Chips von der gleichen Stelle auseinanderbe-
wegen (i:k), dann nimmt die Varianz unab-
hängig von der Lage (i) um den netrag ffi
Diese Zunahme ldßr sich durch einen Sprungin
umgekehner Richrung (mit einem anderen
Chip-Paaa in Abb. 3 schwarz markien) kom-
pensieren. Daher haben alle Veneilungen aus
Abb. 3 gleichen Erwarnrngswen und gleiche
YaÄanz.
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'Wie 
man die Beobachtung darüber hinaus

nutzen kann, um die Varianz einer beliebigen
(rationalen) Veneilung nur durch Zählen von
Sprüngen zu bestimmen, zeigt Abb. 4. Am En-
de liegen alle Chips auf der Stelle des Erwar-
tungswertes, der auf diese Weise durch den
Abakus mitgeliefert wird. Dazu brauchte man
25 Sprünge, von denen jeder die Varianz um fo
reduziene. Die Varianz beträgt jetzt 0; sie be-
trug anfangs also 5.

Stzuung und Srzuungsmaß
- die erqreitenen

Galtonbrener

Ein Maf3 ftir die Streuung von Veneilungen
sei noch nicht bekannt. rVir wollen (anders als
in 1.) die YaÄar.z einführen. Betrachten wir
zwei Verteilungen, die zu folgenden Glücksrä-
dern gehören:

Anzahl der
,,Sprünge"
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Abb. 4

Abb. 2

Beitrag der Chips zur YaÄaru

vorher: 
*1 1iz + k2)

nachher: +((i-t), + (k+t)r)

: f r1 i2+kr)+fr6-1+rt
Zunahme der Varianz: A tb-il + AäG-il + ä

n 1 2 3 4 A

p + * +t +
Abb. +a
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nach links und rechts abgelenkt wird, wobei
von Stufe zu Stufe auch Kugeln "liegen blei-
ben", d. h. unabgelenkt herabfallen dürfen.

Abb. 6

. : .  : .  : . . . . . : .  : ' : . ; .  : . .

Je nachdem, wie der Mechanismus einge-
stellt ist, lassen sich mit einem solchen GB ver-

schiedene Veneilungen realisieren, z. B. auch
die zum ersten Glücksrad gehörige. Der fol-
gende Ablaufolanzeigp, wie die Kugeln veneilt
werden:

Abb .7

Dasselbe Ergebnis erreichen wir aber auch
mit dem folgenden GB:

Abb. 8 , /36\
7 r 1 8 1 0  1 8

I 2 8rr ' ,18\

3 71113 3
'Wir 

untersuchen nun die beiden Gedan-
kenexperimente unter dem Gesichtspunkt der

Streuung. Betrachtet man das Aufspalten eines
Kugelpaares als,,elementaren Streuakt", so fin-
den wir, daß beim ersten Ablauf insgesamt
16+8+8+5+1, also 38 solcher Streuakte statt-
gefunden haben. Beim zweiten Ablauf ergibt

sich analog 18+8+9+3 als Sueu(akt)zahl, und
überrascht stellen wir fest, daß sie dieselbe ist.
Das ist kein Zufall; man kann beweisen, daß die
Anzahl der benötigten Streuakte nur von der
endgültigen Verteilung nicht aber von ihrer

Realisierung durch einen GB-Mechanismus
abhängt.t) Da es hier nur um die Motivation
geht, genügt es, wenn die Schüler sich handelnd
davon überzeugen, indem sie weitere GB her-
stellen, die die gleiche Veneilung bewirken.

Daß die Gesamtzahl der elementaren
Streuakte ein Maß ftir die ,Verstreutheit" der
Veneilung ist, wird dadurch erhärtet, daß Ver-
teilungen mit deutlich unterschiedlicher

"Streuung" 
auch voneinander verschiedene

Streuaktzahlen haben, wobei die größere

Sreuaktzahl stets zu der Veneilung mit der
größeren Streuung gehön. So liefen das folgen-

de GB

Abb. e ,r/36\

;ir8-13

,;-F?iä
die Streuaktzahl 18+9+9+6+3+4 : 49 als MafJ
ftir die Streuung der beim zweiten Glücksrad
auftretenden Veneilung.

Andrerseits ist die Streu(akt)zahl noch
nicht geeigret, zwei verschiedene Verteilungen
zu vergleichen, wenn die Anzahl der Kugelpaa-
re, die man durch das GB fallen läßt, verschie-
den ist. Hänen wir z. B. 72 statt 36 Kugeln ge-
norrmen, um die obigen Veneilungen zu reali-
sieren, so hätten wir offenbar auch die doppelte
Streu(akt)zahl erhalten. Auf Grund der hier
vorliegenden ltoponionalität ist es sinnvoll,
den Quotienten aus Streu(akt)zabl z und Zall,
der Kugelpaar. ) (N sei die Anzalrl der Ku-
geln) als normienes Sreumaß einzufi.ihren.
Diese Normierung bedeutet, daß die Venei-
lung aus Abb. 10,

Abb. 10

z: 1 Streuakt, N:2 Kugeln

S t r e u m a ß t , ) : r

Abb.11

gleiche Veneilung durch niehr Kugeln
dargestellt

z : 3 Streuakte, N : 6 Kugeln

S t r zuma f l z ,N :1

die durch einen einzigen Streuakt entsteht,

das Streumaf3 1 erhdlt. Dementsprechend be-

trägt das Streumaß der Veneilungen, die zu

den beiden Glücksrädern aus Abb. 5 gehören,

ff bzw ffi.

3
Der Abakus

Nicht jede Verteilung läßt sich durch die

oben beschriebenen elementaren Streuakte er-

zeugen:
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Beide Veneilungen haben den gleichen Er-
wartungswert 3; aber die beiden Stabdiagram-
me zeigen, daß sie sich wesentlich unterschei-
den. Die Ergebnisse streuen verschieden stark
um den Erwamrngswen.

1 2
Abb. 5a

@

1 2

Abb. 5b

@

\fie kann man die Sueuung messen? 
'Wir

erinnern uns an das Galtonbrea (Abb. 6). Bei
ihm kann man die Streuung der durchfallenden
Kugeln unmittelbar verfolgen. Beim Aufueffen

auf die Stifte spritzen sie auseinander, wobei je-

doch der Erwamrngswen stets in der Miae
bleibt, da gleich viele Kugeln nach links und
rechts abgelenkt werden,

Vir stellen uns ein modifiziertes Galton-
bren (im folgenden mit GB abgekürzt) vor, das

durch einen sinnreichen Mechanismus dafür
sorgt, daß an bestimmten Streustellen eine vor-
gegebene Anzatrl lon Kugeln symmetrisch
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Das ändert sich, wenn man den Kugeln
auch weitere Sprünge erlaubt und außerdem
zuldßt, daf3 sich zwei Kugeln wieder zu einem
Paar vereinigen (und damit die Streu(akt)zahl
vermindern). So erhilt man die obige Venei-
lung mittels des folgenden GB:

Abb. 13

a"\
,41-hl
\4--/o o I

Hierbei ist aber noch nicht hlar, wie man
die Streuung um zwei, drei, vier usw' Einheiten
im Vergleich zu der Streuung um eine Einheit,
die durch einen elementaren Streuakt bewirkt
wird, bewenen soll. Zu dem Zweck untersu-
chen wir zunächst den ,,Zweiersprung" und
fragen, wie wir ihn mittels elementarer Streu-
akte (,,Einersp.ürge") herstellen können.

Um die Veneilung

Abb. 14

aufzubauen, braucht man entweder einen
Zweiersprung (Abb. 15) oder vier Einerspri.in-
ge (Abb. 16).

nächst zwei Kugelpaare um zwei Einheiten
gestreut werden und dann diese beiden noch
einmal um ie eine Einheit:

Das entspricht einer Streu(akt)zahl von
2.4+2.1 : lQ. Andrerseits entsteht dieselbe Ver-
teilung, wenn ein Kugelpaar um eine Einheit
und eines um &ei Einheiten gestreut wird. Die
Streuung um drei Einheiten ist also mit 10-1 : 9
elementaren Streuakten gleichwenig.

Bezeichnen wir das Streuzahläquivalent
mit a6 wenn ein Kugelpaar um k Einheiten
gestreut wird, so ist a1 : l, a2:-4 und a3 : 9.
Daher vermuten wir, daß allgemein ak: kz sgin
wird. Dies ist durch den folgenden Induktions-
schritt leicht zu bestätigen:

Abb. 1

/ ' - t \ .

/ ' {  
o  o- ' \

1 0 1 0 1 0 1

Abb. 18

o\

4ffi.ffi)
rTFT

FF

Der Zweiersprung eines Kugelpaares ent-
spricht daher 4 Einersprüngen, d. h. bei glei-
cher Kugelzahl vervierfacht sich die Streu(akt)-
zahl, wenn die Sprungweite verdoppelt wird.

Durch eine analoge Bilanz erhalten wir das
Aquivalent ftir einen Dreiersprung, indem zu-
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Abb. 18 entnimmt man

2au+ 2: ak+l + ak-I,
also

a1*a1:2ag- a16-1 * 2
: 2k2_ (k_ t1z * '
:k2 + 2k a 1:  (k+1)2.

\(ir vereinfachen das Verfahren zur Be-
stimmung des Streuungsmaßes einer Venei-
lung dadurch, daß wir das bisherige Verfahren
einfach umkehren (wie schon in Abb. 4 ange-
deutet). rü(/ir gehen von der gegebenen Vertei-
lung aus und rekombinieren die Kugelpaare
durch symmeuische Sprünge beliebiger \üeite.
Daß dieser Abakus schön mit Chips gespielt
werden kann, die zu Türmengemäß derVenei-
lung auf der Zahlengeraden aufgestapelt sind,
zeigt folgendes Beispiel OI: 16):

Beim ersten Schria nimmt die Streu(akt)-
zalrl um 4 zu (vier Einersprünge), danach
durch einen Dreiersprung um 9 ab. Im drinen
Schritt nimmt sie durch zwei Einerspriinge um
2 zu; der letzte Schrin, durch den die Konzen-
tration aller Chips im Erwamrngswen erreicht
wird (drei Zweiersprünge), reduzien die
Streu(akt)zahl emeut um 12.

Zur Ausgangsveneilung gehön daher die
Streu(akt)zahl z : -4+9-2+12:15. Ihr Streu-
maf3 ist daher z: ): ,t

Daß der Abakus tatsächlich stets aufgeht,
ergibt sich aus der folgenden Strategie (der Er-
warrungsweft sei zunächst ganzzabhg) :

'Wenn 
mehr als zwei Türme da sind, haben

mindestens zwei von ihnen einen geradzahli-
gen Abstand, so daß der Minelpunkt ihrer Posi-
tionen eine gameZaliist. Auf diesenvereinigt
man die maximal mögliche Anzahl von Chips
durch einen symmetrischen Sprung. Hat man
mehrere Möglichkeiten, so nimmt man stets
die Türme, die am weiresten voneinander ent-
fernt sind. Auf diese lVeise kannmanihreHöhe

Abb. ls

Abb. 16

.o \
\or
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und schli'eßlich auch ihre fuzahl systematisch
abbauen, wobei sich die resdichen Türme im-
mer mehr zum Mittelwen hin konzentrieren.
rWenn nur einer übrigbleibt, sind wir fenig.

Bleiben aber zwei übrig, so muß ihr Abstand

ungerade sein. Andernfalls könnte man sie in

der Mitte vereinigen. (In diesem Falle müssen
n?irnlich die beiden Türme gleich hoch sein,
weil sonst der Erwamrngswert keine ganze

Zahl. wäre.)
'Wir 

betrachten nun diesen Fall gesonden:

Abb. 20

Einer von beiden Türmen muß mindestens
aus zwei Chips bestehen, weil der Erwarnrngs-
wen ganzzahlig ist, und ohne Beschränkung
der Allgemeinheit nehmen wir an, daß dies der
linke ist. Von diesem lassen sich infolgedessen
zwei Chips abspalten und der äußerste linke
von beiden zusammen mit einem Chip des äu-

ßersten rechtenTurmes in der Mitte vereinigen.
Sind jetzt mehr als zwei Türme übrig, dann
verfähn man nach der Grundstrategie so lange,
bis wieder nur höchstens zwei übriggeblieben
sind. Im Vergleich zu der ursprünglichen Situa-
tion muß sich der Abstand jetzt aber verklei-
nert haben, da die inneren Türme auf Grund
der Strategie nicht alle verschwinden können.
Infolgedessen muß in endlich vielen Schrinen
der Zustand erreicht sein, daß alle Chips in ei-

nem Turm vereinigt sind; denn zwei unmittel-
bar nebeneinandeistehende Türme sind wegen
des ganzzahligen Erwamrngswertes unmög
lich.

\(i'ir demonstrieren dieses Vorgehen an ei-
nem Beispiel und berechnen auch das zugehö-
rige Streumaß.

feinern (denn eine durch N Chips dargestellte
Veneilung hat einen Erwamrngswen von der
Form ft).

V'eil man den Erwamrngswen vorher sel-
ten kennt (insbesondere keine Informationen
über dessen Ganzzahligkeit hat), spielt man in

der llaxis solange wie möglich über ganzzahli-
gen Stellen. Ist der Erwam.rngswert nicht ganz-
zahlig, erhdlt man dabei zwei nebeneinander-
liegende Türme. Erst danach verfeinert man
die Einheit (vgf. auch [a]).
$fir berechnen als Beispiel die Varianz der Bi-
nomialveneilung B(2; ]):

De Varianz einer Verteilung

Durch den Abakus werden alle Chips mit-
tels symmetrischer Sprünge auf den Erwar-
rungsq/en der Veneilung konzentrien. Densel-
ben Effekt erzielt man, wenn man jeden Chip
einzeln sofort auf diese Stelle springen läßt. Da
ein symmetrischer Sprung der \fleite kden Bei-
trag k2:$: z'ffizum Streumaß liefert, sollte ein
einzelner Sprung nur mit ff in das Streumaß
eingehen. In der Tat liefen dieser Ansatz in al-
len unseren Beispielpn dasselbe Ergebnis, und
die Rechnung zu Abb. 21

12.H+ 30.# :# : ro
zeigt, wieviel schneller man zum Ziel kommt.
Deshalb übenragen wir diese Methode auf be-
liebige endliche Veneilungen:

Die Zahlen x1 (i:1, . . ., n) seien mögliche
Ergebnisse eines Zufallsversuchs, die mit den
Vahrscheinlichkeiten pi (: ff) eintreten. Die

Vahrscheinlichkeitsveneilung wird dann

durch n; Chips auf der Stelle xi (i:1,. . .,n) re-
präsentien. Jeder der n; Chips auf der Stelle x;

hat vom Erwamrngswert E den Abstand lx;-E l;
diese Chips tragen infolgedessen zum Streu-
maß den Berag nifl(xi-E)2 : p(x1-E)2 bei.

Summiert man diese Beiträge ftir alle i, so erhält

man mit der Größe

p1(x1-E)2 + p2(x2-E)2 + . . . + p"(xn-E)2

eine nur von der Veneilung abhingige Zahl, die
nach den vorstehenden Überlegungen ein Maß
ftir die Streuung ist. Sie heßt Varianz der Ver-
teilung oder auch die mitdere quadratische Ab-

weichung und wird meist mit V bezeichnet.
Der Abakus ist aber nicht nur zur Motiva-

tion dieser wichtigen Kenngröße von Venei-
lungen nützlich, sondern verhilft auch zu ei-

nem besseren Versrindnis ihrer entscheidenden
Eigenschaft, der Additivirjt. Damit ist folgen-
des gemeint: \(enn man N Chips nach einem

\üahrscheinlichkeits,,schlüssel" pr, p2, . . ., pn

auf die Positionen x1, x2, . . ., x. veneilt, und je-

den der Np; Chips nach einem neuen, aber stets
gleichbleibenden Schlüssel Ql, . ., qm erneut
verteilt, so ist die YaÄanz der resultierenden

Verteilung2) die Summe der Varianzen der bei-
den gegebenen Veneilungen p und q.

Um dies einzusehen, stellen wir uns vor,

daß die Veneilungen minels symmetrischer k-

Sprünge realisien werden. Führen wir diese,
wie oben beschrieben, auf die äquivalente An-
zahl elementarer Streuakte, also Einersprünge,
zurück, so können wir mittels der Formel z:
lrNV berechnen, wieviele wir davon benötigen.
Im Falle der ersten Veneilung p mit der Varianz
V1 (N Chipg beträgt diese Zali z1: 12NV1.

Analog brauchen wir zur anschließenden Ver-
teilung eines Chipturmes mit Np; Chips

tNpiV, Eitte.tprünge und fur alle n Chip{ür-
me zusarnmen infolgedessen

lNptv, + äNp2V2 + . . . + rlNp,v,
: lNvr(p, + p2 + .. . +ipJ : }NV"
Die resultierende Veneilung läßt sich daher

mit 
iNv, * äNvr:1rNff, + vt

Einersprüngen herstellen, und ftir die Gesamt-
vaÄar V folgt nach derselben Formel

V:  Vr  +  Vz .

Anwendung: Die Binomialverteilung ist eine

Veneilung, bei der aufjeder Stufe dieselbe Ver-
teilung wiederholt wird. Deren Varianz beträgt

Y: p(1-E)2 + q(0-E)2

: p(t-p)2 + q(0-p)2

: pq2 + qp2 : pq(q+p) : pq.

Folglich ist die YaÄarz einer n-stufigen Bi-

nomialveneilung n mal so groß, also gleich

nPq'
Man kann den Abakus auch einsetzen, um

die Varianz desMittelwenes von Zufallsgrößen
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Abb. 21

Beim ersten Schritt nimmt die Streu(akt)-
zabl um 1 zu, bei den übrigen um
l. 42 + 2.22 + 4.12 + 8.32 + 16'22 +7.12 + 232 + l'22 +
6'12+12.12 :2ll
ab, bis sie den Ven 0 erreicht hat. Folglich be-
uäg das Streumaß

H:ro .
Der Abakus kann leicht auf den Fall rado-

naler Erwamrngswerte ausgedehnt werden,
man braucht nur die Einheit von 1 aufflzu ver-

70

Abb.22

+1
Der Erwamrngswen ergibt sich zu 

l;

ftir die Streu(akt)zahl erhilt man

z: t - t . f ,+ t .$ :2 .

Das Sueumaß 
"t 

Z ,2r: 
I

( : 2 ' p ' ( r - p ) m i t p : 1 r ) .



zu berechnen und die Ungleichung von Tsche-

byscheff herzuleiten. Der interessiene Leser sei
auf [4] verwiesen. In [1] wird der Varianz-Aba-
kus zum Beweis einer interessanten Beziehung
zwischen Miaelwen, Median urid Varianz be-
nutzt. Auch Markoffkenen lassen sich auf ele-
gante lVeise mit Chips berechnen; dazu sei auf

[2] und [3] verwiesen.
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Herrn Professor \( Kroll und Herrn Dr. L. Führer
danke ich fur werwolle Hinweise beim Verfassen
dieses Anikels.

Anmerkungen

1) So entnimmt man dem GB aus Abb. 8 die Vek-

torgleichung

('ilfil 'l)'(il'(}'(il fi)
i : Ä  +  1 6 i z  +  8 i r  +  8 i i  +  s i z  +  t i r

: l  + s i r  + 2 r i z + 9 ' q .

Dabei isti der Vektor der,,Zielveneilung",ä ist der

Vektor der ,,Anfangsveneilung" im GB. Die Vekto-

ren e1 sind in naheliegender lVeise den elementaren

Streuakten der i-ten Spalte des GB zugeordnet. Die

Koe{fizientensumme (8+21+9 : 38) der e2 ist die

Anzahl der benötigten elementaren Streuakte. Daß
man für jede andere Einstellung des GB dieselben

Koeffizienten, also auch die gleiche Streu(akt)zahl

erhalt, folgt aus der linearen Unabhängigkeit der

Vektoren i2.

Ein anderer Beweis, der allerdings den Begriff der

Varianz schon benutzt, ergibt sich aus der in 1. ge-

MrT DEM ZUFALL (rST ZU) RECHNEN
machten Beobachtung, - daß jeder elementare

Streuakt die Varianz um j3 erhöht. Da die Varianz

der ,,Zielveneilung" feststeht, müssen bei allen Ein-

stellungen des GB gleich viele Streuakte erfolgen.

(Vgl. auch [4].)

2) Man spricht von der Faltung (p * q) der Venei-
lungen p und q. Hat die Zufallsgröße X die Venei-
lung p und Y die Veneilung q, so hat die Summe
X+Y die Veneilung p * q.

A nzcige

Der  Deutsche
Schu lpre is  2006
Preisträger

Die Jenaplan-Schule is t  e ine der  Neugründungen nach der
deutschen Vereinigung I989 und hat sich so gut entwickelt,
dass sie heute als eine erste Adresse gilt, wenn Kollegien
Anregungen für ihre eigene Schule suchen oder Exper-
ten sich über Stand und Möglichkeiten pädagogischer
Schulentwicklung und -reform informieren wollen. Der
Preisträger des Deutschen Schulpreises 2006 macht vor, wie
das Lernen von Kindern so begleitet und gefördert wErden
kann, dass sie Selbstständigkeit entwickeln können. Dabei
geht es um Kinder verschiedenster Begabung, Lebens- und
Schulschicksale. von der Vorschule bis zum Abitur.
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