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Liebe Leserin, lieber Leser,

die Welt ist voller Daten, voller Interpretationen, voller

Wahrscheinlichkeitsaussagen, voller Schlussfolgerungen,

voller Entscheidungen unter Unsicherheit.

Aber wie kommt man zu den Schlussfolgerungen?
Wie genau sind die Wahrscheinlichkeitsangaben? Was
sind liberhaupt Wahrscheinlichkeiten? Was unterscheidet
Wahrscheinlichkeiten von relativen Haufigkeiten? Was un-
terscheidet ,theoretische“ von ,,empirischen“ Wahrschein-
lichkeiten? Gibt es liberhaupt ,,empirische“ Wahrschein-
lichkeiten oder sind das relative Haufigkeiten? Und was be-
deuten Wahrscheinlichkeiten bei nicht reproduzierbaren
Situationen wie etwa dem Klimawandel?

Dies alles zu fragen ist einfach. Uberzeugende Antwor-
ten zu geben erfordert deutlich mehr Wissen und Anstren-
gung. Und: Wir sind mit unseren Fragen noch nicht fertig.
Es gibt noch mehr, iber das sich ein Nachdenken - auch im
Unterricht - lohnt:

» Was hat Lernen aus Erfahrung mit Wahrscheinlichkeit
zu tun? In der Werbung werden fast ausschlieflich at-
traktive Models abgelichtet - hat das nicht viel mit be-
dingten Wahrscheinlichkeiten und dem Lernen aus Er-
fahrung zu tun?

» Warum verschweigen ,spitzfindige“ Statistiker Stich-
probenumfinge? Warum sind die Achsen statistischer
Zeitungsgrafiken mitunter anders beschriftet als im Ma-
thebuch? Aus Nachlassigkeit? Aus Hinterlist?

Wenn lhre Schiilerinnen und Schiiler {iber solche Fragen

nachgedacht haben, vielleicht sogar auf einige dieser Fra-

gen Uberzeugende Antworten geben konnen, dann war lhr

Stochastikunterricht erfolgreich und allgemeinbildend,

dann haben Sie lhren Schilerinnen und Schiilern eine gute

Portion Miindigkeit auf den Lebensweg mitgegeben.

Aber was ist zu tun, damit das gelingt? Flir uns hat guter
Mathematikunterricht viel Ahnlichkeit mit dem Forschen
in einem Labor, in dem man groRen Fragen im Kleinen,
in einer ,klinisch sauberen“ Umgebung unter definierten
und prazise festgelegten Rahmenbedingungen nachgeht.
Dabei werden Grundlagen gelegt, zentrale Begriffe gefes-
tigt, Zusammenhange elementarisiert und ,exemplarisch
auf den Punkt“ gebracht. Und zwar nicht (oder nicht nur)
durch Erklaren, Lesen und Diskutieren, sondern immer
wieder auch durch selber Tun, durch Experimentieren mit
Wiirfeln, Mlinzen usw., durch das Aufstellen und Erproben
von Modellen, durch ,was ware wenn“-Analysen im Rah-
men von handischen oder digitalen Simulationen.

Nurim Wechselspiel von Nachdenken und praktischem
Handeln lassen sich altersgerecht adaquate und vor allem
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Vorwort

Ein traditioneller Algorithmus fiir weniger miindige Biirger. Und doch: Wer
Miinzen wirft, Wiirfel rollt ... oder Bliimchen zupft ... der spielt mit wichtigen
Modellen (nach Lothar Sachs).

tragfahige Grundvorstellungen aufbauen, begriffliche Fest-
legungen verstehen und Grundkonzepte der Stochastik er-
arbeiten. Hierbei ist die fiir im schulischen Bereich kosten-
freie und mehrfach ausgezeichnete Software GeoGebra ein
mdchtiges und hilfreiches Werkzeug.
Mit Riicksicht auf unterschiedliche Leserinteressen
gliedert sich das vorliegende Heft in
> eine ,Werkzeugkiste“ zum Bearbeiten stochastischer
Fragestellungen mit GeoGebra,
> fertige Dateien zur direkten Verwendung im Unterricht
und
» konkrete Arbeitsblatter zu interessanten stochasti-
schen Projekten.
Diese Bausteine stehen nicht unverbunden nebeneinan-
der, sie werden verbunden durch einen roten Faden, durch
unsere ,,Philosophie guten Stochastikunterrichts, die sich
durch wenige Paradigmen charakterisieren lasst. Sie hal-
ten somit auch eine ,,Didaktik der Stochastik® in Handen.
Diese ist in vielen Unterrichtsexperimenten im Rahmen in-
tensiver ,Handlungsforschung“ gewachsen. Sie hat sich
im Schulalltag bewahrt und iberwindet die seit 40 Jahren
beklagte Trennung von Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik.

Wir wiinschen lhnen und lhren Schiilerinnen und Schiilern
viel Freude und spannende Entdeckungen beim ,Erlebnis
Stochastik“ mit GeoGebra!
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Didaktischer Hintergrund: Stochastik unterrichten - worauf kommt es an?

1 Wahrscheinlichkeit und Statistik:
ein spannungsgeladenes Verhaltnis

»Statistik ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung ist blind,
Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne Statistik ist leer.“ So
charakterisierte Hans Schupp (1982) als Vorsitzender der
Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik das Verhaltnis
zwischen den beiden Saulen der Stochastik und brachte
damit seine Unzufriedenheit mit dem damaligen Curricu-
lum zum Ausdruck. Tatsachlich liest sich das Curriculum
auch heute noch linear wie folgt:

> zuerst die beschreibende Statistik,

» dann die Wahrscheinlichkeitsrechnung und

» zum Abschluss die beurteilende Statistik.

Damit wird das Vorgehen der Hochschule, das von Anfang
an nach formaler Exaktheit und Systematik strebt, kopiert.
Im Zentrum schulischer Stochastik stehen aber neugie-
rige Kinder und Jugendliche mit ihren Alltagsintuitionen
und Interesse an spannenden Fragen. Diese gilt es hervor-
zuholen und zu beantworten: Im Unterricht stehen Syste-
matik und formale Exaktheit am Ende, nachdem Begriffe
liber konkrete Inhalte als sinnstiftend erlebt und Zusam-
menhdnge entdeckt wurden, nicht am Anfang. Stochastik
Ltickt“ in Schule anders als in Hochschule!

Das brachte in den 1970er-Jahren eine Klasse 7 da-
durch zum Ausdruck, dass sie einen Papierflieger an der
Tafel zerschellen lieR, als es in den ersten Stochastik-
stunden nicht um Wahrscheinlichkeit ging, sondern um
Grundraume, um Ergebnisse, um Ereignisse, um Schnitt-
mengen (,Und-Ereignisse“) und Vereinigungsmengen
(,Oder-Ereignisse“). Die Parallelitat zu einer universita-
ren Veranstaltung mit dem Titel ,Wahrscheinlichkeits-
theorie, bei der zunachst die MalRtheorie thematisiert
wird, ist unverkennbar. Leider trug die in den 1970er-Jah-
ren wahrend der ,strukturmathematischen Welle“ unter
dem Stichwort ,Mengenlehre” kultivierte ,Ereignisalgeb-
ra“ zur Forderung stochastischer Grundvorstellungen we-
nig bei. Sie hat den Namen Kolmogorow - der in keinem
Lehrplan mehr auftaucht - in schulischen Gefilden véllig
zu Unrecht diskreditiert.

Aber wie lassen sich Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik auf der Schule sinnvoll verzahnen und so die von
Hans Schupp kritisierte ,blinde Leere“ in ,,sehende Fiille“
verwandeln? Unsere Antwort ist so kurz und griffig, dass
sie sich in wenige Paradigmen fassen lasst.

2 Paradigmen

> Verwende einen passenden Wahrscheinlichkeitsbegriff.

» Trenne Modell und Realitdt - messerscharf und konse-
quent.

» Untersuche Zufallsschwankungen, anstatt sie wegzu-
wiinschen.

» Stelle nicht nur Aufgaben, sondern echte Fragen, die
durch Experimente beantwortet werden.

» Nutze den ,didaktischen Dreischritt“: Spekulieren - Ex-
perimentieren - Reflektieren.

» Nutze Software nicht nur zur Individualisierung (die
schnellin ,Vereinzelung” endet), sondern vor allem zur
Verlangsamung, als Anlass zu sinnstiftendendem und
begriffsbildendem Kommunizieren im Plenum. Nach
dem Motto: ,Einer klickt, alle denken - das ist besser
als alle klicken, keiner denkt.”

In den folgenden Abschnitten werden diese Paradigmen

am Beispiel zweier Schlisselstunden erlautert.

3 Wahrscheinlichkeit (Schliisselstunde Klasse 7)

3.1 Hypothetisch-prognostischer Wahrscheinlichkeits-
begriff

Es ist die erste Stunde zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
(die Schiilerinnen und Schiiler sind mit dem Prozentbegriff
vertraut): Jeder erhalt einen Quader (Abb. 1), dessen Sei-
ten so beschriftet sind, dass sich die Augenzahlen der Ge-
genseiten zu 7 addieren - wie bei einem Spielwiirfel.

Schritt 1: Spekulieren

Der Einstiegsimpuls lautet:

Schaut euch die Quader genau an und schdtzt die ,,Chan-
cen“der sechs Augenzahlen in Prozent ...

Nicht wiirfeln, nur schétzen! Nach Gefiihl.

Die Lernenden akzeptieren das Wiirfelverbot und nennen
~Prozentzahlen® von denen man einige festhalt wie in
Abb. 1. Dabei beachten sie intuitiv:

» Gegenseiten haben gleiche Chancen.

» Grole Seiten haben grofie Chancen.

» Alle Chancen addieren sich zu 100 %.

Das Missachten eines der drei Punkte fiihrt zu fruchtba-
ren Diskussionen: Johanna hatte erst die Chancen fiir 1
und 3 geschatzt und zu spat bemerkt, dass dann fiir 2 zu
viel Ubrig bleibt; Alexandra dachte an einen realen Ver-
suchsausgang, nicht an Chancen. Dabei wird der Unter-
schied zwischen Modellebene (Chance bzw. Wahrschein-
lichkeit, vor dem Versuch, ,gefiihlt“) und Realitatsebene
(Haufigkeit, nach einem Versuch ,ausgezahlt®) greifbar.
Die geschdtzten Wahrscheinlichkeiten in den Tabellen-
zeilen driicken Erwartungen aus. Wir nennen sie ,hypo-
thetische Wahrscheinlichkeitsverteilungen®. Verteilun-
gen deshalb, weil sich die 100 % auf alle moglichen Sei-
ten verteilen; hypothetisch, weil wir nicht sicher sind.

Schritt 2: Experimentieren

Nach dem Spekulieren wird das Experiment mit Span-
nung erwartet. Jeder wiirfelt 100-mal. Die Ergebnisse wer-
den in 5er-Gruppen zusammengefasst, dann langsam zum
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Wiirfeln des Quaders mit Wiirfelbechern - auf den Tisch gestiilpt
Schatzungen 1 2 3 4 5 6
René 10% 4% 35% 35% 5% 10%
Stefan 15% 10% 25% 25% 10% 15%
Alexa 10% 12% 35% 20% 15% 8%
Johanna 15% 15% 20% 20% 15% 15%
Jasmin 15% 5% 30% 30% 5% 15%
Flache in cm? 2,99 2,60 4,60 4,60 2,60 2,99
Flache in % 14,7% | 12,8% | 22,6% | 22,6% | 12,8% | 14,7%

Abb. 1: Der Quader 1,3x2x2,3cm? ist wie ein Wiirfel beschriftet. Die Tabelle enthilt die geschdtzten Chancen (Hypothesen) fiir die unterschiedlichen Augenzah-
len. Alexas Schéatzung fiihrt zu intensiver Diskussion. Der Unterschied zwischen unsymmetrischen Haufigkeitsverteilungen (Realitdtsebene) und symmetrischen
Wahrscheinlichkeiten (Modellebene) tritt pragnant hervor - deswegen sind teilsymmetrische Objekte ideal.

Mitschreiben ins Heft diktiert und simultan am Beamer
kontrolliert. Durch die Verlangsamung beim Mitschreiben
entsteht ein Gefiihl fiir die Zufallsschwankungen, die dann
ganz bewusst wahrgenommen werden (Abb. 2).

Mit dem ,hypothetisch-prognostischen“ Wahrschein-
lichkeitsbegriff und der Modellierungssicht auf Wahr-
scheinlichkeiten schlagt man mehrere Fliegen mit einer
Klappe:

Schritt 3: Reflektieren

Durch Bilden von 5er-Gruppen verkleinern sich die Zu- Patrick 10 6 28 41 4 11
fallsschwankungen, aber sie verschwinden nie ganz, auch [ i 7 35 45 4 3
nicht durch Zusammenfassen der 2700 Ergebnisse der gan- -
zen Klasse. Abschlieflend einigen wir uns auf brauchbare Binoy 4 37 34 ! 17
symmetrische (1) Wahrscheinlichkeitsverteilungen. In die | Tobias 3 6 48 33 6 4
haben wir sehr viel mehr Vertrauen als in die zuvor ,,aus Michael 12 0 28 42 7 11
dem hohlen Bauch“ geschatzten. absolute H. |38 23 176 195 22 46
Werden Schiilerinnen und Schiiler statt mit Quadern zum -
Beispiel mit dem Vierfach-Miinzwurf konfrontiert, verlauft relative H. 7,6% [4,6% [352% |39,0% [4,4% [9,2%
der Unterricht mit Spekulieren - Experimentieren - Reflek-
tieren véllig analog. (Der Vierfach-Miinzwurf wird gern ver- | Paula 11 |6 34 32 10
packt als ,Lehrer Lampels Notengebung® (Herget 1997, [ Elaine 14 10 28 24 15
S.5): Fiir jede Arbeit wirft er vier (ideale) Miinzen, zahlt, wie | marie 4 41 32 11 6
oft ,Wappen“ gefallen ist, addiert 1 und notiert dieses Er-
gebnis als Note). In beiden Fallen bietet es sich an, eine Marga 10 34 29 14
Theoriephase nachzuschieben: Sandra 7 30 37 4 18
» Beim Quader richten wir die Wahrscheinlichkeiten so | absolute H. |46 32 167 154 38 63
ein, dass sie den Seitenflachen proportional werden - | relative H. [ 9,2% [ 6,4% |33,4% |30,8% |7,6% | 10,5%
und erhalten ein schlechtes Modell.
» Beim Vierfach-Miinzwurf unterlegen wir eine Laplace-Struk- Summe
tur mit 16 Ergebnissen - und erhalten ein gutes Modell. (27 Kinder) 279 207 |[834 883 204 293
Das Erlebte fassen wir wie folgt zusammen:
10,3% |7,7% [30,9% [32,7% |7,6% [10,9%
Wahrscheinlichkeiten sind vom Menschen gesetzte verbesserte Schitzung
Modelle der Wirklichkeit, die Vorhersagen machen
o CI:ESS:ZS,[ Sr']ed ?;t?r;?ex()de“b'ldungSkre'Slanen ;'ypomese 11,0% [8,0% [31,0% [31,0% [8,0% [11,0%
Wahrscheinlichkeiten leben auf der Modellebene
(»im Kopf“), sie schauen nach vorne. Hypothese |10 506 8,006 [31,5% |31,5% [8,0% [10,5%
Relative Haufigkeiten leben in der Realitatsebene B
(”im WurfelbeCher“)’ sie schauen zurlick. Abb. 2: Haufigkeiten und zwei verbesserte Schatzungen (vgl. 2-02-quader-
auswertungsvorlage.ggb
5
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Didaktischer Hintergrund: Stochastik unterrichten - worauf kommt es an?

» Man kniipft an alltagliche subjektivistische Vorerfah-
rungen (an unser ,Bauchgefiihl“) an. Schiilerinnen und
Schiiler erleben: Mathe hat mit mir zu tun.

» Der hypothetisch-prognostische Wahrscheinlichkeits-
begriff enthalt - wenn man vollstdndige Symmetrie un-
terstellt - den Laplaceschen als Spezialfall.

> Im Gegensatz zum frequentistischen Wahrscheinlich-
keitsbegriff (nach Richard von Mises) braucht man kei-
ne unendlich langen Versuchsserien, die es nicht gibt.
Es entfallt die fuir das Verstéandnis und die Entwicklung
tragender Grundvorstellungen fatale Vermischung von
relativer Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit, also die
Vermischung von Wirklichkeit und Modell.

Damit wird die ,Kopernikanische Wende der Stochastik“
von Richard von Mises’ Wahrscheinlichkeit als ,,Grenzwert
relativer Haufigkeiten“ hin zur Axiomatik des Andrei Niko-
lajewitsch Kolmogorow (in der man Wahrscheinlichkeiten
genau wie bei uns als gesetzte Modelle deuten und damit
weiterarbeiten kann) didaktisch nachvollzogen. Hier kom-
men also (als fast schon dialektische Pointe) strukturma-
thematische und fachdidaktische Intentionen zusammen,
wenn auch aus unterschiedlichen Beweggriinden.

4 Zufallsschwankungen und das ‘,—:‘_--Gesetz
(Schliisselstunde, Klasse 8)

Schritt 1: Spekulieren

Der Einstiegsimpuls lautet:

Wirfeine faire Miinze in Gedanken erst 25-mal, dann 100-mal
und anschliefend 400-mal. Notiere jeweils eine Héufigkeit
fiir ,Kopf*, von der du glaubst, dass sie realistisch auftreten
kénnte. Wiederhole das viermal.

Die Lernenden diktieren ihre Ergebnisse in ein gemeinsa-
mes Kalkulationsblatt, das die Schatzungen als Punktdia-
gramm visualisiert (Abb. 3 und Abb. 4). Diskussionen im
Plenum sind garantiert, und das Bediirfnis ,nachzuschau-
en“ wie sich faire Miinzen tatsachlich verhalten, ist virulent.

Schritt 2: Experimentieren

Wir empfehlen, Miinzen zunachst 25-mal und dann weiter
bis insgesamt 100-mal handisch zu werfen und in Klein-
gruppen erleben zu lassen, wie sich die Schwankungen
der relativen Haufigkeiten von 25 auf 100 tatsachlich ent-
wickeln, und dann das Erlebte durch Computersimulation
abzusichern.

Schritt 3: Reflektieren

Wie ein Vergleich von Abb. 4 und Abb. 5 zeigt, zerbrechen
die Primarintuitionen an der erlebten bzw. simulierten Re-
alitat: Eine Vervierfachung (!) des Versuchsumfangs hal-
biert die Grofke der Zufallsschwankungen, die man zum
Beispiel Giber die Langen der Boxen in Boxplots misst.

Ist in Klasse 9 die Wurzelfunktion bekannt, kann man hier
das fiir die beurteilende Statistik fundamentale % -Gesetz
entdecken. In der Sekundarstufe | hat dieses den Status

eines Naturgesetzes. In der Sekundarstufe Il schlief3t sich
die Begriindung uber die Sigmaregel der Binomialvertei-
lung an. In ihrer einfachsten, fiir die Sekundarstufe | taugli-
chen Form nutzt man diese Regel als Faustregel so:

Bei gegebener Wahrscheinlichkeit p liegt die

relative Haufigkeit h fastimmer in dem

Intervall [p——jﬁ;p+—jﬁ].

Wenn man bei einer Wahrscheinlichkeitsangabe un-
sicher ist und eine relative Haufigkeit h beobachtet
hat, die auRerhalb von [p- %;p+ —vlﬁ] liegt, hat man
Grund zu bezweifeln, dass p ein gutes Modell ist.

absolut relativ
25 |100 |400 |25 100 | 400
bernd 1 15 17 75 0,6 0,17 |0,1875
bernd 2 13 |31 200 0,52 10,31 |0,5
bernd3 |19 |68 150 |0,76 [0,68 |[0,375
bernd4 |9 48 260 |0,36 |0,48 |0,65

Abb. 3: Von Bernd gefiihlte Zufallsschwankungen (in den unterlegten Zellen
liegen die relativen Haufigkeiten auRerhalb des Wurzeltrichters)

1 72%im 40%im
. Wurzeltricher Wurzeltr;ichter‘
0.8 “nlzs 42 % im n=400 P
. Wurzeltrichter &
r L]
b g n=100 ]
0.61 & 8
oo E
= L ;
o " -l
0.4 A . [,
oo g &
' L)
0.2 - = °
o
| n
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Abb. 4: Gefiihlte Zufallsschwankungen der Klasse 8

n

] 50

100 150 200 250 300 350 400 450

Abb. 5: Tatséchliche Zufallsschwankungen. An jeder festen Stelle n liegen ca.
95 % der relativen Haufigkeiten im Wurzeltrichter.
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5 Beurteilende Statistik

Was bedeutet es inhaltlich, eine Hypothese H, mit 5% Irr-
tumswahrscheinlichkeit verworfen zu haben?

Diese Frage stellt sich in der Sekundarstufe Il. Die Antwort
darauf hangt vom Stichprobenumfang ab - und vom in-
haltlichen Kontext. Sie lasst sich nicht in einem Merkkas-
ten beantworten. Und die weit verbreitete Antwort ,,Das
bedeutet, H, gilt mit 95 %-iger Sicherheit “ ist Unsinn.
Deswegen unterschrieben im Marz 2018 binnen einer Wo-
che 800 Berufsstatistiker einen Aufruf , Schickt die Signifi-
kanzin den Ruhestand*“. Sie verurteilen das mit Signifikanz-
tests verbundene Schwarz-Weif3-Denken des Annehmens/
Verwerfens von Hypothesen. Tatsachlich kann man jede
Hypothese auf jedem Signifikanzniveau verwerfen, wenn
man den Stichprobenumfang nur hinreichend vergroRert.
Das liegt genau daran, dass Wahrscheinlichkeitsangaben
nur Modelle sind, die die Wirklichkeit mehr oder weniger
gut abbilden, nie ganz genau. Von daher tun wir gut daran,
unsere Schiilerinnen und Schiiler mit dem hypothetisch-
prognostischen Wahrscheinlichkeitsbegriff schon in Klasse
7 gegen ,signifikanten Unfug® zu impfen (vgl. Abschnitt 3).
Und das scheint uns eine liberzeugende Antwort auf Hans
Schupps ,blinde Leere®,

In der Sekundarstufe Il helfen GeoGebra-Simulationen,
diesen Zusammenhang zu vertiefen. Denn in der virtuellen
Welt lassen sich Hypothesen in ZufallsgroRen verwandeln,
und wir kénnen erforschen, wie sich irrelevant kleine Un-
terschiede in Abhangigkeit vom Stichprobenumfang als si-
gnifikant nachweisen lassen.

Konfidenzintervalle statt Signifikanztests

Als intuitiv naheliegende Alternative zu Signifikanztests
empfehlen Valentin Amrhein, Sander Greenland und Blake
McShane das Arbeiten mit Konfidenzintervallen, in de-
nen man alle diejenigen Wahrscheinlichkeiten sammelt,
die man nach einer Beobachtung nicht anzweifeln muss
(Amrhein u.a. 2019). Damit werden Punktschatzungen von
Wahrscheinlichkeiten durch Intervallschatzungen abge-
l0st. Und die Lange der Konfidenzintervalle libertragt die
fundamentale Idee der Messungenauigkeit aus der Geome-
trie in die Stochastik.

Auch hier unterstiitzen Visualisierungen und Simulationen
das Verstehen von Zusammenhangen.
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6 Die Rolle von GeoGebra

Was den Softwareeinsatz betrifft, so hat GeoGebra fiir
uns zundchst einmal eine dienende Funktion. Im Vorder-
grund stehen der Aufbau und die Férderung stochastischer
Grundvorstellungen. Dabei sind Realexperimente unver-
zichtbar. Sie werden mithilfe von Software ausgewertet
und gegebenenfalls durch ,virtuelle“ Simulationen (mit
dem Ziel einer vertiefenden Begriffshildung) erganzt, aber
nicht ersetzt.

GeoGebra befreit von Rechnungen, die handisch durchge-
fiihrt von Wesentlichem ablenken. Wenn man ,fertige“ Lo-
sungen als BlackBox vorgibt und Lernenden Zeit schenkt,
den Sinn dahinter zu erschlieRen, er6ffnen sich neue pro-
blemlosende Zugange und Moglichkeiten zu einer aktiven
Konstruktion anspruchsvoller Begriffe. Das ist dann die
hochste Stufe ,Reconstruction“ bei der Arbeit mit neuen
Technologien im Unterricht nach dem S.A.M.R.-Modell von
Ruben R. Puentedura.

Nutzen Sie GeoGebra also nicht nur zum Rechnen, Auswer-
ten, Visualisieren und Simulieren, sondern auch zum Kon-
struieren von Begriffen. Experimentieren Sie im Unterricht
hin und wieder auch mit dem Blackbox-Whitebox-Prinzip,
das der CAS-Didaktik entlehnt ist (vgl auch S. 34).

Es kdnnte sich lohnen!






»Projekt? Nein Danke! Dafiir habe ich keine Zeit!“ Kénnte
es sein, dass dieser Blick am Kern der Projektidee vorbei-
geht? Die folgenden Seiten liberwinden die Trennung zwi-
schen ,Pflicht“ und , Kur*.

Die vier hier ausgewahlten Kontexte sind ,,multifunktional”
einsetzbar, aber allesamt an Experimente gekoppelt, die
sich gut in den Alltagsunterricht integrieren lassen.

Und stets hilft GeoGebra, nicht nur bei Datenauswertun-
gen, sondern auch beim Verstehen, Verkniipfen, Vertiefen
und beim Begriffe bilden.

Das schiefe Gliicksrad (ab Klasse 7)

Nehmen wir als Beispiel das Gliicksrad, bei dem eine Haar-
klemme um einen Pin rotiert. Laplace’scher kann man als
Gliicksrad kaum sein.

Aber was passiert, wenn man das Gliicksrad nun auf einer
Seite anhebt? Gute Frage, auf die wir alle spontan meist he-
reinfallen. Schon in Klasse 5 im Rahmen beschreibender
»Strichlisten-Statistik“ verbliifft dieses Experiment, weil Er-
wartung und Erfahrung mit jedem Schnipser weiter ausei-
nanderdriften. Nach Einflihrung des Prozentbegriffs wird
es zum Paradigma fiir den Unterschied zwischen Modell
und Realitat. An ihm kristallisiert sich der hypothetisch-
prognostische Wahrscheinlichkeitsbegriff heraus, dhnlich
pragnant wie beim Wiirfeln mit Quadern.

In der beurteilenden Statistik wird ,,das schiefe Gliicksrad*
zum , Abenteuerspielplatz“ fiir Hypothesentests und Konfi-
denzintervalle, auf dem sich, wenn man genauer hinschau-
en mochte, dann vollig iberraschend auch stetig (sinusfor-
mig) verteilte ZufallsgroRen tummeln. Und es gibt eine in
sich geschlossene Theorie.

Somit kann dieses kleine Experiment zum vernetzenden
»Roten Faden“ quer durch die ganze Schulstatistik werden.

Reaktionszeiten

Wer schnell viele authentische Daten sammeln méchte,
der wird dieses Experiment lieben: Die Langen der Stre-
cken, die ein Smiley zufallsgesteuert auf dem Bildschirm
hiipft, werden in einer Kalkulationstabelle gespeichert -
und dann die Zeit, die man braucht, um ihn auf der neuen
Position anzuklicken.

Wie sieht die Verteilung der Reaktionszeit aus? Wie han-
gen Hiipfstrecke und Reaktionszeit zusammen? Ist man
morgens schneller als mittags im ,,Suppenkoma“? Klicken
Rechtshander mit der rechten Hand schneller - und Links-
hander schneller mit links?

Man beantwortet schon in der Sekundarstufe | mit be-
schreibender Statistik spannende Fragen - und in der Se-
kundarstufe Il spielt man auf der Klaviatur statistischer
Testverfahren, vom einfachen Vorzeichentest bis hin zum
anspruchsvollen t-Test.
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Das Sprechen und die Statistik

Die Verteilung von Floskeln wie den ,,Ahs, die wir beim Re-
den einstreuen, wenn wir nachdenken oder unsicher wer-
den, bietet Datenmaterial fiir eine spannende (und durch-
aus heitere) Stunde zur beschreibenden Statistik in Klas-
se 6.

Die gleiche Datenerhebung ermdglicht in der Sekundar-
stufe Il einen eleganten Kopfsprung aus der Analysis (Ex-
ponentialfunktion) in das Thema Wahrscheinlichkeitsdich-
ten, einen Kopfsprung, der in jedem (!) Grundkurs gelingt
und an den man sich auch lange nach dem Abitur mit Ver-
gnligen erinnern wird.

Von der Handspanne zur Standardabweichung
Auch das Messen von Handspannen kann zu einem sol-
chen vernetzenden Leitfaden durch die ganze Statistik
werden (Vehling, 2019). Wir nutzen das Experiment und die
Daten, um dem (in der Schule oft hinterfragten, aber sel-
ten aufgeklarten) Unterschied zwischen den beiden Stan-
dardabweichungens unds_ aufdie Schliche zu kommen
und schlagen (auf sehr konkreter Grundlage) die Briicke
zu erwartungstreuen Schatzern. Nichts hindert Sie daran,
die Idee und die Handspanne-Daten ,,nur“ im Rahmen be-
schreibender Statistik schon in Klasse 6 zu nutzen.

Man braucht die Arbeitsblatter, die hier zu einem Leitthe-
ma angeboten werden, also nicht komplett einsetzen oder
durcharbeiten zu lassen. Sie sind als Ideenkiste fiir eig-
ne Vernetzungen im ganz normalen Unterricht gedacht -
und dariiber hinaus lassen sie jede Menge Raum fiir For-
schungsvorhaben wissbegieriger Schiilerinnen und Schi-
ler. Greifen Sie zu und probieren Sie aus!
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Darum geht es
Uberraschende Wahrscheinlichkeiten
Modellierungskreislauf: Hypothesen bezweifeln/revi-
dieren
stetige Zufallsgrofien, Wahrscheinlichkeitsdichte, be-
urteilende Statistik

Lernvoraussetzungen

Sekundarstufe I: Prozentbegriff

Sekundarstufe II: Signifikanztests, Konfidenzintervalle
ggf. physikalische Grundbegriffe

Idee (Sekundarstufe | und Sekundarstufe II)
Gllicksrader dienen im Stochastikunterricht als Beispiele
fur Laplace-Experimente und geometrische Wahrschein-
lichkeiten. Man experimentiert aber nicht mit ihnen, weil
man wegen der Symmetrie weil}, was dabei herauskom-
men wird - und weil kommerzielle Rader lange rotieren.
Verwendet man eine einfache Haarklemme oder eine Bi-
roklammer, die man um einen Pin rotieren lasst, braucht
das Glucksraddrehen nicht langer als das Wirfeln, weil
die Klemme wegen der Reibung schnell stoppt. Stellt man
die Unterlage (etwa den Buchdeckel) schief wie in Bild 1
auf S. 82, entsteht eines der spannendsten und lberra-
schendsten Experimente, das der Stochastikunterricht zu
bieten hat (vgl. Riemer 2017).

Ergebnis

H: 5%
A:10%
B: 8,33%

Abb. 1: Drei Jugend-
liche, Hannah (H),
Alex (A) und Biilent (B),
schatzen die Wahr-
scheinlichkeit fiir das
Stehenbleiben der
Haarklammer in dem
angegebenen Sektor.

Beim Spekulieren werden in der Regel Wahrscheinlichkei-
ten wie in Abb. 1 genannt: ,Die Wahrscheinlichkeit rutscht
nach unten - die Frage ist nur, wie stark. Rechts und links
ist es gleich.”

Beim Experimentieren vereinbart man den Start im
unteren Feld 6 und eine feste Drehrichtung ,,im Uhrzei-
gersinn®. Es muss so kraftig geschnippt werden, dass die
Haarklemme vor dem Anhalten mindesten zwei volle
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Umdrehungen absolviert. Beim Zusammenfassen der Er-
gebnisse zeigt sich dann wider aller Erwartung:

Die Neigung hat keinen Einfluss auf die Wahrscheinlich-

keiten der Felder 1 und 6.

Die ,bergauf“-Felder 2 und 4 sind gleich wahrschein-

lich, ebenso die ,,bergab“-Felder 3 und 5.

Die Wahrscheinlichkeit, die bergauf zu 1/6 dazukommt,

fehlt bergab.
Im Nachhinein verstehen auch Schiilerinnen und Schiiler
in Klasse 7 die Begriindung. Nikita formuliert es so: ,,Da, wo
es bergauf geht, bremst es und die Klemme bleibt eher ste-
hen. Und weil es bei 2 und 4 gleich viel bergauf geht, sind
die Wahrscheinlichkeiten dort gleich. Bergab ist es genau-
so, nur dass es da weniger bremst - und zwar genauso viel
weniger wie bergauf mehr. Und bei 1 und 6 geht es nicht
bergauf, deswegen ist es da 1/6, wie wenn das Brett gera-
de liegt.”
Als Uberraschende Konsequenz ergibt sich: Bei zufalliger
Wahl der Drehrichtung hat die Neigung keinen Einfluss
auf die Wahrscheinlichkeiten. Es bleibt bei einem Laplace-
Gllicksrad.
Die experimentellen Ergebnisse passen flr nicht zu gro-
Re Steigung ausgezeichnet zur Theorie. Die Haarklemme
muss nur bergab iiberall sicher anhalten kdénnen. Sie darf
also nicht von selber ins Rutschen geraten. Das ist auf iib-
lichem Papier bis zu einer Steigung von ca. 30% gegeben,
bei glatter Laminierung bis ca. 20 %.

Zu den Arbeitsblattern

Arbeitsblatt 1 eignet sich fiir alle Jahrgangsstufen. Hier
wird spekuliert und experimentiert. Wer ohne Theorie-
bildung gleich zum Hypothesentesten libergehen mag,
springt zu Arbeitsblatt 3. Beim Sammeln der Ergebnis-
se empfiehlt sich das Diktieren der Haufigkeiten in die ge-
meinsame Vorlage 3-01-schnipsen.ggb, die die Ergebnis-
se zusammenfasst und visualisiert (vgl. Abb. 2). Ein nach
11200 Versuchen entwickeltes Wahrscheinlichkeitsmodell
zeigt Abb. 3.

B8 W =BT | 5H 100

A Bl c [ o[ e[r]e[n] 1| J]Kk]L
1 1 2 3 4 5 [ cben 146 243 d+5
2 i 2325 9 % 13 20 10 ST 43 % 4 Abb, 2: Ausge-
3 laws 14 30 7 n 12 15 120 81 20 4T 4 ..
4 ragnar 9 2 8 m 21 23 10 m 42 x s fullteAuswer-
5 im 2 25 5 m 7 m @ 51w ® o tungsvorlage
6 nchard 21 N 5 2 B 23 120 & 44 45 30 .
e n NG e = 3-01-schnipsen.
8 % | 163] 233 87 232 102 183 100 483 34T 32 333 ggb

Abb. 3: Gutes Wahrschein-
lichkeitsmodell nach 11200
Versuchen
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Arbeitsblatt 2
Wenn es in der Sekundarstufe Il um stetige ZufallsgrofRen
geht, lasst sich die Endposition 0<x<2m des Zeigers ausge-
zeichnet beschreiben durch die Wahrscheinlichkeitsdichte
f(x) == (1 +k-sin(x))

mit Verteilungsfunktion

F(x) =% (x - k- cos(x) + k).
Dabei liegt x =0 wieder unten und der Zeiger rotiertim Uhr-
zeigersinn. Der Parameter k ist proportional zur Steigung
tan(a) der schiefen Ebene. Man kann ihn durch Abgleich
mit den experimentellen Ergebnissen bestimmen.
k= 0,4 ist bei 10% Steigung eine gute Wahl.
In Arbeitsblatt 2 werden die Funktionsterme vorgegeben
und in den Aufgaben in Abhangigkeit vom Parameter k
inhaltlich interpretiert. Die Datei 3-01-sinusdichte.ggb
zeichnet die Dichtefunktion (Abb. 4) und die sich daraus
ergebenden Wahrscheinlichkeiten der sechs Felder des
Gliicksrades in Abhangigkeit vom Parameter k. Durch Va-
rileren von k minimiert man die Abweichungen zwischen
dem Modell und den beobachteten Haufigkeiten.
Vertiefung: Man kann mithilfe der Dichte die Grenzen der
sechs Felder so verschieben, dass sie gleich wahrschein-
lich werden und man trotz Neigung ein Laplace-Gliicksrad
erhélt (Abb. 5).

» Grafik £

¥ Grafik 2 3
03 k=049
S R———

(e, Mleg

Abb. 4: Dichtefunk-
tion

T TAIE émi3 a2 GmA3 AInAE om IIMIG

B AR Abb. 5: Experi-

mentieren mit
3-01-schiefes-
laplacegluecksrad.
e ggb

Zu Arbeitsblatt 3

Die beim anfanglichen Spekulieren aufgestellten Vermu-
tungen bieten Material fir plausible Hypothesen, die mit
den géngigen (abiturrelevanten) Signifikanztests oder
auch mithilfe von Konfidenzintervallen gepriift werden
kénnen. In Arbeitsblatt 3 werden diese Verfahren an einem
vorgegebenen Datensatz gefestigt und eingelibt. Es zeigt
sich:
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Die Hypothese einer ,rechts-links“-Symmetrie kann man
beim Schnippen im Uhrzeigersinn mitunter schon nach
120 Versuchen bezweifeln, die Hypothese einer ,,oben-
unten“-Symmetrie halt dagegen allen Tests stand.

Das giltauch fiir den Chi-Quadrat-Test auf Gleichverteilung,
wenn man die Ergebnisse (1 und 6), (2 und 3) und (4 und 5)
zu drei Ereignissen zusammenfasst (zwei Freiheitsgrade,
kritische 95%-Grenze = 6).

Alternativ kann man gleich oft im und gegen den Urzeiger-
sinn schnippen und dann auf Gleichverteilung aller Fel-
der 1 bis 6 priifen (flinf Freiheitsgrade, kritische 95 %-Gren-
ze=11).

Losung zu Aufgabe 1 (Signifikanztests):

Nora mochte nachweisen: p(unten) > 0,5. Sie muss versu-
chen, Hy: p(unten) <0,5 gegen H,: p(unten) > 0,5 zu verwer-
fen. Ablehnungsbereich von H,: [895; 1720].

378+209 +290 =877 liegt nicht im Ablehnungsbereich. No-
ra kann H, nicht verwerfen und damit gelingt ihr der ge-
wiinschte ,Nachweis“ von p(unten) > 0,5 nicht.

Simon: bergauf: 332 + 378 = 710, bergab: 231 + 209 = 440,
n =710+ 440 = 1150 relevante Ergebnisse.

Simon mochte nachweisen: p(bergauf) > 0,5. Er versucht,
Ho: p(bergauf) < 0,5 gegen H,: p(bergauf) > 0,5 zu verwer-
fen. Ablehnungsbereich von Hy: [604; 1150]. 710 liegt im
Ablehnungsbereich. Der Nachweis gelingt.

Klara testet Hy: p(1) = 1/6 zweiseitig.

95 %-Prognoseintervall: [267; 318]. 280 liegt im Prognose-
intervall.

Micha testet H,: p(2;3) = 1/3 zweiseitig.

95 %-Prognoseintervall: [535; 611].

332 + 231 =563 liegt im Prognoseintervall. Micha kann so-
mit p(2;3) = 1/3 nicht anzweifeln.

Losung zu Aufgabe 2

Das Chi-Quadrat-Testergebnis auf Gleichverteilung al-
ler sechs Felder liegt mit t = 68,31 weit oberhalb der kri-
tischen Grenze 11. Fasst man dagegen (1 und 6), (2 und 3)
und (4 und 5) zusammen, ergibt sich 0,53 unterhalb der kri-
tischen Grenze 6.

Losung zu Aufgabe 3

Bei h=843/1720 = 0,49 ergibt sich fiir oben [0,431; 0,549].
Bei h=710/1720 = 0,41 ergibt sich fiir links [0,355; 0,472].
Bei h =570/1720 = 0,33 ergibt sich fiir 1 bis 6 [0,278; 0,389].

Vertiefung: Physikalischer Hintergrund

Mit dem Online-Arbeitsblatt (https://fr-vlg.de/18400082a4)
begriinden interessierte Schiilerinnen und Schiiler den
Term der Wahrscheinlichkeitsdichte liber Energiebetrach-
tungen mithilfe der Physik der schiefen Ebene. Es eignet
sich auch fiir ein Referat oder als Einstieg in eine Fach-
arbeit, in der man untersuchen kann, wie sich die Wahr-
scheinlichkeiten dndern, wenn man die Steigung so er-
hoht, dass der Zeiger bergab nicht mehr {iberall sicher an-
halt.
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Arbeitsblatt

Darum geht es
Ein Laplace-Experiment verandern und neue
Wahrscheinlichkeiten untersuchen.

Das ist zu tun

1. Spekulieren

Wenn man durch kraftiges Schnipsen eine Haarklemme

Bild 1: Gegeniiberliegende Felder haben die Summe 7

vom Startfeld 6 aus im Uhrzeigersinn rotieren lasst, erhalt

man in der Ebene ein Laplace-Gliicksrad, das auf allen Feldern mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/6
(also ~ 179%) stehen bleibt. Jetzt wird solches Gliicksrad durch Anheben um 10% geneigt wie in Bild 1, das
Feld 1 ist oben. Schatze: Wie verandern sich die Wahrscheinlichkeiten durch das Schiefstellen?

%

2. Argumentieren

Diskutiert liber die folgenden Hypothesen, fligt eigene hinzu und stimmt dann in der Klasse ab.

Nora:

Die untere Halfte mit den Feldern 4,5 und 6 wird
wahrscheinlicher, weil die Wahrscheinlichkeit
nach unten rutscht. Das ist wie bei einem

schief liegenden Fahrrad mit dem Ventil. Am
wahrscheinlichsten liegt das Ventil unten, am
wahrscheinlichsten ist die 6.

Simon:

Die Klemme halt am wahrscheinlichsten, wo sie
am meisten gebremst wird, also bergauf bei 2 und
4. Die Bremswirkung der Felder 1 und 6 andert sich
durch das Schiefstellen nicht. Es bleibt dort bei der
Wahrscheinlichkeit 1/6.

Niko:

Die Wahrscheinlichkeiten andern sich bei einer
Neigung von 10 % nicht, weil die Haarklemme
nirgendwo ins Rutschen kommt. Es bleibt bei 1/6
fiir jedes der sechs Felder.

Balthasar:

Die 5 wird am wahrscheinlichsten, weil da der
Zeiger vom Startfeld 6 aus am langsten unterwegs
war. Die Wahrscheinlichkeiten nehmen in der
Reihenfolge 6-4-2-1-3-5 zu.

Ina:

Bergauf (bei 2 und 4) nimmt die Wahrscheinlichkeit
um genauso viel zu, wie sie bergab (bei 3 und 5)
abnimmt.

Micha:

Die oberen Felder 1 und 2 sind am wahrschein-
lichsten, weil Uhren bei leerer Batterie mit dem
Minutenzeiger auch immer oben kurz vor 12 Uhr
stehen bleiben.

3. Experimentieren

a) Bildet Fiinfergruppen. Jeder schnipst sein Gliicksrad 120-
mal von unten im Uhrzeigersinn. Zahlt die Ergebnisse mit
Strichlisten aus und fasst sie in eurer Gruppe zusammen

mithilfe der Datei 3-01-schnipsen.ggb.

Name 112|3|4]|5]6
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Foto: W. Riemer

b) Vergleicht eure Gruppenergebnisse mit den sechs
Hypothesen aus Aufgabe 2 und entscheidet, welche
brauchbar sein kdnnten, welche nicht, und stellt eine
Wabhrscheinlichkeitsverteilung auf, auf die ihr euch %

absolute H

verstandigen konnt. Vergleicht mit anderen Gruppen. Bild 2: Auswertungsvorlage in der Datei

3-01-schnipsen.ggb
¢) Fasst die Ergebnisse der ganzen Klasse zusammen und

bearbeitet Aufgabenteil b) erneut.

d) Stellt eine Hypothese dariiber auf, wie sich die Wahrscheinlichkeiten andern,
wenn man die Steigung auf 20 % verdoppelt, und tberpriift diese Hypothese
durch ein weiteres Experiment. Natirlich ist es auch moglich, die Arbeit zu
teilen, sodass einige Flinfergruppen mit der Steigung 10 %, andere von Anfang
an mit der Steigung 20 % experimentieren.
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Darum geht es | @=T" (hooh)
Wahrscheinlichkeitsdichte und Verteilungsfunktion des B TR
schiefen Gliicksrades kennenlernen und nutzen /// = \
0.6 \

: .. o . / %
Der Zeiger des Gliicksrades lasst sich durch einen Punkt / =
beschreiben, der im Uhrzeigersinn auf dem Einheitskreis 'II;p=TrI2 o \
rotiert. Die Position «, auf der er stehen bleibt, istdanneine 453 ds} T T l
stetige Zufallsgrofie, deren Werte im Intervall (0;2m] liegen. ; w,f’ 02 /
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt ,vor der ' "'\\ 04 i
Stelle x“ stehen bleibt, wird beschrieben durch die \ 06| 1-cOs (@) _/”I
Verteilungsfunktion P(¢p < x) = F(x) = % (x - k- cos(x) + k). . s /
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist f(x) = % (1+k-sin(x)) und \\“‘x-.x __ . _.._.-f"/
die Wahrscheinlichkeit, dass das Glicksrad im Intervall [a; b] ARl

halt, ist dann P(a< @ <b) = / : f(x)dx :% [x - k- COS(X)]: mit Bild 1: Schiefes Gliicksrad von oben gesehen

k € [0; 1].

Dabeiist k = tar;,(a) (0 =k =1) eine Materialkonstante: tan(a) ist die Steigung des Gliicksrades und p gibt an,
wie viel Prozent des Zeigergewichts den Zeiger durch Reibung bremsen.

Das ist zu tun
a) Prifen Sie: f hat tatsachlich alle Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

b) Zeichnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte f und die Verteilungsfunktion F in Abhangigkeit von der
Materialkonstanten k (Schieberegler). Erlautern Sie die Bedeutung der Extremstellen und was es
bedeutet, wenn f bei k = 1 eine Nullstelle besitzt. Erstellen Sie dazu eine eigene Datei.

c) Ergédnzen Sie Ihre Datei so, dass die Wahrscheinlichkeiten der sechs Gliicksradfelder in
Abhangigkeit von k berechnet werden, ebenso die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass der Zeiger
links bzw. rechts stehen bleibt. Vergleichen Sie lhre Losung mit Bild 2 fiir k= 0,5.

d) Variieren Sie k so, dass die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten zu den beobachteten relativen
Haufigkeiten passen. Sie konnen nach Augenmal arbeiten oder z. B. die Summe Zf (p, (i) - h(i))?
minimieren. -
Alternative: Nutzen Sie 3-01-sinusdichte-modellanpassung.ggb, die
Sie mit Ihren eigenen Daten liberschreiben kdnnen. Hier geht’s zur Datei:
https://fr-vlg.de/1840008a35

» Grafit x| » Tabelle
M3 /%" |=Summe((B3:G3 - H3 / 6)") / (H3 / &)
mslTe A e | c| o] e[ Flg [l o k] L M w
1 |10% 1 2 3 4 5 [ 1+ 243 445  chif  chi3
2 ina 15 21 11 20 15 19 101 34 32 35 433 014
3 Simon 2’ 2 7 B 2 15 105. 40 30 35 1.43
4 Andreas 4 23 12 20 9 10 8. 24 35 20 1086 207
5 Martina 25 35 7 20 8 8 103. 33 42 28 3838 293
& |Gwen 15 3% 4 8 12 1 2140 3 4282 251
7 ldan 1M1 2% 11 25 9 18 100. 20 37 34 1688 098
8 Johann 14 23 11 26 9 19 100. 33 34 33 1184 002
9 | Christian 17 .y 9 22 9 21 100 B 0N 31 116 088
10 |Johann 24 21 10 23 7 15 100. 38 31 30 152 146
11 |Tobias 18 2 13 20 13 15 101 33 35 33 421 008
Y Grak 2 57| 12 Bastian 6 16 13 22 7 11 8. 27 20 20 924 009
* FETT 13 | HeinzAnja M2z 11 21 10 27 102. 38 33 31 1541 078
*=1.64 e f—— 14 Debora 14 17 " 24 [ 12 B4 ® 8 30 1329 028
gl | 11 15  Sebastian 17 18 8 14 6 20 84, 37 27 20 1214 &2
ey Meg 18 | Wilfried 4 27 11 28 41 13 104. 27 38 3B 1831 258
17 | Simon 25 238 5 27 8 15 103. 40 28 35 2498 212
02 18 Jorg 0 24 12 27 7 12 2. 2 B M 216 I
T 18  Christian 17 ol 9 22 9 21 100 3B 31 116 098
20 Gwen 21 2 8 22 11 18 100 3® 28 33 1004 182
il 21 Markus 5 #n 7 20 & 11 80. 28 38 26 2047 32
22 |Andrea 1720 11 28 10 19 105. 3% 31 38 1243 074
| n6nd puend junnd bnei pnssd hmned paned (i) (& X' =184 |23 |Daniel 20 17 12 26 11 14 100. 34 29 3T 956 098
0| mi6 mi3 Wi2 i3 Gm/6 M Wni6 473 owi2 SmI3 IIMIE 2m 16 M3 6mIZ | - | - - - - - - - - T S —

Bild 2: Wahrscheinlichkeiten fiir k = 0,5 im Vergleich mit den Haufigkeiten
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Darum geht es
Signifikanztests, Konfidenzintervalle, ggf. Chi-Quadrat-Test

Was istH ? Aus der Werkzeugkiste

- Bei einseitigen Signifikanztests testet - Wenn mit Fehlentscheidungen Kosten verbunden
man entweder linksseitigH_: p=p, sind, ist H, die Hypothese, deren félschliches
gegen H : p <p, oder rechtsseitig Verwerfen die schlimmeren Folgen hat.
Hi:p<p,gegenH:p>p,. - Wenn mit einer Fehlentscheidung keine Kosten

- Beizweiseitigen Signifikanztests verbunden sind und man nur eine Vermutung
testetmanH_: p=p, gegenH:p#p,. absichern mochte, ist H) das Gegenteil von

dem, was man vermutet. Wenn man H, dann
verwerfen kann, sichert das die Vermutung ab.

Vermutungen
- Nora: Die untere Halfte mit den Feldern 4, 5 und 6 wird durch
das Schiefstellen wahrscheinlicher als die obere Halfte, weil die
Wahrscheinlichkeit durch das Schiefstellen ,,nach unten rutscht.
- Simon: Die Klemme hélt bergauf (bei 2 und 4) wahrscheinlicher als
bergab (bei 3 und 5), ,weil bergauf bremst*.
- Klara: Die Wahrscheinlichkeiten des Feldes 1
andert sich durch das Schiefstellen nicht. Es

bleibt bei der Wahrscheinlichkeit 1/6. 1 2 3 4 5 6
- Micha: Die Felder 2 und 3 haben zusammen die 280 332 231 378 209 290
Wahrscheinlichkeit 1/3. 16,3% | 19,3% | 13,4% | 22,0% | 12,2% | 16,9%

Bild 1: Ergebnis aus 1720 Versuchen
Das ist zu tun

1. Signifikanztest
a) Nora, Simon, Micha und Klara méchten ihre Vermutungen durch je einen Signifikanztest auf dem
5%-Signifikanzniveau liberpriifen. Sollten Sie einseitig oder zweiseitig testen? Formulieren Sie
jeweils eine passende Nullhypothese und bestimmen Sie den zugehérigen Ablehnungsbereich.
b) Geben Sie an, zu welchem Ergebnis der Test fiihrt. Nutzen Sie die Daten aus Bild 1 und auch lhre
eigenen Daten.

2. Chi-Quadrat-Test (mit 5 bzw. 2 Freiheitsgraden)
Priifen Sie mit dem Chi-Quadrat- Test, ob man folgende Hypothesen auf dem 5 %-Signifikanzniveau
bezweifeln darf.
a) Die Wahrscheinlichkeiten andern sich bei einer Neigung von 10 % nicht, weil die Haarklemme
nirgendwo ins Rutschen kommt. Es bleibt bei 1/6 fiir jedes der sechs Felder.
b) Bergauf und bergab gleichen sich aus, deswegen kommen die Felderpaare (1 und 6), (2 und 3)
sowie (4 und 5) gleich wahrscheinlich, also je mit Wahrscheinlichkeit 1/3, vor.

3. Konfidenzintervalle
Bestimmen Sie das 95 %-Konfidenzintervall der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Gliicksrad
a) oben (auf 1,2 oder 3) anhalt,
b) links (auf 2 oder 4),
¢) aufeinem der folgenden Felderpaare anhalt:
i) Feldlund2
ii) Feld3und4
iii) Feld 1und 6.

Hinweis:
Fiir die Rechnungen in Aufgabe 1 kdnnen Sie 2-10-signifikanztest-tool.ggb nutzen, fiir Aufgabe 3 die
Datei 2-08-prognose-konfidenzintervall-tool.ggh.
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Die Wahrscheinlichkeitsdichte beim schiefen Gliicksrad
physikalisch begriinden

Reibungsenergie geht verloren

Wenn ein Massenpunkt (hier der Schwerpunkt des Zeigers), auf einer horizontalen
Fldche rutscht, ist die Reibung proportional zum Gewicht G. Die Proportionalitéts-
konstante p gibt an, wieviel % des Gewichts als Bremskraft wirken.

Beim Rutschen auf einer schiefen Ebene zihlt aber nicht das ganze Gewicht
G, sondern nur die Komponente G, = G - cos(a), die senkrecht auf die
Ebene driickt (Bild 1). Die Reibung, die den Zeiger, bremst ist damit p - G - cos(a).

Physiker berechnen die durch Reibung verlorene Bewegungsenergie als Produkt Bremskraft - Weg.

Der Zeiger verliert damit bei jeder Halbumdrehung bergauf und bergab durch Reibung gleichviel Energie
E; = E, = G - cos(a) - m und beim Uberstreichen aller Felder wihrend jeder Vollumdrehung: E, = G -
cos(a) - 2m.

In der letzten - entscheidenden - Runde hat der Zeiger daher im Start (¢ = 0) eine Bewegungsenergie Ey;, mit
0 < Eyin < E,. Hitte er mehr Energie, wiirde sie ja eine weitere Runde beginnen.

Wir nehmen nun an, dass die Wahrscheinlichkeit, mit der der Zeiger in einem Feld stehen bleibt, proportional ist zu dem
Anteil (an E,) der Bewegungsenergie, die in diesem Feld abhandenkommt.

Lageenergie kommt zuriick

Im der bergauf-Halfte kommt aber durch das Ansteigen und die damit einhergehende Umwandlung in Lageenergie
noch mehr Bewegungsenergie abhanden als nur durch die Reibung.

Der Zeiger hat oben bei ¢ = m die H6he h = 2 - sin(a), also die Lageenergie 2 - sin(a) - G.

(auch hier berechnet sich die Energie als Produkt aus Gewichtskraft und zuriickgelegtem Weg (=Hohe)

Deswegen verringert sich die Bewegungsenergie

- Dbergaufum G - cos(a) - + 26 - sin(a) und

- Dbergabum G - cos(a) - — 2G - sin().

In der bergab-Hilfte kommt die gespeicherte Lageenergie ndmlich zuriick, da sie nach dem Energieerhaltungssatz
im Gegensatz zu Reibungsenergie nicht verloren geht

Aufgaben

a) Begriinden Sie hiermit durch eine Termumformung: Die Anteile an E, sind bergauf % +% bergab% —% mit
tan(a)
k= —
b) Begriinden Sie mithilfe von Bild 2 fiir ein beliebiges Intervall 0 < ¢ < x:

Wenn der Massenpunkt den Bogen 0 < ¢ < x Uberstreicht, dann verringert sich seine Bewegungsenergie um
p-G-cos(a) x+ G- (1— cos(x))-sin(a).Kontrollieren Sie fiir x = w und x = 2.

c) Begriinden Sie: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeiger im Bogen 0 < ¢ < x stehen bleibt, ist
F(x) =P(p<x)= i(x + k(1 — cos(x)). Kontrollieren Sie: fiir x = 7 ergibt sich der Wert aus a).

. . . - s 1 . . tan(a
d) Begriinden Sie mit c) den Term der Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) = Py (1 + ksin(x)) mitk = tan(@)
@=1 (hoch)
08
06
d 04
Lageenergie
Gewicht Hohe [ o2
X ‘w=m‘2 o ‘I
»~ Normalkomponente m-g-d-sin(a) (ERE T osr_’_ar_q_,_nr" 0 0z 04 08 08 |
m-g-cos(a) p k= i
- \ 04
a
1 05| 1-€Os (@)
Gewicht 0
m-g Y
=0 (tief)

e Bild 2: schiefes Gliicksrad von oben gesehen

Bild 1: schiefes Gliicksrad von der Seite.



Projekte

Darum geht es
Verteilung von Wartezeiten (von Klasse 7 im Experi-
ment bis zur Theorie in der Sekundarstufe I1)
die Exponentialfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte

Lernvoraussetzungen

Sekundarstufe I: Tabellenkalkulation, evtl. Simulationen
Sekundarstufe II: Exponentialfunktion, (1 +#)" = e fiir gro-
Resn

Idee

Seit Tagen oder gar Wochen wartet man auf Anrufe oder
Nachrichten - und dann kommen ,alle auf einmal®. Das
Gleiche bei den Geburtstagen: Das Jahr hat 365 Tage,
aber die Geburtstage haufen sich mitunter so, dass man
gar nicht alle feiern kann. Das Haufen von Ereignissen ist
kein Zufall, dahinter steckt System: Wenn namlich Ereig-
nisse (zeitlich oder raumlich) ,zufallig und gleichmalig*
verteilt sind, dann sind die Abstande zwischen ihnen expo-
nentialverteilt. Und das bedeutet: Kurze Abstande sind viel
wahrscheinlicher als lange: Die Ereignisse haufen sich (vgl.
auch Riemer, 2009). Diesem Phanomen kommt man in der
Sekundarstufe | Uber Datenerhebungen und Simulationen
auf die Schliche, in der Sekundarstufe Il auch analytisch.

Vorgehen - methodische Hinweise

Den experimentellen Kern dieses Projekts bildet ein faszi-
nierendes Experiment: Das Stoppen der Zeitspannen zwi-
schen Fillwértern ,Ah“ in Erklarvideos oder Podcasts. Die
Datei 3-03-stopp.ggb misst Wartezeiten und speichert sie
zur weiteren Auswertung direkt in einer Tabellenkalkulati-
on, wie in Spalte Avon Abb. 1.

In der Sekundarstufe | werden - nach einer vorgeschal-
teten Phase des Spekulierens - die gemessenen Wartezei-
ten klassiert und grafisch dargestellt (Arbeitsblatt 1). We-
gen der Schiefe der Wartezeitenverteilungen treten die Un-
terschiede zwischen den Kennwerten Median und arith-
metisches Mittel deutlich hervor. Prinzipiell reicht das fiir
beschreibende Statistik ab Klasse 6. Die Zusammenhan-
ge lassen sich aber auch durch sehr einfache Simulationen
(Arbeitsblatt 3, Aufgabe 1) absichern.

In der Sekundarstufe Il ldsst sich das Auftreten der Expo-
nentialfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte mithilfe der
Pfadregel liber die Simulation hinaus analytisch begriin-
den (Arbeitsblatt 3, Aufgabe 2).

Hinweis zur Didaktik stetiger ZufallsgroRen
Dass Integrale den Bildungsstandards entsprechend nicht
nur Flachen und Bestande beschreiben, sondern auch

88

Wahrscheinlichkeiten, wird derzeit in der Analysis konse-
quent verschwiegen. Damit wird Schiilerinnen und Schii-
lern ,die dritte Dimension“ der Integralrechnung vorenthal-
ten. Das liegt daran, dass man sich tblicherweise erst nach
der Binomialverteilung liber das ,Verschieben, Stauchen,
Strecken“von Saulendiagrammen optisch an die GauR’sche
Glocke ,,heranrobbt“ (Satz von De Moivre-Laplace, Sigma-
regeln). Nur in Leistungskursen werden die hinter den dis-
kreten Konturen steckenden Funktionen mitunter zu Wahr-
scheinlichkeitsdichten stetiger ZufallsgroRen umgedeutet.
Vor diesem Hintergrund ist Uiberraschend, dass es mithilfe
von Arbeitsblatt 2 in einer einzigen Analysis-Doppelstun-
de ohne weitere Vorbereitungen gelingt, die Bedeutung der
Integralrechnung um die Dimension Wahrscheinlichkeit zu
erweitern - und das in jedem Grundkurs.

Auswertung

Einen Eindruck von der Qualitat der Ergebnisse, die man
,beim Warten auf das niachste Ah“ erhalten kann, vermit-
telt Abb. 1. Sie gehort zur einem Erkldrvideo zum Kolmo-
goroff-Smirnov-Test (das natiirlich auch inhaltlich lohnt
und perfekt zum Thema passt):
https://www.youtube.com/watch?v=IsgCI8uhQ6M

79.51 1409 110.. 205 104.12 20.52
B1.14 184 125.. 1477 11459 1047
101.72 2058 128.. 322 12353 855
11224 10,52 132.. 3.53 12563 209
12116 892 134, 28 1382 7.9

b Grafik |+ Tabelle
ota S F k 1w [0
B2 o =(ne5 - A2) 192
02 klassenbreite = 4
e e A BN ¢ | o E F
1 |Hannah y= Max p= Sarsh p=
2 094 | BOB| 823 986 336 797
.08 3 20.53 1959 5296 4473 2291 1955
4 | 2321 268 6814 1518 47.47 2456
0.0 5 | 4554 2233 9954 314 67.97 2049
6 | 6542 19.88 108.. 908 B36 1563
7
8
g
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Abb. 1: Verteilung der ,,Ahs“ im Erkldrvideo (3-03-stopp-mit-wartezeiten.ggb)

Hannah hat (in den Spalten A und B) in gut 750 Sekunden 93
~Ahs“ gestoppt, also im Mittel ca. 8 s auf das nichste gewar-
tet. Der weniger aufmerksame Max (Spalten C und D) ent-
deckte beim gleichen Video nur 82 ,,Ahs“ und kommt auf ei-
ne mittlere Wartezeit von knapp 10 s. Sarah (Spalten E und
F) dagegen war noch etwas aufmerksamer als Hannah.

Binnendifferenzierung

Arbeitsblatt 3, Aufgabe 3 wirft einen vertiefenden Blick auf
die ,Linearisierungsmethode® der explorativen Datenana-
lyse, die iber NQ-Plots fiir das Normalverteilungsmodell in
GeoGebra integriert ist. Beim Priifen auf Exponentialver-
teilung wird die empirische Verteilungsfunktion einfach lo-
garithmiert - und je linearer die entstehende Punktwolke
ist, desto besser passt das Exponentialverteilungsmodell.

Stochastik erkunden | Friedrich Verlag GmbH 2021
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Die Situation

Die meisten Menschen iiberbriicken beim Sprechen Unsicherheiten und Denkpausen durch Fiillsel wie ,Ah*.
Max stoppt, wie lange er bei Erklarvideos auf das nachste LAh“ warten muss. Allgemein bezeichnet man
das als ,Warten auf das nachste Ereignis“ und die gestoppten Zeiten als Wartezeiten.

Darum geht es
Welche Form haben die Histogramme, die die Verteilung der Wartezeit beschreiben?

Das ist zu tun

Max: ,Wenn in einer 50-sekiindigen 0
Rede 6 ,Ahs“ vorkommen, dann

muss ich im Mittel ungefahr

50/6 ~ 8,3 Sekunden von einem auf das

1. Den Kontext verstehen |...A A A A A A

Bild 1: Die Rede enthalt 6 ahs zu den Zeitpunktentt, ... t..

nichste ,Ah“ warten. Es gibt 5 Wartezeiten (t,-t,), (t,-t), ..., (t, - t,). Der
Erlzutere den Gedanken an der Mittelwert der flinf Wartezeiten ist (t, - t )/5 und dieser Wert
nebenstehenden Skizze. Notiere dazu entspricht (nicht ganz genau, aber ungefahr) 50/6.

eine Beispielrechnung, in der du fiir die

Zeitent,, t ,..., t, Zahlenwerte einsetzt.

2. Spekulieren

Wenn man in einer langen Rede (mit vielen ,Ahs* also auch mit vielen Wartezeiten) benachbarte
Wartezeiten zu Klassen zusammenfasst und ein Histogramm zeichnet, konnte dies prinzipiell aussehen
wie folgt:

A A A A

» »
L >

\/
\

Bild 1: Skizzen hypothetischer Wartezeitenverteilungen

Fasst in Worte, welche Informationen die (angenommenen) Diagramme der Wartezeitenverteilung aus-
driicken. Diskutiert miteinander, welche ihr fiir besonders plausibel haltet. Begriindet eure Entscheidung.

3. Experimentieren 2061

[ Stunden | Minuten | Sekunden | Millisekunden

3
Vorbereitung: Probiert die Datei 3-03-stopp.ggb [ 00 00 27 581 i ,333
aus. Sie ist eine Stoppuhr, die Zwischenzeiten (auf il
Millisekunden genau) misst und gleichzeitig in der B (zecnener] $ | e
Kalkulationstabelle speichert. | e j‘smﬂdenj = _'" T ] - :

Jede Gruppe sucht nach einem Video, indemviele ¢ ¢ g T 10
LAhs“ zu héren sind, und benennt eine Person als : : I 0 _ : I = _ - :;
Versuchleiter, die runterzahlt3-2-1-0. Der Bild 2: Stoppuhr zum Messen von Zwischenzeiten

,Versuchsleiter” startet bei 0 das Video und alle

in der Gruppe die eigene Stoppuhr. Immer wenn du ein ,Ah“ hérst, speicherst du den E@E

Zeitpunkt des Auftretens durch Klicken. (Zur Stoppuhr: https://fr-vlg.de/1840008a36) .

4. Auswerten
i) Berechnetin Spalte B der Kalkulationstabelle die Differenzen der gestoppten E
Zeitpunkte, d. h. die Wartezeiten auf das jeweils nachste ,,ah“ (in Sekunden). Stellt
in eurer Gruppe die Verteilung der Wartezeiten als Histogramm dar.
ii) Vergleicht eure Ergebnisse mit denen der anderen Gruppen. Benennt Gemeinsamkeiten.
Entscheidet, welche der in Bild 2 skizzierten Diagrammformen am besten zum ,Warten auf das
nachste Ah“ passt.
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Darum geht es

Die Mathematik arbeitet mit Modellen. In der Statistik beginnt das Modellieren mit dem Aufstellen von
Wahrscheinlichkeiten. Es werden auch Funktionen benutzt, um Wahrscheinlichkeiten zu definieren. Wenn
das ,Warten auf irgendwas* beschrieben werden soll, nutzt man Exponentialfunktionen. Und das geht so:

Wenn man bei der Exponentialfunktion f mit f(x) = c-e™ und \ i <D ale-(6-
A >0 speziell c = A setzt, dann erhalt man o o

f,(x) =A-e™, und es gilt \

()7 £, = [-e] =1, I

Diese 1 steht fiir die Wahrscheinlichkeit 100 %. 3
Dann ordnet man jedem Intervall [a; b] mit a =0 die 7 l- : FEN T R
Wahrscheinlichkeitf: f}\(x) dx = [-e™] l: ZU. Bild 1: Exponentialfunktion mit Integralen
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zeit X, die man auf das

»lrgendwas“ warten muss, zwischen a und b liegt, wird in diesem Modell beschrieben durch

(") PlasX<b)=P(a<X<b)=/*f(x)dx=e-e™.

Und immer gilt

(=) P(X=c) = [F, (x)dx=[-e™] =0.

Man spricht von der Exponentialverteilung und bezeichnet f, als Wahrscheinlichkeitsdichte.

Das ist zu tun

1. Arbeitenim Modell

a) Erklaren Sie einander die Aussagen des obigen Textes.

b) Begriinden Sie (*) und (**) und (***), ggf. mithilfe von GeoGebra.

c) Stellen Sie die Beziehung her zwischen dem Text und den in Bild 1 sichtbaren Zahlen. Sie konnen
sich vorstellen, dass die Abbildung beschreibt, wie lange (gemessen in Jahrzehnten) ein neues
Fahrrad von seinem Besitzer genutzt wird. Das ,Irgendwas* steht in diesem Kontext dann fiir das
Verkaufen, Verschenken oder Verschrotten des Fahrrades.

d) Hannah fragt nach der durchschnittlichen (in dem Modell erwarteten) Nutzungsdauer p. Simon
vermutet u = 1/A. Priifen Sie Simons Antwort.

e) Programmieren Sie eine ,feinere“ Tabelle mit jahrlicher Abstufung (Stufenbreite 0,1 - denn ein
Jahr entspricht 0,1 Jahrzehnten) - oder arbeitsteilig noch feiner, z. B. mit monatlicher Abstufung -
und berpriifen Sie so Simons Vermutung aus d), auch fiir andere Werte von A.

2. Wartezeitenexperiment

a) Messen Sie in einem ldngeren Erklarvideo die Zeiten zwischen einem Fiillwort (,,Ah*) bis zum
nachsten. Notieren Sie diese Wartezeiten in einer
Kalkulationstabelle und erstellen Sie ein zugehoriges
Histogramm, bei dem die Flachen aller Saulen
zusammen den Wert 1 haben. Bestimmen Sie die
mittlere Wartezeit p und die ,Signaldichte” A = 1/, die
die Anzahl der ,Ah“ je Sekunde angibt.

b) Plotten Sie den Graphen der zugehdrigen
Exponentialfunktion f, mit f, (x) =A-e™und
vergleichen Sie ihn mit dem Histogramm der
Wartezeiten aus b), wobei Sie die Klassenbreite

klassenbreite = 4

verandern kénnen. Bild 2: Verteilung der "Ahs" in einem Beispielvideo
¢) Beurteilen Sie die Brauchbarkeit des

Exponentialverteilungsmodells zur Beschreibung des

Wartens auf das nichste ,,Ah*

Hier geht’s direkt zur Stoppuhr: https://fr-vlg.de/1840008a36



© Friedrich Verlag GmbH | Stochastik erkunden mit GeoGebra | 2021 | Zu Kapitel 3

Bilder: © geogebra.org

Arbeitsblatt

Darum geht es

Experimentell und theoretisch begriinden: Wenn Ereignisse (wie das Fiillwort ,Ah“ in Erklarvideos
oder Zeitpunkte von Telefonaten) gleichmaRig verteilt sind, dann sind die Abstande zwischen
aufeinanderfolgenden Ereignissen exponentialverteilt.

Das ist zu tun

1. Simulation "\ —C
a) Erzeugen Sie (ggf. arbeitsteilig) ‘\ i o
- 100 Zufallsdezimalzahlen zwischen 0 und 1, oke i EEPREEEEESENS
- 200 Zufallsdezimalzahlen zwischen 0 und 2, : it 2RSS
- 300 Zufallsdezimalzahlen zwischen 0 und 3. 1 ‘\

Die Zahlen stehen fiir zufallige Ereigniszeitpunkte,
und derQuotient7\:¥:¥:3;¥o= ...istdie
Ereignisdichte.

b) Sortieren Sie die Zufallszahlen aufsteigend.
Bestimmen Sie die 99 (bzw. 199, bzw. 299 ...) Differenzen benachbarter Zeitpunkte. Diese
Differenzen stehen dann fiir 99 (bzw. 199, bzw. 299 ...) Wartezeiten auf das nachste Ereignis.

c) Stellen Sie die Wartezeiten zusammen mit f (x) =A-e™ in einem Histogramm dar (wie in Bild 1).

d) Priifen Sie, dass der Mittelwert 1 der Wartezeiten in der Nahe von 1/A = 0,01 liegt. Erldutern Sie,
warum die Simulation bestatigt, dass die Exponentialverteilung ein gutes Modell fiir die Verteilung
der Abstande ist.

o |7 w/oms  oumz| oz

Bild 1: Simulationen

2. Theorie

a) Lassen Sie A =100 Zufallszahlen zufallig auf das Intervall [0; 1] fallen. Begriinden Sie:
Die Wahrscheinlichkeit, dass im Intervall [0; x] keine einzige Zufallszahl liegt, ist (1 - x)%.

b) Nun lasst man 200 Zufallszahlen auf das Intervall [0; 2] fallen. Begriinden Sie:
Die Wahrscheinlichkeit, dass im Intervall [0; x] keine einzige Zufallszahl liegt, ist nun (1 - %)2‘100;
und wenn man b- 100 Zufallszahlen auf [0; b] fallen l&sst, liegen mit Wahrscheinlichkeit
(1-)b10 % @100 = e keine Zahlen in [0; X].
Folgern Sie: Wenn eine Zahlengerade gleichmaRig mit A = 100 Zufallszahlen je Einheit ,bevolkert”
ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Abstand X zweier aufeinanderfolgender Zahlen
(,die Wartezeit“)
i) groReristals x, gegeben durch P(X>x) =e™,
ii) zwischen aund b liegt, gegeben durch P(a<X<b)=e™ -e?= bex(x) dx.

a

3. Maogliche Vertiefung
Die Giite des Exponentialverteilungsmodells priift man durch Vergleich der empirischen
Verteilungsfunktion (die entsteht, indem man jeder gemessenen
Wartezeit x den Anteil H(x) der noch groReren Wartezeiten
zuordnet) mit der Verteilungsteilungsfunktion
F(x)=P(X>x)=e™,

Noch effektiver wird die Priifung des Modells, wenn man die

empirische Verteilungsfunktion logarithmiert und In(H(x))
mit In(F(x)) = -Ax vergleicht. Falls die Daten tatsachlich
exponentialverteilt sind, streuen die Punkte des Graphen von
[n(H(x)) um eine Gerade g mit g(x) = -Ax, aus deren Steigung
man den Parameter A schatzen kann.

Untersuchen Sie, wie gut die simulierten Daten und die Bild 2: Oben: empirische und theoretische Ver-
teilungsfunktion; unten: beides logarithmiert

gemessenen Wartezeiten eine solche Priifung bestehen.

Tipp: Wenn 200 Wartezeiten im Bereich B1:B200 liegen, dann ist
(B7;1n(ZahleWenn(x>B7,BS$1:B$2080)/208)) ein Punkt des Graphen von In(H).



Kapitel 3: Projekte

GeoGebra-Dateien als Universalwerkzeuge
Folgende Dateien eignen sich als Werkzeuge fiir typische
Aufgaben in der Stochastik:
1-04-universalauswertungs-tool.ggb
1-07-binomialverteilungs-tool.ggb

1-11-stoppuhr.ggb

2-02-quader-auswertungsvorlage.ggb
2-03-punktsummen.ggb

2-06-dreibeutel.ggb

2-07-gesetz-der-grossen-zahlen.ggb
2-07-wette-absolut.ggb

2-07-wette-relativ.ggb

2-08-wurzeltrichter-ellipse.ggb
2-08-prognose-konfidenzintervall-tool.ggb
2-10-signifikanztest-tool.ggb
3-02-reaktionstest-blanco.ggb

3-03-stopp.ggb

Diese Dateien finden Sie noch einmal im separaten Ordner
sUniversalwerkzeuge“ und unter
https://fr-vlg.de/1840008al.

Vertiefungen, fiir die in diesem Heft kein Platz mehr war,

findet man bei www.riemer-koeln.de. Da gibt es neben
Quaderwiirfeln auch die schiefen Gliicksrader.

Anzeige
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selbststandig entdecken

Die Wahrscheinlichkeits-Box fiir die Sekundarstufe bietet lhnen umfas-
sendes Ubungsmaterial zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die Box ent-
hélt Aufgaben- und Hilfekarten, die vielféltige Zufallsversuche anregen
und die Auswertung anleiten. Passend dazu erhalten Sie alle benétigten
Materialien wie Farbscheiben, Spielpléne, Ziffern- und Buchstabenplatt-
chen, verschiedenste Wiirfel, unregelmaRige Zufallsgerate usw., die die
Schiiler zum selbststandigen Entdecken und Experimentieren einladen.
Das Material hat einen hohen Aufforderungscharakter, bietet Ihnen viel-
faltige Differenzierungsmoglichkeiten und deckt alle Inhalte der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung in den Klassen 5-10 ab.

Andreas Koepsell

Zufallsversuche durchfiihren, auswerten, erklaren
48 Aufgabenkarten + zahlreiche Materialien, 2 Spielpldne,Lehrerbegleitheft*
Bestell-Nr. 13363 | € 42,50

Jetzt bestellen:
www.friedrich-verlag.de/dwb



GeaGebra

Befehl

Erldauterungen

=nCr(n, k)

Berechnung von (Z)

=Binomial(n,p) bzw. Binomial(n,p, false)

Saulendiagramm einer Binomialverteilung B.o

=Binomial(n,p, true)

Diagramm der kumulierten Binomialverteilung F

=Binomial(n, p, k, false)
=Binomial(n, p, k, true)
=Binomial(n,p,a...b)

P(X=k)
P(X<k)
P(a<X<b)

=InversBinomial(n,P,a)

kleinste ganze Zahlk mit P(X<k) =z a

=Normal(y, o, x, false)

Dichte G der Normalverteilung (Gau-Glocke)

=Normal(y, o, x, true)

zu @ gehorige Verteilu ngsfunktion D,

=InversNormal(y,o,p)

Stelle x mit P(X <x) = p.

=Zufallszahl(a,b)

ganzzahlige Zufallszahlx mita<x<b
Mlnze: =Zufallszahl(@,1);
Wiirfel: =zufallszahl(1,6)

=ZufallszahlBinomialverteilt(n,p)
=ZufallszahlBinomialverteilt(n,p)/n
=Folge(ZufallszahlBinomialverteilt(n,p),1i,1,k)

binomialverteilte Zufallszahl
relative Trefferhdufigkeit bei n Bernoulli-Versuchen
k binomialverteilte Zufallszahlen (Liste)

=ZufallszahlDiskret(L ,L,)

Zufallszahl: Ergebnisliste L,, Wahrscheinlichkeitsliste L,
=ZufallszahlDiskret({1,2,3},{0.5,0.2,0.3}):
Gliicksrad mit drei Feldern und zugehorigen Wahr-
scheinlichkeiten

=ZufallszahlGleichverteilt(a,b)
=ZufallszahlGleichverteilt(a,b,n)

gleichverteilte ,dezimale“ Zufallszahl x mita<X<b
n gleichverteilte ,,dezimale“ Zufallszahlen x mit
a<X<b (Liste)

=ZufallszahlNormalverteilt(y, o)

(pu;u-normalverteilte Zufallszahl

=Folge(Zufallszahl(a,b)+Zufallszahl(a,b),
i,1,n)

=Summe (Folge(Zufallszahl(0,1)==1,1i,1,10))

n Summen zweier (ganzzahliger) Zufallszahlen zwi-
schen a und b (Liste); fir a=1, b=6: n Augensummen
zweier Wiirfel

ersetzt den Befehl =zufallszahlBinomial(10,0.5)

=Stichprobe(L,n, true/false)

Aus der Liste L werden n Elemente mit (true)/ohne
(false) Zuriicklegen ausgewahlt.

Spezialfall: =Stichprobe({1,2,3}, 3, false) liefert
eine Permutation der Zahlen 1,2 und 3

=Mittelwert(L) arithmetisches Mittel der Zahlenliste L

=stdevp(L) Standardabweichung einer Grundgesamtheit
L: Liste, ,Division durch n“

=stdev(L) Standardabweichung einer Stichprobe

L: Liste, ,,Division durch n - 1¢

=Saulendiagramm(L,b)
=Séulendiagramm(L,,L,,b)

Saulendiagramm zu einer Urliste L; b: Balkenbreite
Saulendiagramm zu einer Haufigkeitsverteilung mit
L : Datenliste; L,: Haufigkeitsliste; b: Balkenbreite

K=Klassen(L,n)
K=Klassen(L,a,b)
=Histogramm(K,L)

Die Daten aus L werden eingeteilt (i) in n Klassen,
(ii) in Klassen der Breite b, Start bei a.
Histogramm der Daten L gemaf Klasseneinteilung (s. 0.)

=Boxplot(y-Position,y-Breite,L, true/false)

Boxplot zur Datenliste L auf vorgegebener y-Position
mit vorgegebener y-Breite, mit/ohne Ausreilier

L=A1:A100

Tabellenkalkulationsbereiche werden zu Listen




mathematiklehren

In einem zeitgemalien Stochastikunterricht steht die fachliche Systematik am Ende ei-

nes Lern- und Erkenntnisprozesses, in dessen Mittelpunkt spannende Fragen und das

Bewaltigen kognitiver Konflikte stehen.

Dabei ist es viel schwieriger, Schiilerinnen und Schiilern (auch in Form konkreter Arbeits-

blatter) Fragen und Probleme zu ,schenken, an deren Erforschung und Bearbeitung sie

wachsen sowie tragfahige Grundvorstellungen handelnd (nicht nur ,klickend*) und re-

flektierend entwickeln konnen, als eine fertige Systematik ,,einzufiihren.

Dieser Sichtweise folgend, finden Sie hier deutlich mehr als eine blof3e , Arbeitsblatter-

sammlung®: Sie halten mit Stochastik erkunden eine unterrichtspraktisch ausgefeilte,

handlungsorientierte ,Didaktik der Stochastik® in den Handen.

Ganz konkret lasst sich unsere Philosophie gelingenden Stochastikunterrichts durch we-

nige Paradigmen umschreiben:

« Verwenden Sie einen passenden Wahrscheinlichkeitsbegriff.

« Trennen Sie Modell und Realitat - messerscharf und konsequent.

« Untersuchen Sie Zufallsschwankungen, anstatt sie wegzuwiinschen.

« Stellen Sie nicht nur Aufgaben, sondern echte Fragen, die durch Experimente
beantwortet werden: Spekulieren - Experimentieren - Reflektieren.

« Nutzen Sie Software - nicht nur zur Individualisierung, sondern auch zur Verlangsa-
mung, als Anlass zu sinnstiftendendem und begriffsbildendem Kommunizieren nach
dem Motto: ,,Einer klickt und alle denken ist besser als alle klicken und keiner denkt.“

Stochastik erkunden - Ideenreiche Arbeitsblatter mit GeoGebra gliedert sich in drei
Kapitel, die mit vielen Querverweisen, Vertiefungsliteratur sowie Losungs- und Anlei-
tungsdateien zum Download auch unabhangig voneinander eingesetzt werden konnen:

Kapitel 1: ,,Grundlagen® zeigt an leicht nachvollziehbaren Anwendungsbeispielen die
Bedienung von GeoGebra als Rechen-, Simulations- und Visualisierungswerkzeug.

Kapitel 2: ,Ready to teach“ erschlieRt zentrale curriculare Themen problemldsend iiber
interessante Fragen - aufbereitet tiber direkt einsetzbare Arbeitsblatter.

Kapitel 3: ,Projekte” enthalt Materialien zur vernetzenden Vertiefung. Hier finden Sie
sowohl alternative Zugange zu Inhalten, die in Kapitel 1 und 2 angesprochen wurden, als
auch spannende Themen.

Die GeoGebra-Dateien stehen zum Download bereit und konnen tber im Heft ab-
gedruckte QR-Codes auch direkt im Internet abgerufen werden. Mit den exakt auf die
Aufgaben zugeschnittenen Dateien kann bei Bedarf (vielfach auch ohne GeoGebra-Vor-
kenntnisse) inhaltlich zielgerichtet gearbeitet werden.

Einzelverkauf
d1840008

d1840009

Schullizenz
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