Das Glicksrad auf der schiefen Ebene

Spannende Fragen, vernetzende Entdeckungen, liberraschende Begriindungen (KI. 6-13) -
Gebrauchsanleitung mit didaktischem und theoretischem Hintergrund

Wolfgang Riemer
Zentrum fiir schulpraktische Lehrerausbildung Kdln
1. Abstract

Wenn man eine Haarklemme um einen Pin rotieren lasst, erhdlt man ein Laplacesches Gliicksrad, mit dem man
das Werfen fairer Minzen und Wiirfel nachspielen kann. Im Gegensatz zu Miinze und Wiirfel Iasst sich ein solches
Gliicksrad aber durch leichtes Neigen der Unterlage prézise ,zinken”. Man erlebt den flieRenden Ubergang von
Laplace- zu nicht-Laplace Wahrscheinlichkeiten — und deutet Wahrscheinlichkeiten als Hypothesen, die in einem
authentischen Modellbildungskreislauf modifiziert werden: Beschreibende Statistik wird schon in der Sekundar-
stufe | beurteilend, weil sie nicht nur Daten sammelt, sondern echte Fragen beantwortet, spannende Hypothesen
bewertet und verbessert. In der Sekundarstufe Il bietet das schiefe Gliicksrad authentische Anldsse zur Anwen-
dung klassischer Testverfahren.

Mithilfe von Energiebetrachtungen kann man Wahrscheinlichkeiten in Abhédngigkeit von der Neigung des Gliicks-
rades berechnen und dabei erleben, wie Wahrscheinlichkeitsdichten Analysis und Stochastik miteinander ver-
kniipfen.

Abbildung 1: Gliicksrad auf der schiefen Ebene mit Steigung 10%. Hier wird es im Uhrzeigersinn vom tiefer liegenden Feld 6 aus geschnippt.
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2. Wahrscheinlichkeiten als Hypothesen und der Modellierungskreislauf

2.1 Problemstellung

Klasse 7c: Erste Stunde zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ich starte zur Sicherung
des Fundaments mit ,Kopfrechnen zu Prozentzahlen” AnschlieBend erhilt jedes
Kind ein Gliicksrad (Abb. 1), dessen Felder mit 1 bis 6 so beschriftet sind, dass sich
gegeniiberliegende Augenzahlen zu 7 addieren - wie bei einem richtigen Wiirfel.
Feld 1 liegt h&her, Feld 6 tiefer.

Impuls: ,Schaut euch das Gliicksrad genau an und schétzt die Chancen, mit de-
nen der Zeiger nach Anschippen auf den sechs Feldern anhdlt, in Prozent... HALT!
Noch nicht schnippen, nur schatzen! Ungefahr! Nach Gefihl!”

2.2 Hypothesen formulieren: Spekulieren

Die Kinder akzeptieren das Schnippverbot, tuscheln, kneifen die Augen zusammen und nennen bereitwillig
Prozentzahlen”. Man halt einige an der Tafel fest (Abb. 2) und l&sst sie kommentieren. Die folgenden Zitate liefern

aufschlussreiche Einblicke in das stochastische Weltbild von Siebtkladsslern:

Hannah: ,Ich denke, dass die 6 am hiufigsten drankommt, weil die 6 ganz unten ist. 4 und 5 sind dasselbe und
liegen auch unten. Deswegen sind beide relativ hoch. 1 liegt gegeniiber von der 6 und ist oben. Deswegen denke
ich, dass die 1 am wenigsten drankommt. Der Rest (2 &3) sind auch gleich. Dann habe ich die restlichen 20 % durch

2 geteilt. Dann hatte ich 2&3

Alex:,Die Wahrscheinlichkeit rutscht nach unten. Rechts und links ist es gleich.”
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Abbildung 2: Vier Schatzungen

Biilent:,Da die Zahlen 4, 5, 6 sich weiter unten an der Drehscheibe befinden, ist es wahrscheinlicher, dass die Na-

Chance (Alltagssprache)
und  Wahrscheinlichkeit
(Fachsprache) werden
synonym verwendet,

N\

del nach unten zeigt. Da alle Felder gleich groR sind, sind alle von unten und oben gleich”.

Nach kritischen Riickfragen der Mitschiler gibt Biilent zu, dass er nur aus Bequemlichkeit — und eigentlich gegen
seine innere Uberzeugung fiir die je drei Felder in der oberen und der untere Gliicksradhalfte gleiche Wahrschein-
lichkeiten ansetzte. Ahnliche Kritik musste Janina einstecken, weil sie — um auf 100% zu kommen — dem Feld 6 die

gleiche Chance einrdumte wie den Feldern 4 und 5.
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Es zeigt sich, dass alle Kinder

- als Summe der Chancen 100 % angeben.
Das gehort zu den mit dem Prozentbegriff verbundenen Grundvorstellungen. Hannah beschreibt auch,
wie sie das rechnerisch hinbekommt.

- von der Rechts-Links-Symmetrie der Chancen ebenso liberzeugt sind wie davon, dass
tiefer liegende Felder wahrscheinlicher auftreten als hdher gelegene.

Die angegebenen Wahrscheinlichkeiten driicken einerseits aus, - ~
Der hypothetisch-prognostische Wahr-
- wie stark die Kinder an das Auftreten der einzelnen Felder | scheinlichkeitsbegriffund die Tatsache,

glauben (subjektivistischer Aspekt) und andererseits, dass man mit Wahrscheinlichkeiten
- wie hdufig die Kinder deren Auftreten bei wiederholtem Wirklichkeit modelliert, kommt - an-
E- Glicksraddrehen erwarten (frequentistischer Aspekt). ders als beim Einsatz von Spielwtirfeln

und ReifBzwecken - idealtypisch auch
Die Wahrscheinlichkeiten sind damit Annahmen (Hypothesen), die beim Wiirfeln mit Quadern, Legos oder
Vorhersagen machen. Deswegen spricht man hier von einem subjek- Sechskant-Schraubenmuttern ~ zum
tivistisch geprdgten hypothetisch-prognostischen Wahrscheinlich- Tragen.

keitsbegriff, den die Kinder aus dem Alltag mitbringen und der den
Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsbegriff umfasst. Mit diesen Wahr-
scheinlichkeiten modellieren die Kinder Wirklichkeit — und sie sind
mit hoher Selbstverstandlichkeit bereit, ihre Einschdatzungen nach
Kenntnis experimenteller Ergebnisse zu bezweifeln - genau wie die
Hypothesen in der beurteilenden Statistik - um sie anschliefend im
Sinne eines Modellierungskreislaufs zu verbessern.

Wenn man - immer noch vor dem Experimentieren — Zeit fiir Dis-
kussionen und zum Austausch von Begriindungen einrdumt, werden Quader 1,3x2,0x2,3 cm?®
zaghaft auch Zweifel benannt — und es kommen weitere Hypothesen
ans Tageslicht. Man halt sie als Forschungshypothesen fest: \ /

= Niko: Die Wahrscheinlichkeiten @ndern sich durch das Neigen nicht, es bleibt bei 1/6 fiir jedes Feld.

«  Doris: Die Wahrscheinlichkeiten hdngen davon ab, ob man rechts- oder linksrum schnippt.

- Sebi: Beim Rechtsdrehen (im Uhrzeigersinn) ist die Wahrscheinlichkeit fir 6 am gré3ten. Danach nehmen
die Wahrscheinlichkeiten in der Reihenfolge 6-4-2-1-3-5 ab.

«  Balthasar: Nein, ich glaube, die 5 ist am wahrscheinlichsten, weil da der Zeiger von der 6 aus am ldngsten
unterwegs war. Sie nehmen in der Reihenfolge 6-4-2-1-3-5 zu!

« Ina: Die,bergauf-Felder” sind wahrscheinlicher als die ,bergab-Felder”.

-« Simon: Die Wahrscheinlichkeiten hédngen vom Startfeld ab.

«  Micha: Ich kann so ,Ziel-Schnippen®, dass ich fast immer oben auf, 1" lande.

2.3 Experimentieren

Nach der Fiille an Spekulationen erwarten die Kinder das Experiment mit,knisternder” Spannung. Jeder schnippt
100-mal. Das dauert zusammen mit dem Auszédhlen gemal} der Kopiervorlage aus dem Anhang ca. 15 Minuten.
Dabei ist es wichtig, die Versuchsbedingungen vorab genau auszuhandeln. So kann man verschiedene Schnipp-
techniken vergleichen, etwa Schnippen ,volle Kanne” versus ,Zielschnippen’, so dass man mdéglichst oben in der
Nahe von 1 stehen bleibt. Den Einfluss der Drehrichtung kann man untersuchen, indem eine Halfte der Lerngrup-
pe im, die andere Halfte entgegengesetzt zum Uhrzeigersinn schnippt.

Ebenso kann man den Einfluss des Startfeldes, den Einfluss der Steigung (5%-10%- 15 %- 20 %) der schiefen Ebe-
ne, den Einfluss der verwendeten Materialien (Bierdeckelfilz versus Klebe-Etiketten oder Kunstharz-beschichtetem
Laminat aus dem Baumarkt, Haarklemmen versus Sicherheitsnadeln) studieren. Der Phantasie sind keine Grenzen

.m (W]
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gesetzt. Da die Form der Haarklemme (glatt/gewellt, mit/ohne ,Boppel”) das Rutschverhalten beeinflussen kann,
sollte man bei Klassenexperimenten gleichartige Klemmen verwenden.

[ N
Steigung 10%
1 2| 3 4 5 6

Paula| 19[ 19 9 25[ 11| 17| 100

Elaine] 11| 27| 11| 30| 9] 12| 100

Marie| 21| 24 3] 25| 7| 20/ 100

Marga| 18] 27| 9| 27| 5] 14| 100

Sandra| 22| 22| 9| 26| 9| 12| 100

absolute H.| 91| 119] 41| 133| 41 75 500
relative H.| 18%| 24%| 8%]| 27%/| 8%/ 15%]| 100%

Hares| 21 25( 7| 20| 8 19 100
Edris| 18| 25| 7| 21| 8] 21 100
Christian| 19| 21| 8| 30| 11 11 100
Sineat| 14| 28| 5| 27| 10 18] 100
Alice| 14| 30| 10 20| 6] 20{ 100
absolute H.| 86| 127| 37| 118| 43| 89 500
relative H.| 17%]| 25%)]| 7% 24%]| 9%| 18%| 100%

[ Fypothese] 17%] 25%] 8%] 25%] 8%] 17%] 100%]

L y

Abbildung 3: Versuchsergebnisse und verbesserte Hypothese bei dem Glicksrad aus Abb. 1 mit 10% Steigung

Die 7c hat sich darauf geeinigt,volle Kanne” im Uhrzeigersinn zu schnippen — mit Start in der Mitte des Feldes 6.
Volle Kanne” bedeutet: Der Zeiger muss vor Stillstand mindestens zwei Umdrehungen absolviert haben, ansons-
ten wird nochmals geschnippt. Ebenso, wenn der Zeiger zwischen zwei Feldern hélt. Die Ergebnisse werden in Ser
Gruppen zusammengefasst (Abb. 3), dann langsam zum Mitschreiben ins Heft diktiert und simultan am Beamer
kontrolliert. Durch die Verlangsamung beim Mitschreiben entsteht ein Gefiihl fiir die Zufallsschwankungen, die
dann ganz bewusst wahrgenommen werden. Man erlebt, dass sie sich durch Bilden von 5er Gruppen verkleinern,
aber nie verschwinden. AbschlieRend einigt sich die 7c auf eine brauchbare Wahrscheinlichkeitsverteilung, in die
man mehr Vertrauen hat als in die zuvor ,aus dem hohlem Bauch heraus geschatzten”. (Letzte Zeile von Abb. 3).

Das in dieser Doppelstunde ,Erlebte” |dsst sich wie folgt zusammenfassen:

Merksatz

Wahrscheinlichkeiten sagen relative Héiufigkeiten auf lange Sicht voraus. Sie sind gut gewdhlt, wenn die (durch Zu-
fallseinfliisse schwankenden) relativen Héufigkeiten um die Wahrscheinlichkeit pendeln, also bei vielen Versuchsse-
rien etwa gleich oft iber wie unter der Wahrscheinlichkeit liegen.

Wahrscheinlichkeiten werden also nicht im frequentistischen Sinn als eindeutig bestimmte ,Grenzwerte” unend-
lich langer Folgen relativer Haufigkeiten aufgefasst und ,definiert’, sondern als vom Menschen gesetzte Modelle,
die sich in der Praxis bewshren. Durch die Forderung, dass die relativen Haufigkeiten etwa gleich oft Gber wie
unter den angesetzten Wahrscheinlichkeiten liegen sollen, wird Wahrscheinlichkeit deutbar als Median der rela-
tiven Haufigkeit. Es wird nicht nur eine Briicke zur Hypothesen bezweifelnden beurteilenden, sondern auch zur
beschreibenden Statistik geschlagen — ganz im Sinne eines Spiralcurriculums.
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3. Ergebnisse

Die in Abbildung 3 dokumentierten Versuchsergebnisse, die sich in Untersuchungen mit hohem Stichproben-
umfang bestatigen, sind frappierend, weil sie Primdrintentionen eklatant zu widersprechen scheinen. Die Wahr-
scheinlichkeiten

hangen bei Neigung des Gliicksrades tatsdchlich von der Drehrichtung ab. Der Zeiger bleibt bergauf (bei
2 und 4) viel wahrscheinlicher stehen als bergab (3 und 5).

Die Hypothese der Links-rechts-Symmetrie muss zugunsten einer unerwarteten Oben-unten-Symmetrie
aufgegeben werden. Insbesondere

scheinen die Felder 1 und 6 gleich wahrscheinlich zu sein (je ca. 1/6).

Die Wahrscheinlichkeiten der Felder 2 und 3 bzw. 4 und 5 ergdnzen sich jeweils zu 1/3. D. h. die Wahr-
scheinlichkeit, die ausgehend von 1/6 bei horizontaler Lage durch das Neigen des Gliicksrades bei den
Feldern 3 und 5 verschwindet, lagert sich bei 2 und 4 an. Die Begriindung dafir (vgl. Abschnitt 6) lduft auf
ein vom Radeln bekanntes Phanomen hinaus: Der Zeiger bekommt die Bewegungsenergie, die bergauf
~weggebremst” wird, bergab wieder zuriick.

Als Konsequenz ergibt sich: Wenn man die Drehrichtung wechselt, also abwechselnd im bzw. entgegen-
gesetzt zum Uhrzeigersinn dreht, bleibt es trotz der Neigung des Gliicksrades (vgl. Nikos Hypothese) bei
einer Gleichverteilung.

Umfangreiche Versuchsreihen zeigen, dass die Wahrscheinlichkeiten stabil sind gegeniiber Veranderun-
gen des Startfeldes und der Schnipptechnik. Insbesondere bleibt das Zielschnippen erfolglos, sofern man
fordert, dass die Klemme vor Stillstand mindestens zwei Vollumdrehungen absolviert hat.

Die Abweichungen von der Gleichverteilung, d. h die Zunahme d der Wahrscheinlichkeit auf den Feldern
2 und 4 und die gleich groRe Abnahme auf den Feldern 3 und 5 ist proportional zur Steigung m = tan(a)
der schiefen Ebene (vgl. Abb. 4).

Wenn man die Steigung um 1% erh&ht, nimmt die Wahrscheinlichkeit des Bergauf-Feldes (2 bzw. 4) um
jeca.0,55% zu.

(- 0
Einfluss der Steigung m auf die Wahrscheinlichkeit der
"bergauf-Felder"

30%
25% —
N /
= 20%
% / y= 0|0055X+0,166
e =0,97801
S 10%
5%
0% ‘ ; ; ;
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Steigung in %
\_ J

Abbildung 4: Der Einfluss der Neigung auf die Wahrscheinlichkeiten
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4, Wie geht es im Unterricht weiter?

4.1 Wahrscheinlichkeitsrechnung - Klasse 7

Wie wahrscheinlich ist beim zweimaligen Drehen des Gliicksrades ein Pasch? Mit welcher Wahrscheinlich-
keit gelingt bei sechsmaligem Drehen ein Durchmarsch (d. h. beim ersten Mal keine 1, beim zweiten Mal kei-
ne 2, ... beim sechsten Mal keine 67 Wie wahrscheinlich hat man nach 6 Drehungen eine vollsténdige Serie?

Mit den in Abbildung 2 aufgestellten Wahrscheinlichkeiten und der Pfadregel lassen sich solche Fragen beantwor-
ten und durch erneutes Auszihlen der Gliicksrad-Urdaten auch mit der Realitét vergleichen. In der Regel sind die
mithilfe der Pfadregel gewonnenen Prognosen ausgezeichnet und man erkennt den Nutzen von Wahrscheinlich-
keitsrechnung. Anders als im Laplaceschen Konzept erkennen die Kinder aber, dass man in der Wahrscheinlich-
keitsrechnung keine absolut richtigen Wahrscheinlichkeiten berechnet, sondern nur aus bewahrten Hypothesen
(Primédrwahrscheinlichkeiten) Sekundarwahrscheinlichkeiten ableitet.

4.2 Testen von Hypothesen - Klasse 12
Das schiefe Gliicksrad ist ein ideales Ubungsfeld fiir das Testen von Hypothesen. Die géngigen Testverfahren bie-
ten auch bei hohem Stichprobenumfang keinen Anlass, folgende Hypothesen zu bezweifeln:

« p(l)=pB)=1/6
« p(2;3)=p&5)=1/3
- plobere Hilfte) = p(untere Halfte) = 1/2.

Andererseits ldsst sich die Hypothese
«  pllinke Halfte) = p(rechte Halfte) = 1/2
schon bei kleinen Versuchsumfang signifikant zuriickweisen (Riemer 2017).

Auch den ansonsten selten thematisierten, fiir ein Verstandnis des Stellenwertes statistischer Aussagen aber fun-
damentalen Unterschied zwischen Signifikanz und Relevanz macht das Gliicksrad greifbar: Bei hohem Versuchs-
umfang wird auch eine geringe Neigung (von beispielsweise 2%) signifikant nachweisbar, obwohl die Abwei-
chungen fiir Warfelspiele mit Gliicksrddern nicht wirklich relevant sind. Das gilt fur den Hausgebrauch, nicht aber
im Casino, wo man mit dem Schiefstellen auf lange Sicht viel Geld verdienen kénnte. Die Frage nach der Relevanz
statistisch signifikanter Unterschiede l4sst sich somit innermathematisch nicht beantworten, sie braucht Sachver-
stand und auBermathematische Expertise.

5. Riickblick

Riickblickend erkennt man in dem skizzierten Unterrichtsgang wie auf der Grundlage des hypothetisch-prog-
nostischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs beim Festlegen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ein Modellierungs-
kreislauf in idealtypischer Form durchlaufen wird. Schon Siebtklassler durchleben die,Philosophie” beurteilender
Statistik, zu der folgende Gedankenschritte gehdren:

«  Aufstellen von Hypothesen.

- Experimentieren unter genau definierten Versuchsbedingungen.

«  Vergleich der erwarteten mit den beobachteten relativen Haufigkeiten.

. Die Hypothesen beibehalten, solange sie sich bewdhren, andernfalls Hypothesen bezweifeln und verbessern.

Das schiefe Gliicksrad belegt, dass bei entsprechenden Fragestellungen beschreibende und beurteilende Statistik

lernpsychologisch sehr viel niher beieinander liegen als es beim Blick auf Kerncurricula und fachsystematisch
aufgebaute statistische Lehrbiicher erscheinen mag.
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6. Theorie des schiefen Gliicksrades: Energie und Wahrscheinlichkeit

Im Folgenden Abschnitt wird erldutert, wie sich die Wahrscheinlichkeiten des Gliicksrades mithilfe von Energiebe-
trachtungen aus plausiblen Annahmen herleiten lassen.

6.1 Gleitreibung

Das Anziehen eines Schlittens auf horizontaler Unterlage erfordert viel Kraft, denn er haftet zundchst fest auf dem
Schnee. Nach einem Ruck beginnt er aber zu gleiten, was dann sehr viel weniger Krafteinsatz erfordert: Die hohe
Haftreibung wird durch die viel kleinere Gleitreibung abgel&st. Bei Eisenkufen auf Schnee wirken ca. p = 1% und
bei einer Haarklemme auf Papier etwa p = 30% der Gewichtskraft /- g als Gleitreibung. Den dimensionslosen
Faktor p bezeichnet man als Gleitreibungskoeffizienten.

Auf einer schiefen Ebene mit Neigungswinkel a sorgt aber nicht mehr die ganze Gewichtskraft, son-
dern nur noch deren senkrecht zur Auflage wirkende Normalkomponente fiir die Gleitreibung. Man erhalt
Seteis = P11 g -cos(a) (vgl. Abb. 5).

Hangabtrieb m
m-g-sin(a) g

Normalkomponente

m-g-cos(a)
P R
\\ Gewicht
\\ m.g

W e

w

% >

Abbildung 5: Das Gewicht wird auf der schiefen Ebene in Hangabtrieb und eine Normalkomponente zerlegt.

6.2 Gleichverteilung der Startenergie vor der ,entscheidenden” letzten Runde

Wir stellen uns den Zeiger des Gliicksrades als Punktmasse m vor, die vom tiefsten Punkt bei ¢ = 0 (in der Mitte des
Feldes 6) aus auf einem Kreis mit Radius r im Uhrzeigersinn rotiert. Direkt nach dem Anschnippen ,volle Kanne”
hat er sehr viel Bewegungsenergie, die sich aber in jeder Vollumdrehung durch die Gleitreibung um den gleichen
Betrag £, = Gleitreibung -Weg = f,,, -2 r =27 -r - p- m- g -cos(a) verringert. (Die Bewegungsener-
gie wird,Modulo E " Runde fiir Runde in Warme umgewandelt, man nennt das Energiedissipation). Am Anfang der
«.alles entscheidenden” letzten Runde hat der Zeiger dann eine Bewegungsenergie 0 < £, < E. Andernfalls
wirde er ja noch eine weitere Runde schaffen. Da die Startenergie durch das kraftige Anschnippen stark streut,
vielleicht sogar normalverteilt ist mit einem sehr grof3en Erwartungswert und grof3er Standardabweichung, liegt
die Annahme nahe, dass zu Beginn der letzten Runde die noch verfligbare Bewegungsenergie - die eindeutig
bestimmt, bis wohin der Zeiger es dann noch schafft - alle Werte im Intervall [0;E0) mit gleicher Wahrscheinlich-
keit annimmt. Mit dieser plausiblen Annahme kann man dann wie in 6.4 ausgefiihrt, die Wahrscheinlichkeiten des
Gliicksrades bestimmen.

6.3 Hangabtrieb

Neben derfiir die Gleitreibung verantwortlichen Normalkomponente der Gewichtskraft, wirkt auf den Zeiger auch
die Hangabtriebskraft f, . = /" g - sin(a) parallel zur Ebene. Sie zieht den Zeiger,,nach unten" (Abb. 5). Wenn
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die Gleitreibung f,,,;, und der Hangabtrieb Jrang 9leich groB sind, dann rutscht eine sich bewegende Masse
mit konstanter Geschwindigkeit. Das ist genau dann der Fall, wenn gilt ©m* g cos(a) =m- g -sin(a) bzw.

o =tan(@).

Ist dagegen tan(a) < 0, wird die rutschende Masse gebremst und bleibt,irgendwann” stehen. In diesem Bereich
muss das Gliicksrad arbeiten. Der Zeiger soll ja Giberall - auch bergab zwischen den Sektoren 3 und 5 - sicher an-
halten kénnen. Tatsachlich kann man den Gleitreibungskoeffizienten © durch Rutschversuche bestimmen: O ist
die Steigung (in Prozent), bei der ein frei rutschender Zeiger gerade noch zum Stehen kommt. Fir Haarklemmen
auf glatten Etiketten erhalt man p = 3,0 . Man sollte also mit Gliicksrad-Steigungen unter 20 % arbeiten.

1.2
o =1 (hoch)

08

04

02
@=m/2

-18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -8270| 02 04 06 08 1 12 14 16 .
S 02
]
-04
as| 1-cOs (@)
™~ 08

“179=0 (lief)
A2

\ J

Abbildung 6: Nach Drehung um @ hat der Zeiger die Lageenergie £, (¢) = (1—cos()) - r - Thais

6.4 Wahrscheinlichkeits-Verteilungsfunktion

Unten in der Mitte des Feldes 6 bei tp=0 hat der Zeiger die Lageenergie 0. Oben, in der Mitte des Feldes 1
bei ¢ =7z, ist seine Lageenergie 2r - f,m,m , denn er hat sich gegen den Hangabtrieb f},‘,,,g um die Strecke 2r
nach oben bewegt. Allgemein hat der Zeiger in der durch ¢ gekennzeichneten Position (Abb. 6) die Lageenergie
Epm(fp) =(1=-cos(@)r- f,,,,,,g .Um an dieser Position anzuhalten, braucht der Zeiger am Anfang der letzten
Runde die Startenergie E(@) = E,, (@) + E ,; (@) = (1= cos(@)) " fip + @7 S eteir - denn bis zu dieser
Position ist zusatzlich zur (gespeicherten) Lageenergie die Gleitarbeit zu verrichten.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeiger vorher, also an einer Position X = @ hélt, entspricht wegen der
Gleichverteilung der Startenergien dem Anteil E(@)/E, Damit erhdlt man die Verteilungsfunktion:

@ T S+ (1=COS@) 7 frang _ @ , fan@) 1-cos(g)
2z rf, 2 p 2

F(g)=P(xs @)=

leit

dabei wurde die Beziehung Foans el 6 sinla) = ani )

genutzt.
fg!el'.' p mege COS((I) p
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Fir das Gliicksrad aus Abbildung 1 berechnet sich damit die Wahrscheinlichkeit fur ein Anhalten auf dem Feld 4

wegen ———~ = — = — 7l F(%) - F(%) = 21,3%. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeiger in der linken

ol 3 3
1 t
Halfte des Gliicksrades (bergauf) stehen bleibt, ergibt sich zu P(bergauf) = F (x) = 5 + an(a).
0o

Die Abweichung der ,bergauf-Wahrscheinlichkeit” vom Wert 1/2 beim Laplaceschen Gliicksrad ist damit in Uber-
einstimmung mit den experimentellen Ergebnissen proportional zur Steigung tan(c) . Abbildung 7 zeigt die
Modellergebnisse, die gut zu den experimentellen aus den Abbildungen 3 und 4 passen.

- R
Steigung 5% 10%| 15%| 20%| 25%| 30%
unten | 6| 16,7%]| 16.7%| 16,7%]| 16,7%)| 16,7%]| 16,7%
i 4 19,0%| 21,3%| 23,6%]| 25,9%| 28,2%]| 30,4%

g 2] 19,0%| 21,3%| 23.6%| 25.9%| 28,2%| 30.4%
oben 1| 16,7%| 16,7%| 16.7%]| 16,7%| 16.7%| 16,7%
A 3[ 14.4%| 121%| 9.8%| 7,5%| 5.2%| 2.9%

9 5| 14,4%| 12,1%| 9.8%| 7.,5%| 5.2%| 2,9%
links 55,3%)] 60,6%)] 65,9%] 71.2%)] 76.5%] 81.8%
rechts 44.7%| 39,4%| 34,1%]| 28,8%| 23,5%| 18,2%

g 4

Abbildung 7: Wahrscheinlichkeiten der sechs Felder des Gliicksrades aus Abbildung 1 berechnet mit p=0,3.

6.5 Wahrscheinlichkeitsdichte
Mithilfe der Verteilungsfunktion F erhalt man fiir das Gliicksrad auf der schiefen Ebene

Pl <x=s@)=F(p)-F(g)=

@

cos(x)] -.

A

(@,-@) tan(@) cos(g,)-cos(g) _ 1 {x_ tan(a)
2 P 2z 2 yo,

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeiger im Intervall (@9, 1 stehen bleibt, lsst sich damit durch Integration der

tan(ar)

1 ;
Wahrscheinlichkeitsdichte f (@) = 2—(1 + *sin(g)) fir 0 = @ < 27 bestimmen. Sie ist zusammen
JT

tan(a) 1-cos(x)
27

@
X
mit der Verteilungsfunktion F (@) = f f(x)dx= 2— + der Abbildung 8 zu entnehmen.
JT
0

7T 3z
Die Dichte f hat ihr Maximum bei x = E und ihr Minimum bei x = 7 Wo es am steilsten bergauf geht, bleibt der

Zeiger am wahrscheinlichsten, wo es am steilsten bergab geht, am unwahrscheinlichsten stehen.

d Mathe aus dem Leben - fiir das Leben



.

30.45%
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steigung = 0.3

30.45%
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Abbildung 8: Gliicksrad-Wahrscheinlichkeiten, Wahrscheinlichkeitsdichte f (blau) und Verteilungsfunktion F {rot) fur tan(a) = p.

6.6 Wenn sich die Ebene noch stéarker neigt
Wenn man die Steigung m = tan(a) des Gliicksrades ,verbotenerweise” doch gréBer macht als den Gleitreibungs-
koeffizienten p = 0,3, hélt der Zeiger bergab in den markierten Bereichen von Abbildung 9a/b/c nicht mehr an. So
wird in Abbildung 9a bei m = 34,5 % ein Anhalten auf dem Feld 5 unméglich. Es ergibt sich p(5) =0, obwohlimmer.
noch gilt p(1) = p(6) = 1/6.

\,

p(oben)= 50.8183 %
plinks) = 86.6056 %

= R
p=03 p=03 p=03
steigung = 0.345 steigung = 0.414

ploben)= 53.0353 %
pllinks) = 93,9268 %

steigung = 0.5893 p(oben)= 43.7367 %

p(links) = 100 %

Abbildung 9a: m = 34,5%.
Der Zeiger rutscht abwaérts bis

zum Anfang des Feldes 6.

Abbildung 9b: m=41,4%.

Der Zeiger hait abwarts nicht mehr
in der rechten Hlfte des Feldes 6.
Dadurch wird p(1) = 1/6 > p(6).

Abbildung 9¢: m =58,93%.

In der letzten Runde schafft es der
Zeiger nicht mehr bis auf das obe-
re Feld 1, es gilt aber p(2) = p(4).

(U)
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Bei einer weiteren Erh6hung der Steigung (m = 41,4 %, Abb. 9b) wird dann lberraschenderweise p(1) > p(6) und
ab m = 58,93 % reicht die Energie E in der letzten Runde nicht mehr zum Erreichen des oben liegenden Feldes 1,
das bei @ = 577/ 6 beginnt. Nach dem Anhalten bleibt der Zeiger dann aber nicht einfach liegen, er wechselt die
Richtung und rutscht nach unten, weil der Hangabtrieb gréRer wird als die Haftreibung ist. Solche vom Ausrollen
eines Fahrradventils bekannten Phdnomene sorgen fiir die Fehlintuitionen, die in Abbildung 2 dokumentiert wur-
den und machen die Beschaftigung mit dem schiefen Gliicksrad so faszinierend.

6.7 Riickblick auf die Theorie
Die Wahrscheinlichkeiten der Felder eines Gliicksrades auf einer schiefen Ebene mit Neigungswinkel a hiangt nur

tan(a)
Yo,

Steigung ermitteln, bei der eine auf der Ebene rutschende Masse gerade noch zum Stehen kommt (s. 6.3). Die

abvon . Dabei ist p der (materialabhéngige) Gleitreibungskoeffizient. Man kann p als maximal mégliche

|  tan(a
Wahrscheinlichkeit, dass der Zeiger ,bergauf” stehen bleibt ergibt sich dann zu P(bergauf ) = 5 + L

Die Theorie liefert eine Begriindung der experimentellen Beobachtung, dass bei kraftigem Schnippen Startpositi-
on und Schnipptechnik keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten des Gliicksrades haben. Wenn man die Stei-
gung des Gliicksrades ,unzuldssigerweise” weiter erhéht, zeigt die Theorie (iberraschende Phdnomene, die einer
experimentellen Uberpriifung im Klassenzimmer aber nicht zuganglich sind, da an der Grenze der Gleitreibung
kleinste Inhomogenitéten wie Staubkdrner (oder ein Klopfen auf die Unterlage) groe Wirkung haben.

Wer experimentieren, aber nicht basteln mochte, kann,schiefe Gliicksrdder” auf Sperrholzbrettchen wie in Abbil-
dung 1 oder mit Glicksradern bedruckte Bierdeckel (Abb. 10) zur Verwendung auf gedffneten Buchunterlagen
beim Autor anfordern. Kopiervorlagen und die GeoGebra-Dateien zur Bestimmung der Gliicksradwahrschein-
lichkeiten und Wahrscheinlichkeitsdichten in Abhangigkeit von der Neigung auch fiir tan(a) > p findet man bei:
www.riemer-koeln.de.

Abbildung 10: Die Rickseite des Bierdeckels zeigt ein Gliicksrad mit 12 Feldern.

Literatur
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Das Gliicksrad auf der schiefen Ebene

1 Schétze die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Felder in %, wenn E

das Gliicksrad eine Neigung von 10% besitzt und 1 héher liegt als 6. / v S
Erlautere, wie du beim Schatzen vorgegangen bist. AR
............................................................................................... l: [ 2 ‘\\ 3 |:|
............................................................................................... | X |
............................................................................................... a / N\ 5 )
............................................................................................... \/ \
................................................................................................ [ ]

2 Versuchsprotokoll (Einzelarbeit)
- Schnippe 100-mal im Uhrzeigersinn vom unteren Feld 6 aus ,volle Kanne® (mindestens 2 Umdrehungen)
- Die 100 Schnippsergebnisse in die Urliste eintragen und GLEICHZEITIG die Stichliste anfertigen

100 Augenzahlen zeilenweise notieren (Urliste)
1 2 3 4 5 6 7 8 9] 10

QO [N |WIN |-~

—_

gleichzeitig Strichliste fihren
1 2 3 4 5 6

3 Gruppenergebnisse
- Notiert links die Haufigkeiten der 6 Felder, die ihr in eurer Gruppe zusammen ,erschnippt® habt
- einigt euch in der Gruppe auf eine verbesserte Wahrscheinlichkeitsverteilung und tragt sie rechts ein

Haufigkeiten \ Wahrscheinlichkeiten

< <
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