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VORWORT

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik sind seit langem
in den Lehrpldnen unserer Schulen verankert. Trotz vieler
Erfahrungen mit Stochastikunterricht offenbaren sich jedoch
bei genauerem Hinsehen viele bisher noch ungeltste didakti-
sche Probleme.

Dieses Buch ist aus Arbeiten zu solchen Problemen hervorge-
gangen. Die Grundlage bilden langjdhrige Unterrichtserfah-
rungen, Unterrichtsexperimente und Veranstaltungen zur Leh-
rerfortbildung. Die Thematik ist weit gespannt: sie reicht
von ersten Einfilhrungsstunden, die auch von Studenten, Refe-
rendaren und Lehrern mit wenig stochastischer Unterrichtser-
fahrung erfolgreich getestet wurden, bis zu anspruchsvollen
Themen, die gleichermaBen in Leistungskursen und Seminaren
auf sehr positive Resonanz stieBen.

Wir hoffen, dem Leser viele neue und faszinierende Anre-
gungen geben zu k&nnen, die zum Nachdenken {iber "einge-
fahrene Gleise" und zum Beschreiten neuer Wege ermuntern.
Daher haben wir uns bemiiht, die Darstellung durch Beispiele
so lebendig zu gestalten, daB sich die Ideen meist nur mit
wenig Mitthe im Unterricht, in Klausuraufgaben oder in Projek-

te umsetzen lassen.

Ich danke Herrn Professor Dr. Scheid fUr zahlreiche Hinweise
und fUr die Anregung zu diesem Buch. Herrn Professor

Dr. Michel, Herrn Professor Dr. Pfanzagl und Herrn Professor
Dr. Schrage danke ich fiir wertvolle Anmerkungen. SchlieBlich
danke ich meinen Schtilerinnen und Schiilern f#r vergniigliche
Unterrichtsstunden und lebhafte Diskussion. Dem Leser- wilnsche
ich neben Freude an der Lektlire auch SpaB an eigenen Experi-
menten zu den vorgestellten Themen.

K61n, im Herbst 1990 Wolfgang Riemer
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0 Einflthrung
0.1 Zielsetzungen

Wer sich mit didaktischen Fragen der Stochastik auseinander-
setzt, findet sich schnell in ein spannungsreiches Bezie-
hungsgeffige eingebunden. Der Blick schweift zwischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie und Statistik, er beriihrt die unter-
schiedlichen Auffassungen von Subjektivisten und Objektivi-
sten, wendet sich von der Mathematik zu Lehrpl&nen und unter-
richtlichen Realisierungen. Er schweift von psychologischen
Untersuchungsergebnissen zu lerntheoretischen Paradigmen und
macht bei Interaktionsanalysen nicht halt.

Viele dieser Aspekte werden uns in den folgenden Kapiteln
beschdftigen. Den Schwerpunkt werden jedoch Analysen und
neue curriculare Ansdtze bilden, deren Ziel darin besteht,
die ungenetische Trennung zwischen Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und Statistik zu Uberwinden. DaB8 wir es hier tatsé&chlich
mit einem didaktischen Kernproblem -der Stochastik zu tun
haben, macht Nemetz auf der First International Conference
on Teaching Statistics deutlich, indem er mit Blick auf Bru-
ners Spiralprinzip schreibt:

"The starting point of my dreams is a perfect harmony among
the main disciplines of the area called stochastics: the
descriptive, the mathematical statistics and the probability
theory. ... There is hardly any historical or didactical
reason for separating these tree branches, their teaching
goes parallel, following a kind of spiral structure (Nemetz
1983 S. 199).

Auch Schupp konstatiert, "das8 in den meisten der an den
bundesrepublikanischen Schulen verbreiteten Mathematikwerke
statistische und wahrscheinlichkeitstheoretische Passagen
nahezu beziehungslos (und zuweilen mit falschem Bezug) hin-
tereinandergesetzt sind". "Statistik ohne Wahrscheinlich-

keitsrechnung ffihrt nicht zu wesentlich neuen, insbesondere
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zu prognostischen Aussagen, Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne
Statistik ist leer ..." (Schupp 1982, S. 210, S. 214 mit Be-
zug auf die Untersuchung Steinbring/Str&sser 1981).

Tats&dchlich reicht die unglickliche Trennung von Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik weit in die Vergangenheit
zurilck. So haben Kombinatorik und der Laplacesche Wahr-
scheinlichkeitsbegriff in Schulen eine lange Tradition
{PreuBische Lehrpline 1901, Meraner Pline 1905, Lietzmanns
pDidaktik von 1923 - vgl. hierzu etwa Inhetveen 1976 S. 206
und Kiitting 1981 S. 138). Aspekte der Beurteilenden Stati-
stikwurden erst im Zuge der Oberstufenreform in den Sechzi-
ger und Siebziger Jahren in die Lehrplédne t(hauptsdchlich der
Sekundarstufe II) Ubernommen. Sie standen aber zu Zeiten der
"New-Math"-Bewegung (schon wegen der beschridnkten Unter-
richtszeit) in einer (ungewollten) Konkurrenz zur axiomati-
schen Grundlegung der Wahrscheinlichkeitsrechnung {Mengenal-
gebra, Kolmogoroff-aAxiome).

Mit einem Rilckzug der Strukturmathematik wichst das Gewicht
der Statistik, wenngleich ihre Stellung immer noch einem
"Anhdngsel" an die Wahrscheinlichkeitsrechnung gleicht. Das
vorliegende Buch mdchte helfen, diese "Anhdngsel-Funktion"
zu ilberwinden. Es mdchte innovativ wirken und im Sinne von
Wittmanns "Teaching Units as the integrating Core of Mathe-
matics Education” (Wittmann 1984) zeigen, wie man genuin
statistische Gedankengdnge schon von den ersten Unterrichts-
stunden an zu einem Bestandteil von Stochastikunterricht
machen kann. Es mdchte zeigen, daB sich auch so "schwierige"”
Themengebiete wie Chi-Quadrat-vVerfahren und stochastische
Grenzwertsdtze elementaren Darstellungen nicht entziehen.

0.2 Inhaltslibersicht

Die einzelnen Kapitel lassen sich unabhéngig voneinander
lesen, sie sind jedoch durch Beispiele, Querverweise und
einen "roten Faden" miteinander verbunden, der sich als eine _
Folge von Antworten auf bisher noch ungeldste didaktische



13

Probleme lesen 1l&Bt:

In Kapitel 1 beschéftigen wir uns mit dem Begriff der Wahr-
schqinlichkeitshypothese, dessen Bereitstellung fUr einen
konsistenten Aufbau von Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik schon in sehr frlhen Phasen unerl&Blich ist. Wir
zeigen, wie man diesen Begriff durch neue Sichtweisen und
geeignetes Unterrichtsmaterial aus den in der Alltagserfah-
rung geprédgten Primdrintuitionen "herausschdlen" kann. Statt
einer Beschrinkung auf das zu enge Laplacesche Konzept ler-
nen Schiller schon sehr frith Aspekte des Modellbildens ken-
nen, die mit jeder Art des Mathematisierens intrinsisch
verbunden sind.

Diese Ansdtze werden lernpsychologisch begriindet und in
Kapitel 2 konsistent weitergefilhrt, indem wir mit einer fir
den Schulbereich neuen Sicht der Bayesschen Regel ein quan-
titatives Hilfsmittel zum Abwdgen zwischen Alternativhypo-
thesen bereitstellen. So dient die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung dem Ausbau des statistischen Gedankengebdudes auf eine
Weise, die ihre Spuren inzwischen auch in der Lehrplanarbeit
hinterlist.

In Kapitel 3 werden wir eine weitergehende Vertiefung vor-
nehmen, indem wir in einer auch fir Schiler nachvollziehba-
ren Weise die Grenzen Bayesscher Betrachtungsweise aufzei-
gen. Als Antwort auf diese Grenzen werden wir ﬁns mit Ele-
mentarisierungen des Chi-Quadrat-Anpassungstests beschdfti-
gen, die wir in Kapitel 4 auf den Unabhdngigkeitstest iiber-
tragen und in den Kapiteln 5 und 10 durch interessante Anwen-
dungen bereichern.

In Kapitel 6 widmen wir uns einer heuristischen Begriindung
des Zentralen Grenzwertsatzes, dem Fundament vieler stati-
stischer Testverfahren, dem traditionell aber auch unabhdngig
von der Statistik ein starkes Eigengewicht zukommt: Wir
Uberfihren Rekursionsgleichungen, die zu Summen von Zufalls-
gr&Ben gehdren, in eine Differentialgleichung mit der Nor-
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malverteilung als L&sung.

In den folgenden Kapiteln 7 und 8 gelingt uns die Ubertra-
gung dieser Technik auf eindimensionale Irrfahrtprobleme mit
interessanten Anwendungen im Bereich des- Anpassungstests und
des Arcsin-Gesetzes. So werden elementare Wege zu recht
anspruchsvollen Themen gebahnt, die Uber blofe Computersimu-
lationen hinausgehen.

In Kapitel 9 skizzieren wir, wie sich die heuristischen
Uberlegungen der Kapitel 6, 7 und 8 mathematisch absichern
lassen. Wir stellen Beziehungen her zu Diffusionsprozessen
und der Renewal-Theorie.

Ein "heiteres" Kapitel 10 schlieB8t das Buch ab. Anhand des
Themas "Partnersuche" soll exemplarisch gezeigt werden, wie
sich Aspekte der informationstechnologischen Grundbildung’
mit Aspekten von Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik
zu Unterrichtsprojekten verbinden lassen, die auch mathema-
tisch weniger interessierte Schiiler motivieren diirften.

0.3 Computereinsatz

Uber die geschilderten Intentionen hinaus lassen sich die
Kapitel liber weite Strecken auch als inhaltliche Beitr&dge zu
einer Didaktik des Computereinsatzes lesen. Sie zeigen exem-
plarisch, wie der Computer in der Stochastik tiber Simu-
lationszwecke hinaus zur Verarbeitung eigener nicht simu-
lierter Daten benutzt werden kann. Es gelingt, "emotionale
Betroffenheit" zu erzeugen und damit auch affektivg Kompo-
nenten in Lernprozessen anzusprechen (Kap. 2, 5,10). Compu-
tersimulationen (Kap. 2, 3, 4, 6, 7, 8) dienen uns zur in-
tuitiven vorbereitung komplexer Zusammenhdnge, allerdings

bleiben wir bei Simulationen nicht stehen.
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0.4 Statistisches Paradigma

Egal, ob wir bei unseren Untersuchungen reale oder
simulierte Daten verwenden: Das Formulieren von Fragen, das
Erzeugen von Erwartungshaltungen, das Aufstellen von
Hypothesen vor den Experimenten und die Bewertung der
Prognosen durch Gegenilberstellung von Voraussagen und
Ergebnissen erst im nachhinein mug in unseren Augen zu einem

Paradigma des Stochastikunterrichts werden. Seine
konsequente Berficksichtigung hilt statistische und
wahrscheinlichkeitstheoretische Aspekte wie eine Klammer
zusammen. Darfiber hinaus werden Schiiler unmittelbar ins
Unterrichtsgeschehen einbezogen und emotional angesprochen,
da ihre eigenen Hypothesen zur Disposition stehen. Varga
(1983, S. 73) unterstiitzt diese Sicht, indem er feststellt:

"Young children seem to be more responsive to essential,

deep questions than occasional superficial ones ... they like
personal involvement. In their experiences about random
phenomena their involvement is greatly increased by first
predicting the outcome then performing the experiment,
finally comparing the result with their prediction. A fur-
ther step is an attempt to explain the pattern of results by
some theory. This carries them further towards probability.
The order is hypothesis -> experience -> theory."

Neben anderen lernpsychologischen Leitlinien wird uns dieses
Paradigma in verschiedenen Ausprédgungen und variierenden
Formen durch das Buch begleiten. Wir werden seine Tragf&hig-
keit ausloten und feststellen, daB es uns dem gesteckten
Ziel einer Integration von wahrscheinlichkeitstheoretischen
und statistischen Aspekten ein gutes Stflick n8herbringen
wird.

Wie man dem Inhaltsverzeichnis entnimmt, haben wir das Buch
in vier Teile gegliedert, denen weitere Informationen und
didaktische Hinweise vorangestellt sind.
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Teil I Integration statistischer Aspekte in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

In den beiden folgenden Kapiteln untersuchen wir, wie man
mit geeignetem Unterrichtsmaterial schon in kleinen Kindern
tief verwurzelte (und teilweise subjektivistisch gepridgte)
statistische Intuitionen mobilisiert. Wir werden diese wert-
vollen Vorstellungen handelnd (enaktiv) systematisieren, bis
zum Begriff der Hypothese ausbauen und anschliefend mit
Hypothesen arbeiten. Unser Material besteht aus partiell
symmetrischen Objekten (Quadern, Prismen), die im Gegensatz
zu den klassischen WuUrfeln und Gliicksr&dern mehrere sinnvol-
le Hypothesen zulassen und erst dadurch den hypothetischen
Charakter von Wahrscheinlichkeiten verdeutlichen. Anderer-
seits machen sie - im Gegensatz zu vd1llig unsymmetrischen
Reifnsgeln oder gezinkten Wiirfeln - die Zusammenhinge zwi-
schen Wahrscheinlichkeiten und relativen Haufigkeiten im
wahrsten Sinne des Wortes greifbar. "Gedankliches Chaos"
(Schénwald 1984), das sich hdufiqg beim Verschwimmen der
genannten Begriffe breitmacht, wird so vermieden (Schiilerzi-
tat: ®"relative Wahrscheinlichkeiten®).

1 Begriffsbildungen im Dienste der Statistik

1.1 Wahrscheinlichkeiten als Hypothesen

Die Integration statistischer Aspekte in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung muf "im Herzen" der Stochastik ansetzen, bei
den Begriffen Wahrscheinlichkeit, Wahrscheinlichkeitshypo-
these und ihren Interpretationen. Anders als bei vielen
Begriffen in den "klassischen" Lernhereichen Algebra und
Geometrie ist die Bedeutung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
nicht im Rahmen innermathematischer Systematik erfahrbar.
Die Entwicklung einer addquaten Vorstellung erfordert viel-
fdltige experimentelle Erfahrungen, die auf unteren Curricu-
lumstufen durchaus spielerischen Charakter haben dirfen. So
stellen Fischbein/Gazit (1984, S. 3) in Ubereinstimmung mit
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unserem statistischen Paradigma (0.4) fest:

"New intuitive attitudes can be developed only through the
personal involvement of the learner in a practical activity.
Intuitions (cognitive beliefs) cannot be modified by verbal
explanations only. Therefore a teaching program which in-
tends to develope an improved and efficient intuitive back-
ground for probability concepts and strategies, along with
the corresponding formal knowledge, must provide the learner
with frequent opportunities to experience actively, even
emotionally, with stochastic situations. In such situations
the learner will confront his plausible expectations with
empirically obtained outcomes.”

Laplacescher Wahrscheinlichkeitsbegriff:

In der Schulpraxis dominieren traditionsgemds8 nahezu aus-
schlieBlich Laplacesche Experimente, bei denen sich Wahr-
scheinlichkeiten aufgrund von Symmetrien als Quotienten von
"glinstigen" und "m&glichen" Fdllen berechnen lassen. Hier
gibt es zu einer richtigen Hypothese keine sinnvollen Alter-
nativen und damit verschwindet der hypothetische Charakter
von Wahrscheinlichkeiten. Experimente benutzt man aus-
schlieBlich, um die Konvergenz relativer Hiufigkeiten gegen
diese (a priori bekannten) Wahrscheinlichkeiten zu demon-
strieren. Genauso wenig wie der Begriff der Hypothese hat
hier das in Alltagserfahrungen gewonnene, vielfach subjekti-
vistisch geprédgte Vorwissen einen Platz. Im Gegenteil, es
wird durch das zu enge Laplacesche Konzept "erdrlickt".

Auch in der Fille psychologischer Untersuchungen zur Genese
des Wahrscheinlichkeitsbegriffs spiegelt sich diese Tatsache
wider. widhrend man im AnschluB8 an Piagets bahnbrechende
Untersuchungen lange Zeit ausschlieBlich die Entwicklung
Laplacescher und kombinatorischer Konzepte studierte, hat in
neuerer Zeit die Untersuchung alltdglicher, subjektivistisch
gepridgter Wahrscheinlichkeitsvorstellungen ein sehr viel
reichhaltigeres Bild von den kindlichen Fdhigkeiten entste-
hen lassen (Hawkens/Kapida 1984, Schrage 1980), die wir im

folgenden ausnutzen werden. Fischbein fagt zusammen:
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"An important theoretical conclusion may be drawn. Probabi-
listic thinking and proportional reasoning (damit ist das
Laplacesche Konzept gemeint) are based on two distinct men-
tal schemata. Certainly, probability computations may re-
quire ratio comparisions and calculations, but probability,
as a specific mental attitude, does not necessarily imply a
formal understanding of proportion concepts. This finding is
in accordance with other results obtained before. Yost et
al. (1962), Goldberg (1966) have shown that one can identi-
fy, even in preschool children, correct probability estima-
tions while proportional reasoning is still deficient.”
(Fischbein 1982, s. 750.)

Frequentistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff:

In der Unterrichtspraxis wird der Laplacesche Wahrschein~
lichkeitsbegriff meist um den frequentistischen Aspekt be-
reichert, der Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte relativer
Hdufigkeiten in unendlich langen Versuchsserien beschreibt
(Beispiel: ReiBnagel). Wegen der Endlichkeit allen Experi-
mentierens und des Wunsches diesen (in der Laplaceschen Welt
eindeutig bestimmten) Grenzwert mdglichst genau zu ermit-
teln, sind Zufallsschwankungen (so paradox das klingt) vom
Lehrer emotional unerwiinscht. Das folgende Zitat beschreibt
leider die Realitdt recht genau:

"Die konkrete Durchfilhrung der Zufallsexperimente zeigte
deutlich ... der Lehrer muB merken, wann die Ergebnisse
auBerhalb jeglicher Erwartung, was durchaus vorkommen kann,
liegen. Der Lehrer muB auf den zufdlligen Ausgang der Zu-
1) w

fallsexperimente . angemessen vorbereitet werden {Schrdder

1981 5. 222.)

1) In diesem Zusammenhang spielt das Arcsin-Paradoxon

(Kap. 8) eine wichtige Rolle: in einer langen Versuchsserie
pendeln die relativen Hdufigkeiten oft nur extrem selten um
die Wahrscheinlichkeiten. Bei vielen kurzen Serien ist das
anders.



19

Es dr&ngt sich die Einsicht auf, daB es aus dem Blickwinkel
der Statistik viel wichtiger w#re, ein Geflthl fiir die
schwankungen der relativen H3ufigkeiten in endlichen Ver-
suchsserien zu entwickeln ("schwaches Gesetz der groSen
Zahlen") als den Blick auf die Konvergenz in "unendlichen”
Versuchsserien zu fixieren ("starkes Gesetz der groBen Zah-

len"}.

"Prognostischer” Wahrscheinlichkeitsbegriff:

Es zeigt sich, daB sowohl die Laplacesche Wahrscheinlich-
keitsinterpretation (Wahrscheinlichkeit als Verhdltnis der
Anzahl glinstiger zur Anzahl mdglicher F#lle) als auch die
frequentistische Deutung (Wahrscheinlichkeit als Grenzwert
der relativen Hiufigkeit) zu kurz greifen, wenn man nicht
den "prognostischen Aspekt" herausarbeitet. Wahrscheinlich-
keiten sind Prognosen relativer Hiufigkeiten in zukUnftigen

langen Versuchsserien. Oder noch besser:

Wahrscheinlichkeiten sind Prognosen, um die die relativen
H¥ufigkeiten in zukiinftigen Versuchsserien schwanken werden.

Im Hinblick auf die Grundgedanken Beurteilender Statistik
ist aber ebenso unverzichtbar, das8 man die Méglichkeit
verschiedener (manchmal gleichberechtigter, mitunter aber
auch verschieden glaubwlirdiger) Wahrscheinlichkeiten und
damit deren hypothetischen Charakter in der Vorstellungswelt
der Schiiler verankert.

Wir halten fest: Ein fiir die Statistik tragfZhiger Wahr-
scheinlichkeitsbegriff'muB

(1) prognostischen Charakter haben, 4. h. es muB deutlich
werden, daB Wahrscheinlichkeiten Prognosen darstellen, um
die die relativen Hdufigkeiten schwanken werden.

(2) Er muB hypothetischen Charakter haben, d. h. Wahrschein-
lichkeitsannahmen, die sich in Versuchen nicht bew#hren,
milssen verworfen und durch bessere ersetzt werden.

(3) Sollten aus lernpsychologischen Griinden subjektive
Aspekte nicht ausgeschlossen werden. Aussagen der folgenden
Form milssen erlaubt sein: "Nach Lage der Versuchsergebnisse
Lhalte ich Hypothese A flir glaubwilirdiger als Hypothese B."
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Solche Aussagen bereiten intuitiv Ideen vor, die dem Testen
von Hypothesen zugrunde liegen.

1.2 Hypothesen aufstellen
1.2.1 Hypothesen schétzen

Die Attribute "prognostisch", "hypothetisch" und "subjekti-
vistisch" mdgen anspruchsvoll klingen, wenn man sie mit dem
Wahrscheinlichkeitsbegriff auf der Sekundarstufe I verbinden
mbchte. Sie sind es nicht, wenn man sie an konkretem Mate-
rial "festmacht" und ihre Bedeutung mit den Kindern aushan-
delt. Statt gleich zu Beginn formal zu erkldren, was Wahr-
scheinlichkeiten "sind", lernt das Kind, wie man mit wWahr-
scheinlichkeiten und Wahrscheinlichkeitshypothesen umgeht.
Wir milssen "wegkommen von direkter Unterweisung in der her-
kdmmlichen Art und hinkommen zu interaktiven Prozessen.”
{(Weinert/Kluve 1984, S. 102). "Der Lehrer erzihlt dem Kind
nicht, was es zu tun hat, sondern er beginnt eine Interak-
tion, in der beide, Kind und Lehrer fiir die Bewdltigqung der
Aufgabe verantwortlich sind."

Diese Sicht der Einllbung in neue Begriffe, die erfahrene
Lehrer intuitiv stets befolgen, wurde durch Interaktionsana-
lysen (Bauersfeld/vVoigt) auch empirisch belegt. Im Hinblick
auf eine am Handeln orientierte Genese des von uns ange-
strebten Wahrscheinlichkeitsbegriffs haben sich Quader und
andere Zufallsobjekte mit partiellen Symmetrien ausgezeich-
net bewdhrt. Einerseits lassen sie im Gegensatz zu Wirfeln
oder Gliicksrddern in gewissen Grenzen mehrere sinnvolle
Wahrscheinlichkeitsannahmen zu. Der hypothetische Charakter
von Wahrscheinlichkeiten wird sinnfillig. Andererseits wird
{(im Gegensatz zum ReiBnagel) der Unterschied zwischen Wahr-
scheinlichkeiten und relativen H&ufigkeiten greifbar -~ alle
akzeptablen Wahrscheinlichkeitshypothesen sind partiell sym-
metrisch, die relativen Hiufigkeiten nur in seltenen Ausnah-
mefdllen. Der prognostische Aspekt, der das Verhalten auf
lange Sicht beschreibt, pridgt sich ein.
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Primarstufe, Orientierungsstufe (bis ca. 12 Jahre):

So lassen sich schon in der Primarstufe und am Anfang der
Sekundarstufe I bekannte Wirfelspiele wie "Fang den Hut"
oder "Mensch Hrgere Dich nicht" modifizieren, indem man
neben dem normalen Laplace-Wiirfel auch verschieden
beschriftete Holzquader bereitstellt (Abb. 1-1 bis 1-3).

2.3cm
4 R

-1.3cm ”

.. L]

Abb. 1-1 Abb. 1-2 Abb. 1-3

Vor jedem Wurf darf der Spieler den "Wirfel" wdhlen, der in
der momentanen Spielsituation den gr®B8ten Erfolg verspricht.
Ohne Zwang zur Verbalisierung handeln Kinder in dieser sto-
chastischen Situation sinnvoll. Sehr schnell erkennen sie,
daB sich die Ergebnisse bei keinem der Quader vorhersagen
lassen (Zufallsbegriff). Sie treffen aber ihre Wahl so, dasB
gewilinschte Zahlen auf m&glichst groSen, unerwlinschte auf
méglichst kleinen Seiten liegen. Sie besitzen klare Vorstel-
lungen von ihren Chancen. Diese Beobachtung wird gestiitzt
durch neuere Untersuchungen, die belegen, daB auch Primar-
stufenkinder iUber (subjektivistisch geprégte) Wahrschein-
lichkeitsvorstellungen verfigen - lange bevor sie das Sta-
dium der formalen Operationen erreicht haben. Die im An-
schluB8 an Piaget/Inhelder (1951) lange Zeit vorherrschende
"Lehrmeinung”, daB ein Wahrscheinlichkeitsbegriff erst

mit diesem Stadium erworben werden kann, griindet darin, das
in den Untersuchungen fast ausschlieBlich mit "Laplaceschem
Gedankengut" gearbeitet wurde, das den Verhdltnisbegriff und
die Verfligbarkeit kombinatorischer Aspekte erfordert.

Sekundarstufe I

Kinder, die (ab Klassenstufe 6/7) mit der Prozentrechnung

vertraut sind, quantifizieren ihre subjektiven
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Erwartungen ("Hypothesen") Uber das Verhalten der Quader
gerne durch "prozentuale Angaben®.

"Stelle Dir vor, Du wiirfelst mit dem Quader (Abb. 1-1) sehr
sehr oft. Was schitzt Du: in wieviel Prozent aller Fidlle
wirst Du auf lange Sicht die einzelnen Augenzahlen von 1
bis 6 erhalten?" Hier einige Antworten (Klasse 7):

1 2 3 4 5 6 |G1aubwﬁrdigkeit
108 | 5% | 35% | 35% | 5% | 10% | René 32%
15% | 10% [ 25% | 25% | 10% | 15% | Stefan 18%
10% | 12% | 35% | 20% | 15% 8% | Alexandra 03
15% | 15% | 25% ) 25% | 15% | 15% | Joanna 0%
15% 5% | 30% | 30% 5% | 15% | Jasmin 50%

Tab. 1-4 fUnf verschieden glaubwiirdige Hypothesen {lber den
Quader aus Abb. 1-1

Alexandra handelt sich heftige Kritik ein. Offensichtlich
dachte sie (wegen der Unsymmetrie) nur an eine ganz spezi-
elle Wirfelserie, nicht aber an eine Schidtzung auf lange
Sicht. Auch mit Joanna sind die Klassenkameraden nicht ein-
verstanden, da die instabileren Lagen 1 und 6 seltener er-—
wartet werden als die etwas stabileren 2 und 5. Ubrig blei-~
ben die Verteilungen von René, Stefan und Jasmin. Sie
driicken Erwartungen itber das Verhalten der Quader aus, die
zundchst stark subjektiven Charakter haben. Wir nennen sie
Wahrscheinlichkeiten oder Wahrscheinlichkeitshypothesen.
Wihrend diese Hypothesen als Schitzungen auf lange Sicht die
Symmetrien des Quaders widerspiegeln, erwarten wir fir die
Versuchsergebnisse nur in Ausnahmef&dllen exakt symmetrische
Ergebnisse. Wir erwarten, daB sie um symmetrische Zahlen
schwanken.

Bei einer Abstimmung in der Klasse zeigt sich (noch vor
jeglichem Experiment), daB8 die Hypothesen von Jasmin und
René am glaubwiirdigsten sind. Diejenigen von Alexandra und
Joanna werden "verworfen" (vgl. letzte Spalte).

Nach diesen "Spekulationen" werden Versuche mit Spannung er-

wartet. Wer hat am besten geschdtzt? Wessen Hypothese wird
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einer Uberprifung standhalten? Hier die Versuchsergebnisse
(je 100 Versuche):

1 2 3 4 5 6

13 (10 |32 | 27 5 |13 | Jola

12 3 34| 36 8 7 | sabine I

11 4 |41 | 35 5 4 | sabine I1I
5 5 |36 | 33 8 |13 | Martina
15 3 |28 32 6 |16 | Silke

10 6 |42 | 31 4 7 | stefanie I

11 5 |33 |34 8 9 | Jasmin

19 6 | 301 34 5 6 | Stefan I

16 2 |46 | 29 4 3 | stefan II
9 7 28|33 5 |18 | Denise

9 5 13237 7 110 | Stefanie II
8 5139 | 36 5 7 | Robert

14 7 13136 4 8 | Marc

13 3|34 28 6 | 16 | Jens

13 5131 |25 |10 |16 | Thao

10 9 (30|30 7 | 14 | Roman

12 8 [ 30| 34 6 | 10 | Joanna

10 7281 38 7 | 10 | Fehim

Tab. 1-5 Versuchsergebnisse zum Quader aus Abb. 1-1

Die Tabelle belegt: die Hypothesen von René und Jasmin waren
beide recht brauchbar. Sie ld8t darilber hinaus ein Gefiihl
fir die GréBe der Schwankungen (100 Versuche) entstehen. Von
sich aus fassen Schiller die Hdufigkeiten zun&chst gruppen-
weise zusammen, um eine Entscheidung zwischen René und Jas-
min herbeizufidhren: Die relativen Hiufigkeitsverteilungen
aus je 500 (300) Versuchen sehen wie folgt aus (die Schwan-
kungen werden geringer):
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1 2 3 4 5 6

11.2% 5.0%| 34.2% | 32.6% 6.4% | 10.6% |(500)

13.0% 5.2% | 35.8% | 32.2% 5.2% 8.6%|(500)
11.4% 5.0% | 33.4% | 32.4% 6.4% | 11.4%|(500)
10.7% 8.0% | 29.3% | 34.0% 6.7% | 11.3%|(300)

Tab. 1-6

Nach einer Gegenfiberstellung mit den Vorhersagen ent-
schlieBt man sich, die Hypothesen der beiden Kontrahenten zu
verwerfen und einigt sich auf eine Hypothese:

118 | 6% | 333 [33% | 6% | 11% , (*)

die in der Tat “"zwischen" René und Jasmin liegt. Aber auch
andere (symmetrische) Hypothesen, die hiervon nicht allzu
sehr abweichen, wédren akzeptabel, beispielsweise:

11.58 | 68 | 32.5% [32.58 | 68 |11.5% .

Alle 1800 Versuche zusammen liefern die relative Hiufig-
keitsverteilung

11.7% | 5.68] 33.6% |32.7% | 6.1% |10.4% ,

die mit den eben formulierten Hypothesen intuitiv auch recht
gut vereinbar ist. Dennoch ist uns die Information, die in
den Teilversuchen mit dem Umfang 500 (300) steckt, ungleich
wertvoller als die eine Information iber die 1800 Versuche,
da sie hilft, das filr statistisches Denken unerl&dsliche
Gefllhl filr Zufallsschwankungen zu entwickeln.

Wir halten fest: Wahrscheinlichkeiten lassen sich (auch
durch noch so viele Versuche) nicht eindeutig bestimmen; es
gibt meist mehrere brauchbare Hypothesen, um die die relati-
ven Hiufigkeiten von Versuch zu Versuch schwanken.
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1.2,2 Hypothesen berechnen

Schiiler "lassen an dieser Stelle nicht locker". "Kann man
die Wahrscheinlichkeiten der Quader berechnen?" Solche Fra-
gen verraten Neugier und sind uns héchst willkommen, bieten
sie doch die Chance, auf dem Niveau der Sekundarstufe I ein
wenig zu "forschen", den statistischen Denkansatz weiterzu-
entwickeln und den hypothetischen Charakter von Wahrschein-
lichkeiten greifbar zu machen. "Berechnen" wir also die
Wahrscheinlichkeiten der Quader:

Hypothese Ia

Nicole konstatiert v6llig richtig: "je grbSer die Fl&chen
des Quaders (Abb. 1-1) desto hdufiger fallen die zugehdrigen
Augenzahlen”. Sind die Wahrscheinlichkeiten P proportional
zu den Fldchen F?

Seiten 1 und 6: 2.99 cm?
Seiten 2 und 5: 2.60 cm?

Seiten 3 und 4: 4.60 cm?

Die gesamte Oberfldche des Quaders ist F=20.38 cm? (=100%).
Damit erhalten wir die Hypothese:

(1800 Versuche)

P(l) = P(6) = 2.99/20.38 = 14.7% (11.7% 10.4%)
P(2) = P(3) = 2.6 /20.38 = 12.8% ( 5.6% 6.1%)
P(3) = P(4) = 4.6 /20.38 = 22.5% (33.6% 32.7%)

zwar wachsen die Wahrscheinlichkeiten mit der Gr&Be der
Grundfliche, doch sagen sie unsere experimentellen Ergebnis-
se (rechte Spalte) noch sehr viel schlechter voraus als
unsere intuitiven Sch&dtzungen. Trotz der schdnen Rechnung
miissen wir Nicoles Hypothese verwerfen.
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Hypothese Ib

Je mehr der Quader "hochkant" steht, desto instabiler ist
seine Lage, desto seltener kommen die zugeh&rigen Augenzah-
len. Sollten wir es mit einer umgekehrten Proportionalitdit
zwischen Schwerpunkthdhe h und Wahrscheinlichkeit versuchen?

h 1/h
Seiten 1 und 6: 1 1
Seiten 2 und 5: 1.15 0.87
Seiten 3 und 4: 0.65 1.538

Mit § = 2(1+0.87+1.538) = 6.816 ergibt sich

P(1l) = P(6) = 1.000/s = 14.7%
P{2) = P{3) = 0.870/s = 12.8%
P(3) = P(4) = 0.538/5 = 22.5%

"Schon wieder die gleiche Hypothese wie oben? Na klar, das
Produkt aus Grundfldche und Schwerpunkthhe ergibt immer das
halbe Quadervolumen." Wenn die Wahrscheinlichkeiten zu den
Grundflidchen proportional sind, dann sind sie 2u den Schwer=
punkthdhen automatisch umgekehrt proportional. Allerdings
148t sich Hypothese Ib im Gegensatz zu Ia auf gezinkte
Quader verallgemeinern.

Hypothese I1

Versuchen wir, Nicoles Hypothese I zu verbessern: Wie wir
sehen, sind (verglichen mit den experimentellen Ergebnissen)
die Unterschiede zwischen den berechneten Wahrscheinlichkei-
ten P zu klein, wenn wir sie zu den Fldchen F proportional
machen. Sie werden grdBer, wenn wir die Stabilitdt nicht
durch die Grundfldche F sondern durch das Quadrat oder
h8here Potenzen von F messen und die Wahrscheinlichkeiten
proportional zu diesen Potenzen einrichten. Wir erhalten:
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F F2 P Fl >
Seiten 1 und 6| 2.99| 8.94] 26.73| 79.93| 238.98
Seiten 2 und 5| 2.60| 6.76| 17.58| 45.70| 118.81
Seiten 3 und 4 | 4.60 |21.16 [97.34 |447.75 [2059.63
2+ Sume 20.38| 73.72283.29|1146.76 |4834.84

Daraus ergeben sich folgende Hypothesen:

(1800)
P(1) = P(6) 14.7% (12.1% | 9.4% 7.0% 5.0% | {(11.7% 10.4%)
P{2) = P(3) 12.8% | 9.2% | 6.2% 4.0% 2.5% || ( 5.6% 6.1%)
P(3) = P(4) 22.5% |28.7% [34.4% | 39.0% | 42.5%((33.6% 32.7%)

Tatsidchlich werden die Wahrscheinlichkeiten filr die stabilen
Seiten immer gréBer, die flir die kleinen Seiten immer klei-
ner, je mehr wir potenzieren. Die Hypothese, die wir aus
einer Proportionalitdtsannahme zwischen Wahrscheinlichkeit
und dritter Potenz der Grundfliche erhalten, paBSt noch am
besten zu unseren experimentellen Ergebnissen (letzte Spal-
te). Aber ein Vergleich mit Tab. 1-6 zeigt, daB die relati-
ven Hiufigkeiten nicht um diese Wahrscheinlichkeiten schwan-
ken. Wir milssen wohl auch die Hypothese II fallenlassen.
(Wir greifen dieses Beispiel in den Abschnitten 2.1 und 5.3
auf.)

Hypothese III

Wir geben noch nicht auf und machen unser Quaderproblem
zweidimensional, indem wir die instabilen Seiten 2 und S
v8llig auBer acht lassen. (Wir wiirfeln einfach weiter, wenn
wir solche Zahlen erhalten.) Der Quader kann dann die sta-
bile Lage A (3 oder 4) oder die
Lage B {1 oder 6) annehmen.
Abb. 1-7 zeigt ihn im Aufris.
Wir machen die Modellannahme,
daB der Quader stets mit der
Kante aufschldgt und der Auf-
schlagwinkel x {x<x<90%) Uber
Abb. 1-7 die Endlage A oder B entschei-
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det. Gilt x>90°, so wird der Quader in Stellung A kippen,
sonst in Stellung B. Wenn alle Winkel x gleiche Wahrschein-
lichkeit besitzen (weitere plausible Modellannahme), dann
miiBten sich die Wahrscheinlichkeiten P(B) und P(A) zueinan-
der verhalten wie die Winkel P=33° unax=57°, Wir erhalten
die Wahrscheinlichkeitshypothese: P(A)=63.3%, P(B)=36.7%.
In unseren 1800 Versuchen trat die Lage A (3;4) 1193mal, die
Lage B (1;6) 397mal auf., Da wir die Lage (2;5) nicht zulas-
sen, sind das 75.0% flir A2 und 25.0% fiir B. Diese Ergebnisse
sind mit unserer Hypothese intuitiv nicht vereinbar. Wir
missen sie zusammen mit den zugrunde liegenden Modellannah-
men als unrealistisch verwerfen. (Dies gilt ibrigens auch,
wenn man statt eines Quaders einen langen Stab mit recht-
eckigem Querschnitt rollt, also tatsdchlich ein zweidimen-
sionales Problem untersucht.)

Es gibt auf dem Niveau der Sekundarstufe I nicht viele Pro-
bleme, die den hypothetischen Charakter von Wahrscheinlich-
keiten und den engen Zusammenhang mit dem ProzeB des Modell-
bildens dhnlich pridgnant hervortreten lassen wie die oben
genannten Beispiele.

1.3 Stellung der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Bisher haben wir Hypothesen aufgestellt und diese durch Ver-
gleich mit experimentellen Ergebnissen verworfen, modifi-
ziert oder beibehalten. Da wir unserem Ziel gemdB8 einen
konsistenten Aufbau von Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik anstreben, wird es bei der Wahrscheinlichkeits-—
rechnung nicht mehr um eine "voraussetzungslose" "exakte"
Berechnung von_Wahrscheinlichkeiten gehen. Vielmehr werden
wir‘aus Wahrséheinlichkeitshypothesen (Primérhypothesen)
andere Hypothesen (Sekunddrhypothesen) ableiten, die uns
interessierende Fragen beantworten. Die zugehdrigen Progno-
sen werden sich wiederum in Experimenten zu bewédhren haben.

Auch die funktionalen Abh#ngigkeiten zwischen Primdr- und
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Sekundérhypothesen werden wir gem#dB8 der Frage studieren:
"Wie wirken sich Modifikationen der Primdrhypothesen auf die
Sekunddrhypothesen aus?" Auf diese Weise widchst ein Gefiihl
fiir die "Stabilitdt" stochastischer Modelle.

1.3.1 Wartezeiten (Beispiel 1)

Wir werfen unseren Quader (Abb. 1-1) so lange bis die erste
"3" erscheint. Wie lange mfilssen wir auf lange Sicht warten?
Hier die spontan geduBerten Hypothesen dreier Schiller:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x 9x |210x
5% | 15% | 25% | 15% | 10% | 8% 7% 6% 5% 4% Sabine
10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% Jens

21% | 17% | 14% | 12% | 10% 8% 6% 5% 4% 3% Joanna

Tab. 1-8 Hypothesen {iber die Wartezeitenverteilung

René schlug eine Verteilung vor, deren Wahrscheinlichkeiten
mit wachsender Versuchszahl wachsen, zog diesen Vorschlag
aber schnell wieder zuridck - worauf Joannaeine monoton fal-
lende Verteilung vorschlug und die einzelnen Wahrscheinlich-
keiten so wdhlte, daB sich insgesamt 100% ergaben. Wieder
haben wir eine Fiille von Hypothesen, eine "prickelnde" Er-
wartungshaltung, den "statistischen Spannungsbogen® zwischen
Vorhersage und Experiment.

Denise: "Die Hypothesen sind alle falsch! Bei 1x muB8 33%
stehen! In 33% aller F&lle erhalte ich sofort die "3"  1In
67% muB ich weiterwiirfeln." (Sie erinnert sich an die be~
wihrte Hypothese (*) mit P(3)=33%.)

Von hier aus ist es nur noch ein kleiner Schritt zum Baum-
diagramm (Taschenrechner, Zahlen gerundet; p bezeichnet die
Tref ferwahrscheinlichkeit):
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100% 1
/N / N\
338 67% P 1-p
/ \ / "\
22.1%  44.9% p(l-p)  (1-p)?
/
14.8%  30.1% p(1-p)2 (1-932

N,
\

Es ergibt sich P(Wartezeit=n)=p(1-p)"~!. Mit Denise (p=0.33)
erhalten wir:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x 9x 210x

33.0%(22.1%|14.8%/9.9% [6.6%| 4.5% | 3.0% | 2.0% | 1.3%( 2.7%

Wir unterteilen unsere 1800 WlUrfelergebnisse in 180 "Zehner-
plckchen" und zthlen aus, beim wievielten Wurf erstmalig die
"3" erschien. Hier die mit Spannung erwarteten Ergebnisse:

34.3821.88 [16.88[12.984.63] 3.98 [ 2.18 [ 2.18[ 08 | 1.4

Tats#chlich schwanken die relativen Hiufigkeiten um die
"nach Denise" vorausgesagten Werte. Die Hypothesen von Jens
und Sabine miissen wir verwerfen, diejenige von Joanna hat
sich wenigstens qualitativ best&tigt. Die Wahrscheinlichkei-
ten werden mit wachsender Wartezeit kleiner.

Ergebnis: Die Hypothese von Denise stimmt! Oder doch nicht?
Was widre, wenn wir fUr "3" nicht die Wahrscheinlichkeit
p=33% sondern 32%, 30% oder 35% angenommen hdtten? (Auch
diese Hypothesen waren von den Schiilern vorgeschlagen wor-
den.) Filhren wir drei Modellrechnungen durch:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x 9x 210x
30.0%(21.0%(14.7%(10.3%|7.2%|5.0%(3.5%|2.5%|1.7% (4.0%
32.0%(21.8%(14.8%(10.1%|6.8% |4.7%(3.2%|2.3%|1.5%(3.1%
35.0%(22.8%(14.8%( 9.6%|6.2% |4.1%(2.6%|1.7%|1.1% (2.1%

Tab. 1-9 Funktionale Abh#ingigkeit der Hypothesen bei
Variation der Trefferwahrscheinlichkeit
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Auch diese Wartezeitenverteilungen wéren mit unseren experi-
mentellen Ergebnissen gefllhlsméBig vereinbar. Wegen des
geringen Versuchsumfangs 180 k¥nnen wir keine verwerfen. An
der Struktur (exponentielles Verhalten) P(Wartezeit=n) =
p(l—p)n"l, die sich zwangsldufig aus der Einsicht in das
Baumdiagramm ergibt, besteht jedoch kein Zweifel.
Untersuchungen anderer Quaderseiten, der Vergleich mit der
Wartezeitenverteilung beim Laplace-Wirfel, das Studium der
mittleren Wartezeit und ihrer Schwankungen um den Erwar-
tungswert (=Kehrwert der Trefferwahrscheinlichkeit) bieten
sich als mdégliche Vertiefungen an.

1.3.2 Quader contra Wlrfel (Beispiel 2)

Auch "klassische Einflhrungsaufgaben" zu Pfad-~ und Addi-
tionsregel gewinnen an Reiz, wenn man neben Glicksrddern und
Laplace-Wiirfeln Quader benutzt und zu vergleichenden Progno-
sen auffordert. Wieder wird die Abh#ngigkeit der Antworten
von den zugrunde liegenden Modellhypothesen ins BewuBtsein
gerilickt. Alle abgeleiteten Hypothesen lassen sich durch
erneutes Befragen der Urlisten mit wenig Aufwand experimen-
tell Uberpriifen.

{(a) Du hast sechs Wirfe. Beim ersten Wurf darf keine 1, beim
zweiten keine 2, ..., beim sechsten keine 6 auftreten. Sind
die Chancen fiir einen solchen "Durchmarsch" beim Quader oder
beim Wirfel grdBer? Antwort:

Wirfel: P(Durchmarsch) = (5/6)8 = 0.335

Quader: P(Durchmarsch) = 0.892'0.942-0.672 = 0.314
(wenn man Hypothese (*) verwendet)

= 0.92.0.952-0.652 = 0.308
(wenn man Renés Hypothese verwendet)

Der Wirfel verspricht die gr&Beren Chancen.
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(b) M8chte man einen Pasch (zwei gleiche Zahlen) wiirfeln, so
erweist sich der Quader als glinstiger. Hier gilt P(Pasch)=
2(0.332+0.112+0,062)=24.92%, falls wir die Hypothese (*)
verwenden. Verwenden wir Renés Hypothese, so ergibt sich
P(Pasch)=2(0.352+0.102+0.052)=27%. Der normale Wdrfel lie-
fert dagegen nur P{Pasch)=1/6=16.66%.

(c) Braucht man eine 10, so erweist sich dagegen der
Laplace-Wlirfel mit P(10)=P(6;4)+P(5;5)+P(4;6)=3/36=8.33% als
glinstiger. Der Quader liefert die 10 nur mit der Wahrschein-
lichkeit P(10)=2-0.11-0.33+0.062=7.62% (Hypothese (*)) bzw.
P(lO)=2°0.10~0.35+0.052=7.25% (Hypothese von René).

(d) M&chte man beim Wurfeln besonders schnell vorwirts kom-
men, sind Quader und Wiirfel gleich schlecht (Erwartungswert
3.5). Man sollte den Quader anders beschriften und auf die
Regel "Summe der Gegenseiten ist 7" verzichten.

1.3.3 Binomialverteilungen als Hypothesen (Beispiel 3)

Mehrfachzlige aus Urnen gehdren zu den Standardthemen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung. "Wir ziehen aus einer Urne mit
1/4 roten Kugeln. Wie groB8 ist die Wahrscheinlichkeit, das
... ?" Wieviel spannender sind solche Fragestellungen unter
statistischen Aspekten, wenn man etwa Urnen mit unbekanntem
Inhalt erforschen m&chte: "In dieser Kiste sind 5 Kugeln.
Wieviele davon sind rot?" Wir ziehen 4 mal mit Zuricklegen:
2 rote - wieder 2 rote - eine rote - keine rote ... 20 Vier-
fach-Experimente lieferten folgende Anzahlen roter Kugeln:

~Njo
w
[ S
o

Sicher enthdlt die Urne weniger rote als weiBe Kugeln.
Stefanie tippt auf eine rote, Nicole auf 2 rote (Hypothesen:
p=0.2 und p=0.4) Diese Hypothesen fllhren zu folgenden Bino-
mialverteilungen:
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k | o | 1 | 2 | 3 | 4
B(4;0.2;k) | 40.96% | 40.96% | 15.36% | 2.25% | 0.26%
B(4;0.4;k) | 12.96% | 34.56% | 34.56% | 15.363 | 2.56%

Wegen der hSheren Hiufigkeiten fir 0 und 1 scheinen die
experimentellen Ergebnisse eher flir Stefanies Hypothese zu
sprechep, Vielleicht hatten wir nur Pech und Nicoles Hypo-
these stimmt doch? Wir tragen die Ergebnisse zusammen und
erhalten fir 100 Vierfachzlige:

R S T S N W 'O
4e | 39 | 1 [ 2 | 1 [aoo

Stefanie hat recht! Ihre Hypothese sagt die experimentellen
Ergebnisse wesentlich besser voraus. Nicoles Hypothese mis-
sen wir verwerfen. (Das kann man natilrlich auch so begriin-
den: Die 100 vierfachziige sind 400 Einfachzlige, in denen
insgesamt 77 mal (19.25%) eine rote Kugel gezogen wurde. Nur
eine von den fiinf Kugeln kann rot gewesen sein.) Wer kdnnte
der Versuchung widerstehen, jetzt einen Blick in die Urne zu
riskieren?

1.4 Hypothesen als Modelle von der Wirklichkeit

Der Leser erkennt an den genannten Beispielen unschwer, wie
die Gegenllberstellung Laplacescher und nicht Laplacescher
Objekte den Reiz der "klassischen Wahrscheinlichkeitsrech-
nung" erhdht. Wir benutzen kombinatorische Zdhlprinzipien,
Pfadregel und Summenregel unter verdindertem Blickwinkel. Sie
dienen nicht mehr zur "genauen Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten", sondern (in statistischer Sicht) zur Herleitung
von Hypothesen aus einfacheren Hypothesen. Diese Blick-
punktverschiebung ist unter unserer Zielperspektive einer
Integration statistischer Gedanken in die elementare Wahr-
scheinlichkeitsrechnung grundlegend. Hétten wir ausschlieB-
lich Laplace-Wilirfel statt der Quader verwendet, so wire
niemand auf die Idee gekommen, beispielsweise die Wartezei-

2 Riemer A
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tenverteilung flir verschiedene Trefferwahrscheinlichkeiten
zu berechnen, die Ergebnisse miteinander zu vergleichen und
so den hypothetischen Charakter prédsent zu halten. Mathema-
tik - und insbesondere Stochastik - betreiben heiBt eben
nicht: absolute Wahrheiten Uber die Wirklichkeit ableiten,
sondern in sich stimmige Modelle von der Wirklichkeit erar-
beiten. Die Vernachléssigung dieses Aspektes hat ~ gerade
die Schulmathematik - etwas in Verruf gebracht. Schupp
(1982) formuliert:

“DaB ein Modell nicht aus der Wirklichkeit abstrahiert,
sondern an sie herangetragen wird (Schreiber (1980) spricht
von Ideation), daB somit jede mittels des Modells gewonnene
Aussage Uber Realitdt in gewisser Weise hypothetisch ist,
gilt grundsdtzlich filr jede Modellbildung. Doch scheint der
stochastische Regelkreis wegen der jedermann ersichtlichen
Schwierigkeiten beim Aufstellen der Primdrwahrscheinlichkei-
ten besonders gut geeignet, erstmals auf diese prinzipielle
Grenze der Wirklichkeitserfassung (durch Mathematik) hinzu-
weisen.”

1.5 Lernpsychologischer Riickblick

Vergleichen wir den Aufforderungsgehalt, den unsere Quader
(und in noch stdrkerem MaBe die im folgenden Kapitel benutz-
ten Objekte mit partiellen Symmetrien) im Hinblick auf eine
addquate Begriffsbildung bieten, mit den Mdglichkeiten der
"klassischen" Zufallsobjekte, so f#llt auf:

(a) Laplacesche Objekte (mit vollstindige Symmetrien) lassen

nur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu. Niemand bezwei-
felt ernsthaft, daB bei einer Mlinze Kopf und Zahl, bei einem
Wirfel die 6 Augenzahlen die gleiche Wahrscheinlichkeit
besitzen, d. h. auf lange Sicht gleich h&dufig auftreten
werden. Damit verschwindet die fundamentale Idee der Stati-
stik, daB es flir eine Situation verschiedene Modelle geben
kann, daB Wahrscheinlichkeiten stets hypothetischen Chaqu—
ter haben, nur Annahmen darstellen, die mitunter auch ver-
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worfen werden miissen. Bei Verwendung teilweise symmetrischer
Objekte dringt sich diese Idee von selbst auf. Andererseits
verschwindet

(b) bei v81lig unsymmetrischen Objekten wie dem ReiBnagel

der begriffliche Unterschied zwischen relativen Hiufigkeiten
und Wahrscheinlichkeiten. Wahrscheinlichkeiten sind Schidt-
zungen der relativen Hiufigkeiten auf lange Sicht. Wenn man
bei 1000 Wirfen 692 mal die Lage "." erhielt, warum sollte
man durch eine von 0.692 verschiedene Zahl diese Prognose
mbglicherweise willkiirlich verschlechtern? MuB damit die
relative H¥ufigkeit in den Augen der Schiiler nicht notwendig
zur Wahrscheinlichkeit werden? (Man vergleiche das zweite
der untenstehenden Transkripte). Die beiden Begriffe, die
hier durch gleiche Zahlen beschrieben werden, liegen so
dicht beieinander, daB eine Unterscheidung viele Schiiler
Uberfordert. Bei teilweise symmetrischen Objekten dagegen
ist der Unterschied offensichtlich: Wahrscheinlichkeiten
spiegeln die Symmetrien wider, relative Hiufigkeiten nur

in seltenen Ausnahmefdllen, die in der Tat h&chstes Er-
staunen hervorrufen.

(c) Auch unter lernpsychologischen Gesichtspunkten spricht
einiges flir die partiell symmetrischen Objekte:

- Da man aufgrund der Primdrintuition: "mit wachsender Sta-
bilitdt wachsen die Wahrscheinlichkeiten" einen Anhaltspunkt
fir Schitzungen hat, ist man bereit, quantitative Prognosen
auf lange sicht abzugeben (1.2.1). Es entsteht der in der
Einleitung paradigmatisch erwihnte "Spannungsbogen zwischen
Erwartung und Experiment". Beim Wiirfel dagegen erwarten alle
das gleiche, beim ReiBnagel erwartet man -~ ehrlich gesagt -
gar nichts (vgl. die untenstehenden Unterrichtsszenen).

- Wie oben beschrieben, nutzen wir mit Hilfe der Quader das

aus, was Schiiler auf natlirliche Weise (spielerisch) von sich
aus tun. Sie erfahren handelnd, wie man mit Wahrscheinlich-

2%
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keiten umgeht, wie sie mit relativen Hiufigkeiten zusam-
menhdngen, was man unter Hypothesen versteht, was es bedeu-
tet, sie zu verwerfen... Durch Handlungen voneinander klar
abgegrenzte Begriffe werden schlieBlich nur noch mit Namen
versehen. Ein solches Vorgehen ist gemeint, wenn Bauersfeld
vom "Aushandeln der Begriffe" spricht: Mathematische‘Begrif-
fe werden eingefiihrt zur Strukturierung dessen, was Schiiler
tun - und nicht als Selbstzweck oder aus formallogischen
Griinden.

Zur Konkretisierung unserer Ausfilhrungen beschlieBen wir
diesen Abschnitt durch Unterrichtsszenen aus Einfilhrungs-
stunden in die Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Hilfe der
klassischen Objekte Wiirfel und ReiBnagel. Bei diesen Unter-—
richtsszenen handelt es sich um Auszlige aus Transkripten
von Videoaufzeichnungen , die zum Zwecke der Interaktions-
analyse angefertigt wurden.

1. Szene:
(Einfilhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung, 7. Klasse,
Realschule: Bauersfeld/Voigt 1986)

Der Lehrer notiert die Ergebnisse von 100 (Laplace-) Wiirfel-
versuchen an der Tafel

12 3 4 5 6
15 16 19 14 1% 17

und fragt: "wWas fillt auf?"

Den Schillern f£#11t nichts auf. Vermutlich wird auch dem
Leser nichts auffallen, weil die Ergebnisse recht genau in
das Bild hineinpassen, das man sich gemeinhin von einem
normalen Wirfel macht. Der Lehrer strebt die Formulierung
an, das8 die gewfirfelten Zahlen "vom Zufall abhdngen", aber
das ist fir die Schiller nichts auffdlliges. So kommen Ant-
worten wie:
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Martina: "Alle Zahlen liegen {iber 10."

Michael: "Es ist selbstverstindlich, daB die Ergebnisse
unterschiedlich sind."”

Lehrer: "Warum hast Du erwartet, daB nicht alle Ergebnisse
gleich sind?"

Michael: "100 geht nicht durch 6."
{Lehrer wirkt konsterniert.)

Nach einem lingeren Frage- und Antwortspiel gelangt man zu
der (vom Lehrer) angestrebten Formulierung, dag die Wiirfel-
ergebnisse "vom Zufall" abhingen. Statt vor dem Experiment
beispielsweise eine Vermutung {iber die Gr&Be der von den
Schillern erwarteten Schwankungen zu formulieren, die Vermu-
tungen einer Serie von Experimenten gegenilberzustellen und
so einen "statistischen Spannungsbogen" aufzubauen, wurden
langweilige Selbstverstindlichkeiten zum Unterrichtsthema.
Die experimentellen Daten beantworten keine Frage, sie filh-
ren zu keinen Konsequenzen. Die Chance, Statistik zu erle-
ben, wurde vertan.

2. Szene:

Klasse 8, Gymnasium, 2. Stunde einer Einfilhrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Vorausgegangen war eine Stunde,
in der man sich mit Laplace-Versuchen beschdftigte. (Voigt
1983 S. 24 ff.) '

Diese Szene veranschaulicht die Probleme mit der Begriffs-
bildung, wenn man vdllig unsymmetrische Objekte wie die
ReiBzwecke benutzt:

An der Tafel stehen (aufsummierte) relative H¥ufigkeiten fiir
das Ergebnis "L" beim Werfen einer ReiBzwecke.

Lehrer: "54%, 60%, 54%, 51%, 55%, 60% ... sind das
Wahrscheinlichkeiten?

Schiller: "weiB nicht".

Lehrer: "Was sind denn das fir Dinger"?

Schiller: "Wahrscheinlichkeiten"



38

... Binige Minuten spiter...
Schiiler: "Die Wahrscheinlichkeit h&ngt vom ZzZufall ab."

Lehrer: "Die Wahrscheinlichkeit hingt nicht so sehr vom
Zufall ab. Die Versuchsausginge h&éngen vom Zufall
ab.”

Lehrer: Was hat jetzt die relative Hdufigkeit mit Wahr-
scheinlichkeit zu tun?

Schiiler: Erkldrt, wie man die relative H3ufigkeit ausrech-
net.

Lehrer: "Ja, aber ist jetzt Wahrscheinlichkeit dasselbe wie
relative Hiufigkeit?"

Stefan: Ich wiilrde sagen ja. Von der Herkunft wirde ich
sagen ja. Nur relative H¥ufigkeit ist im Vergleich
zur Wahrscheinlichkeit ungenauer."

Lehrer: (deutet auf eine relative Hdufigkeit): "Bist Du denn
sicher, daB das die richtige Wahrscheinlichkeit ist?

Stefan: "Nein. Die kann man gar nicht feststellen"

Lehrer: "Die kann man gar nicht feststellen. So etwas gibt
es, aber feststellen kbnnen wir sie nicht. Was
k6nnen wir machen filr die Wahrscheinlichkeit?

Schiiler: "Uberhaupt nichts."

Die folgende Szene belegt, daB bei klassischen Objekten
Schiilern der hypothetische Charakter von Wahrscheinlichkei-
ten nicht prdsent ist und h&chstens vom gewissenhaften Leh-
rer in Nebens&dtzen eingeflochten wird.

3. Szene:
(5. Stunde des oben genannten Klasse 8. Bauersfeld u. a.
1983 S. 190)

Schiller: "“Ja, bei den ReiBzwecken da waren die beiden
Seiten verschieden, aber - "

Lehrer : "mdglicherweise verschieden, und beim Wirfel?"

Schiller: "Ja, da sind sie alle gleich."

Lehrer: "Sofern der wWirfel nicht gezinkt ist."
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2 Abwédgen zwischen Hypothesen
(durch wiederholte Anwendung der Regel von Bayes)

2.1 Vorbemerkung

In der Beurteilenden Statistik versucht man, von experimen-
tellen Daten ("Indizien") auf die Gilltigkeit von Hypothesen
zuriickzuschlieBen. Der Pr&figuration diesef "fundamentalen
Idee" (Bruner 1980) haben wir uns -~ auf nicht formalem
Niveau ~ in Kapitel 1 gewidmet. Wir wollen ihr nun eine
erste quantitative Grundlage geben, indem wir die Bayessche
Regel, ein klassisches Thema der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
in den Dienst der Statistik stellen und mit ihrer Hilfe
aufgrund experimenteller Daten zwischen mehreren Alternati-
ven entscheiden. Wir stimmen Dinges (1980) zu, wenn er die
zentrale Bedeutung solcher Entscheidungssituationen betont.

"I should like to propose to begin stochastics instruction
always with decisions under uncertainty naively conceived by
the learners. Subsequently they are to formulate the proce-
dure of decision-making. Finally there is a check how far
mathematical methods can be developed to criticise the pro-
cedures of decision-making. Hence the starting point will
always be a situation in which the facts to be explained
and the concepts to be introduced are concretely given and a
decision is required. After that there is an exercise at
more precise formulation and finally mathematics with an
apparatus of signs." (Zitiert nach Hawkins/Kapadia 1984).

Die mit bevorstehenden Entscheidungen verbundene Spannung,
ja "emotionale Betroffenheit"™ erzeugt man allerdings nicht
durch einmalige Verwendung der Bayesschen Regel. Erst wie-
derholte Anwendungen lassen uns erleben, wie wir durch hin-
zukommende Information lernen, wie wir an "Sicherheit” ge-
winnen, um schlieBlich bereit zu werden, uns zwischen ver-
fiilgbaren Alternativen zu entscheiden. So verstanden liefert
die Bayessche Regel den Schlissel zum Verstdndnis induktiven
SchlieBens (Dinges 1978). Sie modelliert die Informations-
verarbeitung beim Lernen durch Erfahrung und bereitet die
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Testverfahren der Beurteilenden Statistik vor - ohne sie
ersetzen zu wollen. Insbesondere wollen wir mit der Bayes-—
schen Regel nicht in den Streit zwischen Subjektivisten und
Objektivisten eingreifen. Wir setzen sie aus p#dagogischen
Griinden ein:

- wgil sie intuitive Alltagsvorstellungen modelliert und
sich ausgezeichnet in das Curriculum beider Sekundarstufen
einfigt,

- well sie deutlich macht, da8 Wahrscheinlichkeitsrechnung
kein Selbstzweck ist, sondern im Dienste statistischer
Entscheidungen stehen kann,

- weil man mit Pfadregel und Additionsregel auskommt, man
ist nicht auf Verteilungen von TestgrbBen angewiesen und
kann daher sehr viel frilher als im klassischen Rahmen
Entscheidungsprobleme quantitativ angehen,

- weil sie hilft, splteren Fehlinterpretationen testtheo-
retischer Aussagen vorzubeugen.

(Vvgl. auch Riemer 1981 und 1985.)

"The mathematical calculus underlying the Bayesian approach
is of simple structure. Here again the problem is not situ-
ated in mathematics but in the model's interpretation, in
the way it is applied. ... From an educational perspective
this is not simply a matter of deciding whether the Bayesian
approach is right or wrong - i.e. of contributing to the
controversy about the subjective and the objective concept
of probability - it is intended to help us obtain new in-
sights into the relationship between probability theory and
statistics ... " (Steinbring/v.Harten 1983).

2.2 Merkwlrdige Wirfel

Ein Subjektivist mag versucht sein, mit Hilfe der Bayesschen
Regel zwischen verschiedenen Modellen zu einem gegebenen
stochastischen Problem abzuwdgen (beispielsweise zwischen
verschiedenen Hypothesen ilber einen bestimmten Quader.) Ein
Objektivist steht solchen Vorhaben skeptisch gegeniiber.
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B=Baum, Z=2Zahl, R=Rand

Abb. 2-1 merkwilirdige "Wirfel™

(MaBe in cm) mit Hypothesen

(die Summe gegeniiberliegender Seitenzahlen ist 7)
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Hypothesen oder Modelle sind ndmlich keine Zufallsgr&Ben,
man kann ihnen keine Wahrscheinlichkeiten zuordnen, die sich
frequentistisch (als Vorhersagen relativer Hiéufigkeiten)
deuten lassen. Wir untersuchen im folgenden Situationen, in
denen Hypothesen tatsdchlich 2Zufallscharakter besitzen, die
also auch fir Objektivisten unbedenklich sind: Wir wdhlen
zwischen verschiedenen Zufallsobjekten, die durch unter-
schiedliche Hypothesen gekennzeichnet werden. Mit einer
Entscheidung zwischen den Hypothesen ist dann eine Entschei-
dung zwischen den Objekten verbunden. Die unmittelbare Nach-
prifbarkeit solcher Entscheidungen ist fir die Motivation
von unschdtzbarem Wert.

In der Unterrichtspraxis haben sich "Wirfel" bewdhrt, die
schon wegen ihrer ungewdhnlichen Form auf reges Interesse
stoBen. Sie sind aus den in Kapitel 1 genannten Griinden
wieder partiell symmetrisch und liegen paarweise in ver-
schiedenen BAusfithrungen (kurz-lang, gezinkt-ungezinkt) vor
(Riemer 1988). Wir bezeichnen sie als U-, L-, Spat (S~} und
O-Wiirfel. Abb. 2-1 zeigt ihre Abmessungen und brauchbare
Hypothesen.

ExXperiment:
Oliver wdhlt zwischen folgenden Wirfeln:

1 2 | 3 a | s 6
N: Laplace |16.6%| 16.6% 16.68] 16.68| 16.6% | 16.6%
L: kurzes L | 0.5%| 14.0%| 21.5%| 40.0%| 14.0% | 10.0%
s: Spat 22.0%| 22.0% 6.0%] 6.08| 22.0% | 22.0%

Er teilt uns nach jedem Wurf die gefallene Augenzahl mit und
wir wollen herausfinden, welchen Wirfel Oliver benutzt.
Anfangs sind wir sehr unsicher. Jeder Wirfel kommt in Frage,
wir besitzen fir alle drei die gleiche (subjektive) Wahr-
scheinlichkeit:
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N | L | s
33.3%] 33.3%[ 33.3%

Im ersten Wurf wilrfelt Oliver die 4. Das spricht am mei-
sten flir L und sehr gegen S. Denn 4 tritt bei L sehr hdufig
(40%) auf, bei S dagegen sehr selten (6%). Wir drilcken unser
Gefilthl durch folgende Verteilung aus:

N | L | s

308 | 608 | 10%

Dann wird 1 gewiirfelt. Das spricht extrem stark gegen L,
denn hier tritt 1 nur mit der Wahrscheinlichkeit 0.5%
auf. Wir missen obige Verteilung ganz erheblich revidieren:

N | © | §
75¢ | 58 | 20%

Der nédchste Versuch liefert das Indiz 3, es spricht sehr
gegen S. N gewinnt an Glaubwilrdigkeit:

N | & | s
85% | 6% | 9%

Die ndchste 1 macht uns noch sicherer:

N | L | s
898 | 13 | 10%

nach einer weiteren 3:

N | = | s

958 | 18 | 4%

riskieren wir die Entscheidung: "Es handelt sich um den

normalen Laplace-Wilrfel" (Die Verteilungen stammen aus einem
Unterrichtsexperiment.)
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Die Wahrscheinlichkeit 5% fUr L und S zusammen ist unsere
subjektive Irrtumswahrscheinlichkeit. Obwohl wir uns fiir N
entschieden haben, glauben wir ja, daB L oder S mit 5%
vorliegen, daB wir uns also geirrt haben. Nur weitere Versu-
che kdnnten unsere Sicherheit erhdhen.

2.3 Bayessche Regel

Verschiedene Personen nennen trotz gleicher Information
intuitiv verschiedene (subjektive) Wahrscheinlichkeiten fir
das Vorliegen der drei m8glichen Wirfel (N L S). Die Bayes-
sche Regel ist eine rational begriindbare Methode zur Revi-
sion dieser Wahrscheinlichkeiten. Die folgenden Zeilen zei-
gen, wie man sie auf dem Niveau der Sekundarstufe I (auch
ohne formalen Beweis) verstehen kann:

Hdtten wir vor dem ersten Versuch gefragt: "mit welcher
Wahrscheinliéhkeit erwarten wir das Indiz 4?", so hdtten wir
(mit Pfad- und Additionsregel) folgende Antwort erhalten:

P(4) = P(N)*P(4IN}) + P(L)*P(4]L) + P(S)* P(4]S)
= 0.33-0.166 + 0.,33-0.40 + 0.33-0.06 = 0.21.

(Dabei bezeichnet z. B. P(N) die Wahrscheinlichkeit fiUr den
normalen Laplace-Wirfel, P{4]N) ist die (bedingte) Wahr-
scheinlichkeit fiir 4 bei Verwendung eines normalen Wirfels.
Nun ist aber 4 eingetreten. Und der Anteil an P(4), der von
N herrihrt, ist gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit, da8 N
vorliegt, also die bedingte Wahrscheinlichkeit P(N}4). Und
das ist die Bayessche Regel:

P(N) P(4|N) 0.05
P(N)s P(4IN)+P (L) P (4| L) +P(S)- P(4]5) ~ 0.21 =~ 27%

P(N| 4)=

Analog erhdlt man P(L|4)=64% und P(S|4)=10%.

(Alle Zahlenangaben in diesem Kapitel wurden intern mit acht
Stellen berechnet und anschlieBend gerundet.) Durch Be-
obachtung des Indizes 4 hat sich also die (a priori) Wahr-
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scheinlichkeitsverteilung (0.33, 0.33, 0.33)veridndert zu
(0.27, 0.64, 0.10). Man nennt sie a posteriori Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Wir fassen in einem "invertierten Baum-
diagramm" zusammen:

P(N)=1/3 P.(L)=1/3 P(S)=1/3 «— a priori Wahrscheinl.

TE

P (4| N) P(4|L) P(4]S) «— bedingte Wahrscheinl.
=0,166 =0,40 =0.06

P(N| 4) P(L |4} P(s14) ¢«— a posteriori Wahrscheinl,
=0.27 =0.64 =0.10

Filr den zweiten Wurf Ubernimmt diese a posteriori Verteilung
die Rolle der a priori Verteilung. Die Bayessche Regel lie~
fert:

P(N)- P(1]|N)
P(N}*P(1|N)+P(L)* P(1IL)+P{S)*P(1]S)

P(N|1)=

0.27-0.166 0.045 _ o
0.27°0.166 +0.64°0.005 +0.10:0.22  0.070 )

und analog P{L}1)=0.05, P(S}1)=0.13. Wir veranschaulichen
wieder durch ein Diagramm:

P(N)=0.27 P(L)=0.64 P(S)=0.10 «— a priori Wahrscheinl.

Uy

P{1|N) P(1|L) P(1]S) «— bedingte Wahrscheinl.
=0.166 =0.005 =0.22
P(N{1) P(L]|1) P(5]1) «— a posteriori Wahrscheinl.

=0.65 =0.05 =0.31
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Wir setzen unser Experiment fort und wenden in jedem Schritt
die Bayessche Regel an:

P{A;)"P(I|A;)

P(Ai|1) =
P .
2 (A ) P(I|Ay)

Dabei ist I das Indiz, also die gewiirfelte Augenzahl. Fir
die Alternativen schreiben wir: A;=N, A,=L, R3=S. Wir erhal-
ten folgende Tabelle (gerundet):

vorher
Bayessche Regel intuitiv geschétzt
I N L S N L S
0.33)0.33| 0.33 0.33/ 0.33] 0.33
4 0.27| 0.64] 0.10 0.301( 0.60) 0.10
1 0.65] 0.05| 0.31 0.75| 0.05) 0.20
3 0.791 0.07 ] 0.14 0.85| 0.06| 0.09
1 0.81| 0.00 0.18 0.89| 0.01| 0.10
3 0.92| 0.00| 0.07 0.95( 0.01| 0.04
Tab. 2-2

Tatsdchlich lag ein normaler Widrfel (N) vor. Es ist immer
wieder reizvoll, die errechneten mit den vorher intuitiv
geschdtzten Wahrscheinlichkeiten zu vergleichen. Meist ist
die Ubereinstimmung nicht schlecht, die Bayessche Regel
modelliert unsere Intuitionen also recht gut.

In obigem Beispiel brauchten wir zur Entscheidung nur wenige
Schritte. Das lag daran, daB durch die Einsen der L~

Wirfel rasch ausschied, ebenso schied der S-Wirfel durch das
Auftreten von 3 und 4 schnell aus. Die Versuche kdnnen
l&nger dauern. Wir geben zwei Beispiele:



Versuchsreihe 2

Versuchsreihe 3

Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
I| N L s I| N L s
0.33 0.33 0.33 0.33 0.33 0.33
2 0.32 0.27 0.42 3 0.38 0.49 0.14
3 0.39 0.42 0.19 5 0.39 0.42 0.19
6 0.44 0.29 0.28 4 0.27 0.69 0.05
1 0.54 0.01 0.45 4 0.14 0.85 0.01
1 0.48 0.00 0.52 4 0.06 0.94 0.00
3 0.72 0.00 0.28 5 0.07 0.92 0.00
5 0.66 0.00 0.34 4 0.03 0.97 0.00
4 0.84 0.00 0.16 5 0.04 0.96 0.00
2 0.80 0.00 0.20 3 0.03 0.97 0.00
3 0.92 0.00 0.08 5 0.04 0.96 0.00
2 0.89 0.00 0.10 3 0.03 0.97 0.00
1 0.87 0.00 0.13 3 0.02 0.98 0.00
5 0.83 0.00 0.17 3 0.02 0.98 0.00
1 0.79 0.00 0.21
; g:g; g'gg g‘gi Entscheidung: .
p 0.96 O'OO 0'14 der (kurze) L-Wirfel wird
. . : benutzt
1 0.82 0.00 0.18
6 0.77 0.00 0.23
1 0.72 0.00 0.28
6 0.66 0.00 0.34
4 0.84 0.00 0.16
4 0.94 0.00 0.06
6 0.92 0.00 0.08
4 0.97 0.00 0.03
4 0.99 0.00 0.01
4 1.00 0.00 0.00
1 0.99 0.00 0.01
5 0.99 0.00 0.01
2 0.99 0.00 0.01

Entscheidung: der normale
Wirfel (N) wird benutzt

Tab. 2~3

Ergdnzung: "komprimierte"” Anwendung der Bayesschen Regel
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Wenn man sich fir den "ProzeB des Erkennens" im Zuge wieder-

holter Anwendung der Bayesschen Regel nicht interessiert,
kommt man auch in einem Schritt zum gleichen Endergebnis.
Man betrachtet "zusammengesetzte" Indizien, bei unserem
Dieses Indiz hat

ersten Wirfelbeispiel etwa I1=(4,1,3,1,3].

die Wahrscheinlichkeit (Pfadregel): P(l)2' P(3)2- P(4) .
Filr den normalen WiUrfel (N), das kurze L (L) und den Spat-
Wirfel (S) ergeben sich unterschiedliche Werte:

P(I{N)=0.0001286 P(I|L)=0.0000005 P(X|S)=0.0000105.
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Die Bayessche Regel liefert mit

P(I) = (1/3)P(I[N)+(1/3)P(I|L)+(1/3)P(I]|S) = 0.0000465
P(NII) = (1/3)P{I|N) / P(I) = 0.9217542~0.92
P(L)I) = (1/3)P(I|L) / P(I) = 0.0033132=~0.00
P(S|I) = (1/3)P(I]|S) / P(I) = 0.0749325=~0.07

das gleiche Endergebnis wie bei schrittweiser Anwendung in
Tab. 2-2. Noch einfacher werden die Rechnungen, wenn man
sich nur filr die Verhdltnisse der a posteriori Wahrschein-
lichkeiten interessiert, die Nenner in der Bayesschen Regel
kilrzen sich. Bleiben wir beim obigen Beispiel:

P(NlI) (1/3)-P(IIN) / P(I) (1/3) - P{I|N)

B(SII) (1/3)-P(II1S) / P(I)  (1/3)- P(I|S)

{1/3) [0.16 2_ (0.16 2. 0.16
(1/3) (0.22) o.oe) 006 123

Beim Entscheiden zwischen nur zwei Alternativen hat man also
(in jedem Schritt) den Quotienten der a priori Wahrschein-
lichkeiten nur mit dem Quotienten der bedingten Wahrschein-
lichkeiten zu multiplizieren, um den Quotienten der a poste-
riori Wahrscheinlichkeiten zu erhalten.

2.4 Intuitive Entscheidungen quantitativ fundiert

Folgende Frage wurde von 39 Schillern {Klassen 8 und 9) vor
ihrer ersten Stochastikstunde beantwortet. Der Antwort gin-
gen keinerlei Experimente voraus: “Schaue Dir das kurze U,
das lange U (Abb. 2-1) und den normalen Wirfel genau an.
Wolfi hat mit diesen drel Wiurfelsorten je 50 mal gewlirfelt.
Die folgende Tabelle zeigt seine Ergebnisse. Kreuze fiUr jede
der sechs Zeilen (a) bis (£f) an, mit welchem Wirfel Wolfi
Deiner Meinung nach gewirfelt hat.'
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Wolfis Wlrfelergebnisse Auswertung der Umfrage
kurzer langer normaler|weis

1]2 | 3] 4] 5| 6 | y-wurfel U-Wirfel Wirfel |nicht
(a) 8|0 |12] 21 3 6 5% 90% 0% 5%
(b) 7|10} 9 6 8 |10 10% 3% 87% 0%
{c} 1|9 |14 17 7 2 | 74% 15% 0% 10%
(d) 5|6 12| 15 3 54% 13% 13% 20%
e} 919 8 7] 10 7 3% 3% 92% 3%
(£ 7|2 |11 20 4 6 13% 7% 5% 5%
Tab. 2-4

{Richtige Antworten sind unterstrichen.) Es zeigt sich, daB
Kinder intuitiv sinnvoll argumentieren: die Hypothese, die
sich mit den experimentellen Daten am besten vertridgt, wird
ausgewdhlt. In dem Fall (d), in dem die Daten weniger ein-
deutig flir das kurze U sprechen, erkennt man eine stark
erhShte Unsicherheit. Die Schiiler wurden gebeten, ihre Ant-
worten zu kommentieren:

1., Kommentare zu den Zeilen (a) und (f), die mit dem langen
U gewflirfelt wurden

- "Langes U, weil 2 und 5 nicht oft beim langen U kommt."

- "Langes U, weil 4 beim langen U auf der ginstigsten Seite
liegt, die glatte Fl&che unten liegt und der Wirfel die
beste Balance hat.”

- "Langes U. Bei diesem Wlrfel liegen 3 und 4 auf breiten
Fl&chen."

- "Beim langen U kommt wahrscheinlich die 4 am meisten vor.
Es ist schwer, eine 2 oder 5 zu wilrfeln."

- "Langes U, hier ist die 3 und die 4 an der glinstigsten
Seite. Bei dem normalen Wiirfel wiren die Unterschiede
nicht so groB."

-~ "Die Zahlen 2 und 5 sind fast gar nicht vorhanden. Beim
langen U sind sie wegen ihrer Form sehr schwer zu wlr-
feln." .

- "Langes U. Weil 1 und 6 ¥fter geworfen wurden, sind die
Seiten wahrscheinlich grB8er als 2 und 5."
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2. Kommentare zu den Zeilen (b) und (e), die mit dem norma-

len Wlrfel erzeugt wurden:

- "Ausgeglichen.”

~ "Weil alle gleich verteilt sind und beim normalen Wiirfel
alle Seiten gleich gro8 sind."

-~ "weil die Zzahlen alle ziemlich gleich oft kommen."

- "Normaler wirfel, dort sind die Zahlen verteilt, der Wwiir-
fel bleibt fast nie auf einer Zahl wie bei den anderen."

- "Es kann weder das kurze noch das lange U sein, denn die
2 und die 6 liegen an den schmalen Seiten und dort landet
der Wiirfel bestimmt ganz selten."”

3. Kommentare zu Zeile (c), die mit dem kurzen U gewiirfelt

wurde:

- "Kurzes U, weil die 1 und die 6 ziemlich selten beim
kurzen U kommen."

- "kurzes U. Bei diesem Wirfel sind 3 und 4 auf einer lan-
gen Seite und die 2 liegt auch auf einer Seite, die hiu-
fig gewlirfelt werden kann."

- "Beim kurzen U wird viel 5 oder 2 gewlirfelt, 1 und 6
nicht so oft.’

~ "Es wiirde gut zum kurzen U passen, da die Seiten mit den
Zahlen 1 und 6 nicht oft gewiirfelt wurden."

- "Kurzes U, 3 und 4 h8chstwahrscheinlich, 2 und 5 zweit-
wahrscheinlich.”

4. Kommentare zu Zeile (d), die mit dem kurzen U gewlirfelt

wurde; die Daten sind allerdings weniger eindeutig:

- "Es irritiert mich, das8 4 und 5 hdufig gewilirfelt wurden,
die 2 sollte eigentlich genauso oft sein, weil es dann
ein kurzes U wire."

~ "normaler Wirfel, die Zahlen sind in etwa ausgeglichen”

- "WeiB nicht. Weil 4 und 5 am hdufigsten geworfen wurden,
mi{Bte es normalerweise das kurze U sein, dann mii8te
aber 2 genauso oft geworfen worden sein, denn die ist ge-
nauso grof wie die 5. Es wdre am ehesten das kurze U".

- "WeiB nicht, weil es ungenau ist, mit welchem Wirfel man
gewlirfelt haben k&nnte."
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Gibt es eine bessere Mdglichkeit, Kindern anhand eigener
Daten statistische Grundgedanken vom Hypothesen-Verwerfen
bis zu h8heren vehlentscheidungsquoten bei nicht eindeuti-
gen Daten schon sehr frilhzeitig bewuBt zu machen? Mit Hilfe
der Bayesschen Regel und brauchbarer Hypothesen {iber unsere
Wirfel kdnnen wir die Entscheidungen in einer Vertiefungs-
phase quantitativ untermauern. Wir benutzen folgende Vertei-

lungen:

|2 |2 |3 |4 |5 |
kurzes U 0.07| 0.19 | 0.16| 0.32] 0.19( 0.07
langes U 0.12| 0.06 | 0.22| 0.41| 0.06| 0.12

und berechnen flir die Zeilen (a) und (d) (Tab. 2.4) das
Verhdltnis der a posteriori Wahrscheinlichkeiten, fiir das
lange bzw. kurze U. Bei der Verhdltnisbildung kilirzen sich
die Nenner und die jeweils gleichen a priori Wahrschein-
lichkeiten in den Bayes-Formeln. Als (zusammengesetztes)
Indiz dient die H&ufigkeitsverteilung (8,0,12,21,3,6) aus
Zeile {(a). Wir erhalten:

P(langes U|I) _ P(Illanges U)
P(kurzes UI[I) P(I|kurzes U)

8 0 12 21 3 6
(0.12) . (0.06) (0.22 . (0.41) (o.oe) (0.12)
0.07 0.19 0.16 0.32 0.19 0.07/ = 496000

In Zeile (a) ist also das lange U 496000 mal so wahrschein-
lich wie das kurze U. In der Zeile (d) 1ist die Lage weniger
eindeutig. Wie man nachrechnet, ist das kurze U hier "nur"
26 mal so wahrscheinlich wie der normale Wirfel. Das schldgt
sich in der gegeniiber (a) sehr viel stédrkeren Unsicherheit
bei den Schillerantworten nieder.

Wieder zeigen die Beispiele die Nihe der Bayesschen Regel zu
unseren intuitiven Vorstellungen und belegen, wie gering der
Rechenaufwand ist, wenn man sich auf Verh&dltnisse zwischen
den a posteriori Wahrscheinlichkeiten beschrénkt.



52

2.5 Wahrscheinlichkeit, Information und die Regel von Bayes
Wir untersuchen den ProzeB8 des "Lernens" im Zuge wiederhol-
ter Anwendungen der Bayesschen Regel mit Hilfe des Entropie-
begriffs etwas detaillierter.

2.5.1 Entropie

Zundchst eine kurze Begriffserkldrung: Wir erraten gedachte
Zahlen x im Bereich 1, 2, 3, 4 durch eine Folge von j/n—~

Fragen. Hier zwei Fragestrategien:

Strategie A Strategie B

Welche der Strategien ist effektiver? Bei Strategie A
braucht man im Mittel

my = (1/4) 1 +(1/4) 2 + (1/4) 3 +(1/4) 3 = 2.25

Fragen, bei Strategie B dagegen nur

mg = (1/4) 2 +(1/4) 2 + (1/4) 2 +(1/4) 2 = 2.00. (1)
Strategie B ist giinstiger, eine bessere gibt es nicht. Wie
sieht die Situation aus, wenn nicht mehr alle Zahlen x mit
gleicher Wahrscheinlichkeit erzeugt (ausgedacht) werden?

Wenn wir beispielsweise p(l)=1/2, p(2)=1/4, p(3)=p(4)=1/8
wdhlen, dann erweist sich Strategie A als optimal.
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mp = (1/2)+ 1 +(1/4)+2 + (1/8)+3 +(1/8).3 = 1.75 . (2)
(1/2)» 2 +(1/4)-2 + (1/8).2 +(1/8)-2 = 2.00

)

!

(Die Ratezeit ist bei Strategie B wegen gleicher Pfadl&dngen
verteilungsunabhéngig.} Bei den optimalen Entscheidungsbé&u-
men (1) und (2) gilt fiur die Pfadlinge li' die zum Erraten
der Zahl i durchlaufen wird, li=logz(1/p(in. (Bei Strategie
A gilt beispielsweise 13=logz(l/0.125)=3.) Die mittlere
Ratezeit betrdgt dann folglich

E:= > p(i) log,(1/p(i)) .
%

Diese Gréfe E bezeichnet man (auch fUr den Fall, daB die
Wahrscheinlichkeiten p(i) keine Potenzen von 1/2 sind) als
Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie ist ein Un-
bestimmtheitsmaB und gibt die untere Grenze fiir die Anzahl
der ja/nein-Fragen an, die man im Mittel stellen mu8 um
herauszufinden, welche Zahl ein Zufallsgenerator geliefert
hat.

Ein weiteres Beispiel: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
p(l)=1/2, p(2)=p(3)= 1/32, p(4)=1/16, p(5)=p(6)=1/8,
p(7)=p(8)=1/16 hat die Entropie E=37/16=2.3125. Der zugehd-
rige optimale Entscheidungsbaum hat die Struktur
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Die mittlere Ratezeit ist tatssichlich m=2.3125. (Der ausge-
glichene Entscheidungsbaum liefert dagegen nur m=3.) Mdchte
man zwischen drei gleichwahrscheinlichen Zahlen raten, dann
erreicht die mittlere Ratezeit auch beim optimalen Baum
(5/3) den Wert der Entropie (1.58) nicht.

2.5.2 Information

Verdndert sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch ein
Indiz (eine Nachricht) so, daB die Entropie E abnimmt, dann

ordnen wir der Nachricht die Differenz dE:=Ea1t—E als

neu
Informationsgehalt zu (MaBSeinheit Bit). dE kann auch negativ
sein, wenn uns die Nachricht verunsichert. Wir wollen diesen

ProzeB im Zusammenhang mit der Bayesschen Regel studieren:
2.5.3 Experiment

Sven wdhlt (mit verbundenen Augen) eine von drei Urnen aus.
Alle Urnen enthalten 50 Kugeln. In Urne A ist die Farbe Rot
15mal (30%), in Urne B 20mal (40%), in Urne C 35mal (70%)
vertreten. Die restlichen Kugeln sind weiB. Wir ziehen ohne
Zuriicklegen und versuchen herauszufinden, welche Urne Sven
erwischt hat. Anfangs besitzen alle Urnen die gleiche Wahr-
scheinlichkeit 1/3 (Entropie 1.883). Tabelle 2-5 zeigt ein
Versuchsprotokoll: In den ersten 6 Zilgen ergaben sich die
Farben "r r w r w x" (2usammengesetztes Indiz I, Spalte 2).
Dieses Indiz besitzt fir die drei Urnen verschiedene Wahr-
scheinlichkeiten (Pfadregel)

15 14 35 13 34 12
p(IlA)= =0.003407338
50 49 48 47 46 45

20 19 30 18 29 17
p(I|B)= =0.008841964
50 49 48 47 46 45

35 34 15 33 14 32
p(I|C)= =0.023065063
50 49 48 57 46 45
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o
x| g ohne Rucklegen mit Ricklegen
b ] O Y B c 1.2 B c
u S|§ |15 x| 20 r| 35 r |Entro 15 r| 20 r| 35 r | Entro-
wl ke | 35 w| 30 w| 15 w | pie 35 w| 30 w| 15 w | pie
0.333] 0.333| 0.333| 1.585 §0.333( 0.333| 0.333| 1.585
11| 1| of 0.214| 0.286| 0.500| 1.493 §0.214| 0.286 | 0.500| 1.493
21| 2| ofo0.118| 0.213| 0.669| 1.228 §0.122| 0.216 0.662| 1.241
3(0( 2| 1]10.201| 0.311 | 0.488( 1.494 {0.206( 0.314( 0.480| 1.502
4/1| 3| 1] 0.107| 0.231| 0.662( 1.228 [[0.118| 0.240( 0.642( 1.268
s5/0| 3| 2[0.186| 0.341| 0.473| 1.492 0.197| 0.343| 0.460| 1.507
6[1| 4 2| 0.096| 0.250 | 0.653| 1.227 {0.114| 0.265| 0.621 1.292
7|1| 5| 2|0.042[ 0.158[ 0.800( 0.870 J0.060| 0.184 0.756| 0.997
8(o| 5[ 3| 0.085| 0,273 0.641| 1.225 j0.110| 0.292| 0.598| 1.312
9(o| 5| 4| 0.153| 0.414| 0.432| 1.465 f0.178| 0.406] 0.416( 1.498
10|0| 5| 5| 0.234| 0.531| 0.234 1.466 J0.253| 0.494| 0.253| 1.506
110 5| 6/ 0.310]| 0.586| 0.103| 1.314 J0.323| 0.539| 0.138| 1.402
12(1| 6| 6| 0.207| 0.586 | 0.207 | 1.392 §0.237| 0.527| 0.237| 1.471
13|0| 6| 7| 0.274| 0.641| 0.085| 1.225 J0.300| 0.572| 0.128| 1.362
14/0| 6| 8| 0.332| 0.639] 0.029| 1.091 J0.355| 0.580| 0.065| 1.243
15/0| 6| 9]/ 0.386| 0.605| 0.009| 1.029 J0.403 | 0.565| 0.032| 1.151
16(0| 6[10( 0.440| 0.558 | 0.002| 1.011 J0.447| 0.538( 0.015| 1.092
17(0| 6[(11|0.496| 0.503 | 0.001| 1.006 |0.489 | 0.504( 0.007 | 1.053
18/1( 7{11( 0.387 | 0.611 | 0.001( 0.977 J0.415( 0.571 ] 0.014/| 1.075
19(1| 8f11| 0.280| 0.717 | 0.003| 0.886 |0.343 [ 0.629| 0.027| 1.091
20{0| 8[12] 0.330| 0.669| 0.001| 0.922 |0.384 | 0.603| 0.013| 1.051
21|0| 8|13| 0.386| 0.614| 0.000| 0.964 |0.424 | 0.570| 0.006| 1.032
22|0| 8|{14|0.449| 0.551 | 0.000 | 0.993 J0.463 | 0.534| 0.003 | 1.022
23(1| 9{14| 0.322| 0.678 | 0.000| 0.907 |0.392 | 0.603| 0.006| 1.012
24(1|10(14| 0.206 | 0.794 | 0.000| 0.735 |0.324 [ 0.665| 0.011| 0.989
25|1])11|14| 0.115| 0.885 | 0.000| 0.517 |0.262| 0.717| 0.021 0.966
26(1[12(14| 0.054 | 0.945| 0.001| 0.313 [0.207 | 0.755| 0.038{ 0.956
27(0|12{15| 0.070| 0.930| 0.000| 0.368 |0.238 | 0.743| 0.019| 0.918
28(0|12(16| 0.092 | 0,908 | 0.000| 0.442 }0.269 | 0.722| 0.009( 0.911
29(1|13(16[ 0.036[ 0.964 | 0.000| 0.226 |0.215| 0.768| 0.017| 0.869
30(0[13(17] 0.049| 0,951 | 0.000( 0.281 |0.244| 0.748| 0.008| 0.867
31(1|14(17]| 0.014| 0.986 | 0.000( 0.109 |0.194 | 0.791| 0.015| 0.818
32(0]|14(18]| 0.020]| 0.980 | 0.000| 0.141 |o0.221| 0.772| 0.007( 0.822
33(0f14f{19) 0.028 | 0.972| 0.000] 0.184 ]0.249 ] 0.747| 0.004] 0.843
34/ 0|14|20| 0.040| 0.960 | 0.000| 0.243 |o.280 0.719| 0.002| 0.872
35/1|15{20] 0.007 | 0.993 | 0.000| 0.060 |0.225| 0.772| 0.003| 0.800
36| 0|15(21| 0.010| 0.990 | 0.000| 0.083 |0.253| 0.745| 0.002| 0.833
37/0/15(22| 0.016 | 0.984 | 0.000| 0.118 |0.284 | 0.715| 0.001| 0.869
38[1|16(22| 0.000| 1.000 | 0.000| 0.000 {0.229| 0.769( 0.001| 0.791
39/ 0|16[23[0.000[ 1.000 | 0.000| 0.000 |0.258| 0.742| 0.001| 0.831
40| 0| 16|24 | 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 |0.288| 0.711| 0.000| 0.871
41{0(16(25( 0.000( 1.000 | 0.000| 0.0600 {0.321( 0.679| 0.000( 0.908
42[1|17(25| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 J0.262| 0.738| 0.000| 0.833
43/ 0|17(26| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 J0.293| 0.707( 0.000| 0.874
44/ 0|17|27]| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 J0.325| 0.674( 0.000| 0.911
45/ 1| 18(27]| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 0.266 | 0.734( 0.000| 0.837
46/ 0| 18(28| 0.000 | 1.000| 0.000| 0.000 |0.297| 0.703 | 0.000| 0.878
47/0|18(29| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 |0.330| 0.670| 0.000| 0.915
48/ 0] 18/30] 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 |0.365| 0.635| 0.000 |, 0.947
49( 1| 19(30| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 [0.301| 0.699| 0.000 | 0.883
50/ 1] 20[30]| 0.000| 1.000| 0.000| 0.000 |0.244| 0.756| 0.000|' 0.803

Tab. 2-5 Aus welcher Urne stammen die gezogenen Kugeln?

Spalte 2: gezogene Farbe (l2rot, 0=weiB). Spalten 3 und 4:
kumulierte absolute H4ufigkeiten fiir rot und weiB.
Spalten 5 bis 7: Wahrscheinlichkeiten fir die Urnen A (30%
rot) B(40% rot) C (70% rot), die sich aus der anfénglichen
Gleichverteilung nach Bayes ergeben. Spalte 8: Entropie.
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Es macht Urne C etwa 6.8 mal, Urne B etwa 2.6 mal so wahr-
scheinlich wie Urne A. Die Bayessche Regel liefert mit

1/3 1/3 1/3 a priori

[% Entropie 1.585

0.0034 0.0088 0.023

a posteriori
0.096 0.250 0.653 Entropie 1.227

das Ergebnis der Zeile 6. Das zusammengesetze Indiz "rrwrwr"”
besitzt folglich die Information dE=1.585-1.227=0.358 Bit.
Wir sind uns "recht sicher" (65.3%), daB8 Sven Urne C (mit
70% roten Kugeln) erwischt hat. Im siebenten Zug erhalten
wir schon wieder "rot":

0.096 0.250 0.653 a priori
A! EI Entropie 1.227
18 o3
44 4 44
a posteriori
0.042 1.158 0.800 Entropie 0.870

Dieses Indiz spricht noch mehr fiir Urne C (80%). Es besitzt
den Informationsgehalt dE=1.227-0.87=0.357 Bit {Zeile 7). 1In
den nichsten vier Ziigen erhalten wir viermal eine weiBe
Kugel, was uns sehr "irritiert". (Zeile 11: Verteilung
p{A)=31%, p(B)=58.6%, p(C)=10.3% mit der Entropie 1.314.)
Die Verunsicherung driickt sich durch eine negative Informa-
tion 4E=0.870-1.314=~0.444 Bit aus. Die folgenden Zilge, in
denen sich Urne B langsam "durchsetzt", bringen Sicherheit.
Im 21lten Zug erh&lt man die 13te weiBe Kugel, wodurch die
wWahrscheinlichkeit fiir C (15 weiBe, 35 rote) erstmalig unter
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1 Promille absinkt. Im 28ten Zug wird die l16te weiBe Kugel
gezogen, wodurch C ginzlich ausscheidet. Im 38ten Zug
scheidet mit der l6ten roten Kugel auch A (15 rote, 35
weiBe) aus. Mit Sicherheit (Entropie 0) hat Sven die Urne B
erwischt.

Der rechte Teil von Tab. 2-5 zeigt zum Vergleich exempla-
risch, wieviel Information (Bit) wir "verschenken", wenn wir
die gezogenen Kugeln wieder zurlicklegen. Die gleiche a prio-
ri Verteilung wurde hier Schritt flir Schritt mit der glei-
chen Indizienfolge (die allerdings zum Ziehen ohne Zuriickle-
gen gehért) revidiert. Nach dem 50ten Zug entspricht die
relative Hdufigkeit genau der Wahrscheinlichkeit, von Urne B
(40% rot, 60% weiB). Stdrker kann ein Indiz nicht fir B
sprechen. Dennoch besitzt Urne A, deren Inhalt demjenigen
der Urne B nahekommt, immer noch die Wahrscheinlichkeit
24.4% (Entropie 0.803). Anfangs macht es wenig Unterschied,
ob eine Indizienfolge vom Ziehen mit oder ohne Zurficklegen
stammt. Erst mit leerer werdender Urne fallen die Unter-
schiede deutlich ins Gewicht.

2.6 Reslimee
2.6.1 Subjektivisten - Objektivisten

"Der objektivistische Wahrscheinlichkeitsbegriff, der sich
an Urne und Gliicksrad orientiert, scheint gut geeignet, am
Anfang des Stochastikunterrichts zu stehen. Exr hat aber
Grenzen. Die Bayessche Formel paBt nicht dazu. Sie braucht
den subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriff. Die hBhere Wahr-
scheinlichkeitstheorie braucht den Begriff der Hypothese"
(Dinges 1978).

Im ersten Kapitel haben wir dargelegt, wie man objektivisti-
sche und hypothetische Aspekte des Wahrscheinlichkeitsbe-
griffs auch im praktischen Unterricht sehr gut miteinander
vereinbaren kann.
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Wahrscheinlichkeiten prognostizieren relative Hi¥ufigkeiten.
Wie lassen sich aber die Wahrscheinlichkeiten interpretie-—
ren, die im Zuge wiederholter Anwendungen der Bayesschen
Regel berechnet wurden? Fiir die meisten Menschen haben sie
subjektivistische Ziige. "Ich schitze: mit 95% Wahrschein-
lichkeit wiirfelt Oliver mit dem L~Wiirfel. Mit 56%iger Wahr-
scheinlichkeit zieht Sven aus der Urne mit 40% roten Ku-
geln."” Solche Aussagen wollen in Anlebnung an den Alltags-—
sprachgebrauch einen "Grad der Sicherheit”, ein "Vertrauen”
quantifizieren, das wir in gewisse Hypothesen setzen.

Ein Objektivist lehnet solche Interpretationen ab, er deutet
auch die Ergebnisse der Bayesschen Regel frequentistisch:
Man stellt sich eine groBe Zahl von Versuchen vor, in denen
man in der ersten Stufe zunidchst zufillig einen der Wiirfel
auswdhlt (Vorversuch mit wohldefinierter a priori Vertei~
lung) und versucht, das gegebene Indiz zu wiirfeln. Immer
dann, wenn dies gelungen ist, schaut man nach, welcher
Wirfel zugrunde lag. In 95% aller Fidlle wird dann auf lange
Sicht der "L-Wiirfel" zum Vorschein kommen. In dieser Inter-
pretation prognostizieren auch die Wahrscheinlichkeiten, die
sich aus einer Anwendung der Bayesschen Regel ergeben, rela-
tive Hdufigkeiten (fir Hypothesen, die jetzt auch ZzZufalls-
grégen sind). Wir iberlassen es dem Leser, ob er neben dex
objektivistischen auch eine subjektivistische Interpretation
zulassen mdchte. Die Ndhe zu intuitiven Alltagsvorstellungen
lassen sie unter motivationspsychologischen Aspekten durch-
aus vertretbar erscheinen. (Man vergleiche hierzu auch
Borovcnik 1984, Hawkins/Kapadia 1984, Riemer 1981, Schrage
1980 und 1981, Scozzafava 1987, Steinbring/v. Harten 1983.)

2.6.2 Alternativtests aus Bayesscher Sicht.

Sowohl durch wiederholte Anwendung der Bayesschen Regel als
auch mit dem Alternativtest versucht man, aus zwei (oder
mehr) Hypothesen "die richtige" herauszufiltern. W&hrend man
bei der Bayesschen Regel jedoch ein "punktuelles" Indiz
beriicksichtigt, das nach einer Versuchsserie zum Abwdgen
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zwischen Hypothesen benutzt wird, haben die bei Alterna-
tivtests verwendeten Indizien die Form kritischer Bereiche.
Sie sind vor Testdurchfilhrung festzulegen und besitzen Ent-
scheidungsfunktion.

Wollen wir beispielsweise in 10 Versuchen zwischen zwei
"Trefferwahrscheinlichkeiten" p=0.3 und p=0.4 entscheiden
(Abb. 2-6), so stellt ein "Testtheoretiker”, der auf dem
5%-Signifikanzniveau arbeiten mdchte, seine Entscheidungsre-
geln mit Hilfe umgekehrter Baumdiagramme wie folgt dar:

Person A testet Person B testet

Hypothese Hy: p=0.3 gegen Hypothese Hy: p=0.4 gegen

Alternative H;: p=0.4 Alternative Hy: p=0.3

IHo’ p=0.3| lHl’ p=9::ﬂ [Ho’ péaiiq [Hl‘ P45T51
N\ N

K =4.7% 16.6% X =4.6% 14.9%

K: 6<x<10
H, verwerfen

K': 0<xg1
Hy, verwerfen

H, akzeptieren H; akzeptieren

Abb. 2-6a Abb. 2-6b

Falls in 10 Versuchen 5 Treffer auftraten, wird jede Person
bei ihrer Nullhypothese bleiben, A bei p=0.3 und B bei
p=0.4. Ein unvoreingenommener Bayesianer wird dagegen der
Hypothese p=0.3 (mit 33.9%) nur halbsoviel Vertrauen schen-
ken wie der Hypothese p=0.4 (66.1%).

Nehmen wir aber an, das Indiz K (6 oder mehr Treffer in 10
Versuchen) widre eingetreten, dann muB A seine Nullhypothese
p=0.3 gegen die Alternative p=0.4 auf dem 5%-Signifikanzni-
veau verwerfen. Denn dieses Indiz tritt bei Gliltigkeit von
p=0.3 in weniger als 5% aller F&ille ein (Abb. 2-6a). Oft
wird diese Aussage fdlschlich so interpretiert, als wiirde
die Alternative p=0.4 nun mit 95%iger Wahrscheinlichkeit
gelten. Das konstatiert auch Schrage (1981 S. 197), wenn er
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schreibt: "Besonders h#ufig taucht die Fehldeutung beim
Testen von Hypothesen auf: Aufgrund des vorliegenden Stich-
probenergebnisses ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%
zu erwarten, daB die Hypothese H, falsch ist.”

Der erfahrene Lehrer weiB, daB8 mit "ad hoc” eingeflochtenen
Erklirungen -~ seien sie noch so eindringlich vorgebracht -
solchen tiefsitzenden Fehlvorstellungen nicht beizukommen
ist. ("Intuitions cannot be modified by verbal explanations
only" Fischbein 1984, S. 2). Allein eine fundierte Kenntnis
der Bayesschen Betrachtungsweise, wie wir sie in diesem
Kapitel skizziert haben, schafft Abhilfe. Denn wer gelernt
hat, nach Bayes Alternativen gegeneinander abzuwigen, wird
aus einer Stichprobe keine Wahrscheinlichkeitsaussagen lber
die GUltigkeit von Hypothesen mehr ableiten. Er wird sie
bestenfalls zur Revision schon vorgegebener a priori Wahr-~
scheinlichkeiten heranziehen - wenn solche a priori Wahr-
scheinlichkeiten Sinn machen. Dann spricht ein Ergebnis im
kritischen Bereich K beispielsweise 3.5 (=0.166/0.047) mal
stérker flir die Alternative p=0.4 als flir die Hypothese
p=0.3 (Abb. 2-6a). Das Verhdltnis der a priori Wahrschein-
lichkeiten P(H;}/P(H,) wird also durch Beobachtung von K um
den Faktor 3.5 gr¥$Ber. Im Sinne einer "Stlitzungslogik" wird
die Alternative p=0.4 durch ein Indiz im kritischen Bereich
K gegeniilber der Hypothese p=0.3 gestlitzt. Um so weniger wird
aber die Alternative "statistisch bewiesen" je ndher sie
bei H, liegt, weil der "Stiitzungsfaktor” P(KIHl)/P(KIHO)
sich dann dem Wert 1 ndhert.

‘Schrage (1981 S. 197) schreibt: "Es ist abzulehnen, wenn -
wie es in vielen Bichern geschieht - das Ablehnen der Null-
hypothese als statistischer Beweis flir die Gegenhypothese
gewertet wird, nach einem Schema, bei dem die Analogie zum
indirekten Beweis herausgestellt wird.”

Wenn es gelingt, mit Hilfe der Bayesschen Regel ein Ver-—
stidndnis fllr solche Zusammenhlinge zu erzeugen, dann stellt

sie - neben der Motivation, die insbesondere iterierte An-~
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wendungen bei Schillern entfesseln k&nnen - ein solides Fun-
dament zur addquaten Interpretation statistischer Aussagen
dar, ohne Verfahren der Beurteilenden Statistik ersetzen zu
wollen. Niheres hierzu im folgenden Kapitel.
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Teil II Chi-Quadrat-Testverfahren mit Anwendungen
(Aspekte der linearen Geometrie in der
Stochastik)

Im Zuge jeder stochastischen Modellbildung miissen wir
Wahrscheinlichkeitshypothesen formulieren. Stehen meh-
rere Hypothesen mit mdglicherweise unterschiedlichen
"subjektiven Vorbewertungen" zur Auswahl oder lassen
sich die Hypothesen selbst als ZufallsgréBen mit gege-
bener a priori Verteilung auffassen, dann kann uns die
Bayessche Regel in Verbindung mit "Indizien” bei der
Auswahl geeigneter Hypothesen helfen, wie wir im vori-
gen Kapitel gesehen haben. Vielfach sind diese Voraus-
setzungen aber nicht gegeben und man m8chte nur wis-
sen, ob eine bestimmte Hypothese mit gewissen experi-
mentellen Daten vereinbar ist, oder ob sich verschie-
dene Phdnomene durch eine gemeinsame Hypothese model-
lieren lassen. In solchen Fdllen bieten sich Chi-Qua-
drat-Tests an, die auch im Schulbereich verbreitet
sind. Allerdings gelten die mathematischen Hintergriinde
als derart "verwickelt", daB diese Verfahren im Unter-
richt meist nur "rezepthaft" zur Anwendung kommen.
Bisher gibt es erst wenige Ansidtze fir Elementarisie-
rungen, die sich entweder auf Computersimulationen oder
auf Tests vom Freiheitsgrad 1 beschrinken: Schnei-
der/Stein (1980), Strick (1981), Borovcnik (1984),
Lind/Scheid (1984), Scheid (1986).

Wir werden in Teil II (Kapitel 3 bis 5) versuchen, diese
Liicke zu schlieBen und zeigen, wie man die Testverfahren
auf elementarem Niveau verstehen kann. Dabei kommen Mittel
der linearen Geometrie zum Einsatz, die den schulischen
Standard nicht iiberschreiten. (Ebenen im Raum, Projek-

tionen, Freiheitsgrad als Dimension von Irrfahrten.)

Wir schlieBen mit der Entdeckung, daB sich unsere (ge-
zinkten} Quader durch Boltzmann-Verteilungen beschreiben

lassen, egal mit welcher Wurftechnik wir arbeiten.
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3 Chi~Quadrat-Anpassungstest
3.1 Grenzen Bayesscher Betrachtungsweise

Der unter motivationspsychologischen und erkenntnisleitenden
Gesichtspunkten hohe Wert der Bayesschen Betrachtungsweise
wird nicht geschmiilert, wenn man auch im Unterricht ihre
Grenzen verdeutlicht. Mit folgenden Beispielen fithren wir in
die Thematik des Chi-Quadrat-Anpassungstests ein und vertie-
fen gleichzeitig die in 2.1 und 2.6 vorgebrachten Argqumente.

Beispiel 1:

Sandra benutzt ihren Holzbleistift zum "Wlrfeln" der Zu-
fallszahlen 1, 2 und 3: Die Aufschrift "Castell" bedeutet 1,
"Germany" bedeutet 2 und "HB" bedeutet 3. Sie erhielt bei
zwel Serien mit je 30 Experimenten:

1 Castelll 2 Germany 3 HB |
8 9 13 t=1.4
5 13 12 t=3.8 Tab. 3-1

Sind die Bleistift -~ Zufallszahlen gleichverteilt? Ist

das seltenere Auftreten von 1 nur Resultat einer ungiinstigen
Stichprobe oder kann man schon auf eine Unsymmetrie im Blei-
stift schlieBen?

Beispiel 2:

Frank findet "Wiirfeln mit Bleistiften" unzeitgemdB. Nach
einer Idee der Firma Texas Instruments (Anleitung zu einem
programmierbaren Taschenrechner) hat er seinen Computer
programmiert: Die Zuweisung x := frac((x+pi)™) (n fest)
liefert eine Folge von Zufallszahlen X zwischen 0 und 1
(frac bedeutet "Nachkommateil"). Durch die Vereinbarung

1, falls 0¢x<1/3
ye= 2 , falls 1/3¢x<2/3
3 , falls 2/3¢x<1
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erhalten wir eine "elektronische Variante" von Sandras Blei-
stiftwlrfel. Frank potenziert bei seinem Zufallsgenerator
mit n=2 und erhielt in zwei Serien mit je 900 Versuchen und
den Startzahlen 0.98 bzw, 0.16:

1 |2 |3 |
274 | 353 | 273 | t=14.046
296 | 335 | 269 | t= 7.340 Tab. 3-2

Ist das h&ufige Auftreten von 2 eine zufdllige Erscheinung
unserer Stichproben - oder sollte man die Hypothese einer

Gleichverteilung doch besser fallenlassen?

Beispiel 3:

Nicole behauptet: Beim Quader ist die Wahrscheinlichkeit P
einer Seite proportional zu (einer Potenz) der Fliche F

(Hi: thFi, i=0,1,...,5). Wir vergleichen die experimen-
tellen Ergebnisse von Jola und Sabine (je 100 Versuche) und
Herrn Remeir (1800 Versuche) mit diesen Wahrscheinlich-
keitshypothesen. (Wegen der experimentellen Ergebnisse und
der Rechnungen vergleiche man Tab. 1-5 und Abschnitt 1.2.2).

Seiten 1;6 2;5 3;4
Fliche F | 2.99 | 2.60 | 4.60 {cm?)
Experimente:
Jola 26 15 59 (100)
Sabine 19 11 70 {(100)
Remeir 397 210 | 1193 (1800)
(22% 12% 66%)
Hypothesen: (%) Jola Sabine Remeir

Hy: P~F0[33.3(33.3]33.3  t=31.46| t=61.46 | t=908.3
Hy: P~F |29.3|25.5|45.1  t= 8.96 | t=25.59 | t=346.0
Hy: P~F?|24.3 | 18.3|57.4  t= 0.78 t= 6.84 | t= 72.0
Hy: P~F3 | 18.9|12.4(68.7  t= 4.61| t= 0.19 | t= 12.0
Hy: P~F4 | 13.9| 8.0 78.1  t=21.30| t= 3.82 | t=148.1
Hg: P~F>| 9.9| 4.9)|85.2  t=55.02| t=18.65 | t=512.3

Tab. 3-3 Vergleich von sechs Hypothesen mit drei Versuchen
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Die Vermutung "je gr®Ser die Grundflldche desto grdgser die
Wahrscheinlichkeit" wird bestditigt, aber kann man beispiels-
weise die Hypothese H; einer Proportionalitdt noch aufrecht
erhalten?

Zur Beantwortung solcher Fragen benutzt man den Chi-Quadrat-
Anpassungstest. Ein Arbeiten mit der Bayesschen Regel nach
Kapitel 2 ist hier dem Problem nicht angemessen. Bei Sandras
Bleistift und Heiners Zufallsgenerator gibt es (zumindest
vor Versuchsdurchfiihrung) zur Gleichverteilungshypothese
keine plausiblen Alternativen. Insofern macht es wenig Sinn,
diese Hypothese gegen irgendwelche Alternativen abzuwdgen.
Man mdchte eben nur wissen, ob die experimentellen Daten mit
einer Gleichverteilung vereinbar sind oder nicht.

Ebenso steht es beim Quader mit Nicoles Proportionalitdtsan-
nahme. Hier haben wir zwar sechs Alternativhypothesen (all-
gemeiner ein Kontinuum Hp, be R). Ein
versucht sein,

Subjektivist kdnnte
diesen Alternativen gewisse a priori Wahr-
scheinlichkeiten zuzuordnen und diese unter Benutzung der
Indizien (Stichproben) revidieren. So wiirden sich aus einer
a priori Gleichverteilung fiir Jola, Sabine und Herrn Remeir
folgende a posteriori Wahrscheinlichkeiten (auf sechs Nach-

kommastellen gerundet) ergeben:

a priori a posteriori
Jola(100) Sabine(100)] Remeir (1800)
Hg 16.66% 0.0000308 0.000000% 0.000000%
Hy 16.66% 1.174954% 0.000168% 0.000000%
Hy 16.66% 84.440645% 2.415851% 0.000000%
Hj 16.66% 14.370933% 82.176574% |100.000000%
Hy 16.66% 0.013438% 15.358426% 0.000000%
Hg 16.66% 0.000000% 0.048981% 0.000000%

Tab.

3~4 Revision einer Gleichverteilung nach Bayes
Jola wilirde der Hypothese H,, Sabine der Hypothese H3 am

meisten vertrauen. Herr Remeir miiSte von Hj "felsenfest"
Uberzeugt sein.

3 Riemer
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zwar wird auch ein Objektivist der Feststellung zustimmen,
daB die experimentellen Daten sehr viel stdrker flir Hy
sprechen als flir die ftinf anderen Hypothesen. Zur Festlegung
auf irgend welche Wahrscheinlichkeiten fiir Hg,...,Hg kdnnte
man ihn aber nicht bewegen, da man solche Wahrscheinlich-
keiten nicht frequentistisch interpretieren kann. Ihnen
entsprechen keine relativen Hiufigkeiten. Die Hypothesen

sind hier keine Zufallsgr®Ben. Man kann schlieBlich nicht
wie in Kapitel 2 in einem Vorversuch zwischen sechs Quadern
wdhlen, die durch die sechs Hypothesen Hp,...,Hg beschrieben
werden, um dann aus einer Stichprobe zu erschlieBen, welchen
Quader man erwischt hat.

Aber auch ein Subjektivist wird beispielsweise die Wahr-
scheinlichkeit 100% ftir H3 nach 1800 Versuchen (Tab. 3-4)
sehr vorsichtig in Abhingigkeit von der a.priori Verteilung
interpretieren. Zwar ist von den sechs betrachteten Hypothe-
sen Hy noch am besten mit den experimentellen Ergebnissen
vereinbar, aber Hypothesen der Form Hp: P~ FP mit beliebigem
reellem Parameter b (oder ganz andere Familien von Verteilun-
gen) waren ja durch die a priori Verteilung von vornherein
ausgeschlossen. So wird die Frage, ob das stochastische
verhalten des Quaders wirklich mit Hj oder irgend einer
anderen Verteilung der Familie Hy, vereinbar ist, durch

Tab. 3-4 nicht beantwortet. Man ist auf einen Anpassungstest
angewiesen. Wir werden ihn {(wie in den obigen Beispielen)
zundchst fir drei Wahrscheinlichkeiten Pyr Pys P3 untersu-
chen, da dieser Fall besonders anschaulich ist und doch alle
wesentlichen Aspekte in sich birgt. Verallgemeinerungen fol-
gen in 3.4.



3.2 Experimenteller Teil

3.2.1 TestgrdBe

Um zu testen, ob die (drei) m¥glichen Ausgidnge eines
Zufallsexperimentes durch die Wahrscheinlichkeiten py,
Pyr P3 beschrieben werden, macht man n Experimente und
vergleicht die erwarteten absoluten Hdufigkeiten npj
mit den beobachteten Hd&ufigkeiten nj (i=1,2,3) durch
Berechnung der Testgro&Be

e Ao np, )

iv A4 np;

So ergibt sich fiir Jolas Quaderexperiment und Nicoles
Proportionalitétshypothese Hy (py=0.293, p,=0.255,
p3=0.451) bei n=100 Versuchen

2 2 2
(26-29.3) (15-25.5) (59~-45.1)

+ = 8.96
29.3 25.5 45.1

{(Die Testwerte t entnimmt man auch fiir die anderen
Beispiele den Tabellen 7-1 bis 7-3.) Ist t sehr groS8,
so sind die Abweichungen zwischen den erwarteten und
den tatsdchlich eingetretenen Hdufigkeiten betrdcht-
lich. Und das spricht gegen die angenommenen Wahr-
scheinlichkeiten, die wir dann "verwerfen". Doch was
bedeutet "sehr gros" ?

Wir suchen zundchst eine experimentelle Antwort durch
Computersimulation und bestimmen danach die "asymptoti-
sche" Verteilung der Testgrdfe t mit Wahrscheinlich-
keitsrechnung und linearer Geometrie.

3*

67
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3.2.2 Computersimulation

Wir programmieren einen Zufallsgenerator so, dag er die
Zahlen 1, 2 und 3 mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten
P1=P=P3=1/3 (bzw. p;=0.29, p,=0.26, p3=0.45) liefert.
In den Spalten von Tab. 3-5 kénnen wir studieren, wie
dann die Hdufigkeitsverteilungen und die zugehbrigen
TestgréBen (bei n=30, n=900, n=100 Versuchen) schwan-
ken: t-Werte bis 4.5 sind "nicht auBergewdhnlich",
t-Werte iiber 6 treten dagegen nur "sehr selten” auf,
wenn die Verteilung, die man testet, "stimmt". Das
belegt Tab. 3-6 noch sehr viel deutlicher. Sie zeigt,
wie sich bei einer Computersimulation je 1000 Testwerte
auf Intervalle der Breite 0.5 verteilen.

Tabelle 3-6 legt folgende Vermutung nahe: Wenn die
Wahrscheinlichkeitsverteilung P=(p1,p2,p3), die man
testet, "stimmt", dann ist die Verteilung der Testgr®Be

(a) weitgehend unabhdngig von der Versuchszahl n
(b) weitgehend unabhidngig von den Wahrscheinlichkeiten

P1+P2/P3-
Weitere Simulationen erhdrten die Vermutung:
(c) Mit wachsendem Versuchsumfang (n ~>w) strebt die Ver-

teilung der TestgrdBe t (unabhidngig von Py: Pos P3)
einer Grenzverteilung zu.

Das ist der (liberzeugende) Grund dafilr, daB sich die
TestgréBe t in der Mathematik "durchgesetzt™ hat.
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Test auf Gleichverteilung

Bleistift Computer Quader (H,)
Sandra: Frauk: Nicole:
bi=pr=ps='h bmbympy=h £1=0,29 £,~0,26 p3=0,45
Versuchsumfang n = 30 Versuchsumfang n = 900 Versuchsunifang n = 100
n L ny { n; ny ny t ny ny n; t
10 1t 9 0,20 277 31t 312 2,65 36 22 42 2,51
10 i2 8 0,80 296 286 318 1,79 30 20 50 1,97
11 7 12 1,40 309 300 291 0,54 27 25 48 0,38
9 10 11 0,20 301 304 295 0,14 20 32 48 4,38
12 3 15 7,80 300 309 290 0,61 38 24 38 4,04
8 12 10 0,80 296 296 308 0,32 27 3 42 1,30
12 6 12 2,40 303 284 313 1,45 30 33 37 3,34
12 9 9 0,60 298 296 306 0,19 33 21 46 1,54
12 i 7 1,40 2711 322 307 4,58 33 29 38 1,99
1" 13 6 2,60 306 326 268 5,79 24 32 44 2,27
6 13 i1 2,60 283 292 325 3,26 36 21 43 2,74
13 10 7 1,80 291 314 295 1,01 28 28 44 0,21
12 9 g 0,60 280 319 301 2,54 29 30 41 0,97
1 10 9 0,20 289 322 289 2,42 27 31 42 1,30
9 8 13 1,40 303 324 273 4,38 26 33 41 2,55
1 9 10 0,20 308 308 284 1,28 29 24 47 0,24
9 13 8 1,40 239 300 30t 0,01 23 30 47 1,95
10 9 11 0,20 317 274 309 3,49 38 16 46 6,66
8 12 10 0,80 279 317 304 2,49 24 23 53 2,63
10 1" 9 0,20 309 303 288 0,78 25 25 50 1,15

Tab. 3-5 Schwankungen der absoluten Hdufigkeiten und der

Testgrése.

werden vom Computer tatséichlich erzeugt.)

.

N

Sandra: | Frank: | Nicole: /,Grcnz-
! n=30 | n =900 |n=1000[ vertcilung
7

{0,0;0,5[| 0,18 0,21 0,22 |0,221
[0,5; 1,0[| 0,20 0,18 0,17 |0,172
{1,0;1,5{| 0,16 0,13 0,13 0,134(|153%
[1,5;2,0[| 0,06 0,09 0,10 |0,104
[2,0; 2,5(| 0,05 0,07 0,08 (0,081
12,5; 3,0[| 0,11 0,06 0,06 |0,063
{3,0;3,5{| 0,03 0,05 0,04 10,049
[3,5; 4,0{| 0,05 0,04 0,03 |0,038
[4,0; 4,5[| 0,04 0,02 0,03 |0,030
[4,5; 5,0[| 0,00 0,01 0,02 (0,023
15,0; 5,5[| 0,02 0,01 0,01 (0,018
[5,5; 6,0f| 0,02 0,01 0,01 |0,014|195%
16,0;6,5[| 0,01 0,01 0,01 |0,011
16,5;7,0[| 0,00 0,01 0,00 |0,009
[7,0;7,5[| 0,00 0,00 0,00 | 0,007
7,5;8,0[| 0,00 0,00 0,00 |0,005198%

{Die Verteilungen, die man testet,

Tab. 3-6 Relative HAufigkeitsverteilungen (1000 Testwerte)
und Chi-Quadrat-Grenzverteilung der Testgré&BSe t beil
Test auf die richtigen Wahrscheinlichkeiten
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Exkurs (im vVorgriff auf 3.3)

Die Grenzverteilung ist die Chi-Quadrat-Verteilung mit
zwei Freiheitsgraden. Sie besitzt, wie wir in 3.3 zei-
gen werden, die Dichte f£(t) = 0.5 e~0.5t Folglich
gilt

b
P(a<t<b) = 0.5 I 0.5t g¢.
a

Filr Intervalle der Linge 0.5 erhalten wir die letzte

Spalte von Tab. 3-6
a+0.25

P(a~0.25¢t<a+0.25) ~ 0.5 e 05t gt ~ 0.25 e70-32,
a=-0.25

Wer die lineare Geometrie in Abschnitt 3.3 {liberschla-
gen, seinen Schillern die analytische Form der Grenzver-
teilung aber trotzdem nicht vorenthalten mdchte, zeigt:
Die relativen H&ufigkeiten verringern sich "von Inter-
vall zu Intervall" (bei Schrittweite 0.5) um durch-
schnittlich den gleichen Faktor 0.78 (e”0-23), pei
Schrittweite 1 also um durchschnittlich 0.62 (e_o'sL
Die Wahrscheinlichkeiten zeigen exponentielles Verhal-
ten

P(a-0.5¢t<a+0.5) =~ c-e0-52

Die Konstante c¢=0.5 bestimmt man aus ¢ Je_o'St dt = 1.
Dieses Vorgehen ist allerdings nicht verallgemeine-
rungsfdhig, da die TestgrdBe t nur bei Tests auf drei

Wahrscheinlichkeiten exponentiell verteilt ist (vgl.
Abschnitt 3.4).
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Wir kehren zu Tab. 3-6 zurlick und erkennen (auch ohne Be-
nutzung der Grenzverteilung): Wenn die Wahrscheinlichkeits-
verteilung stimmt, dann liegt die TestgrdBe t in ca. 95%
aller Fdlle unter dem Wert 6. Anders ausgedrlickt: Gr&BSere
Werte als 6 sprechen sehr gegen die Richtigkeit der geteste-
ten Wahrscheinlichkeiten. Man verwirft dann die Wahrschein-
lichkeitshypothese auf dem 5%-Signifikanzniveau. Blicken wir
mit diesen Erkenntnissen auf die Eingangsbeispiele zuriick:

(1) Bei Sandras Bleistift sprechen die Testgr&fen 1.4 und
3.8 nicht gegen eine Gleichverteilung der Zufallszahlen.

(2) Jola, Sabine und Herr Remeir haben dagegen bei den Test-
werten 8.96, 25.59 und 346.0 die Hypothese Hy, daB sich bei
einem Quader die Wahrscheinlichkeiten zu den Grundflé&chen
proportional verhalten, auf dem 5%-(ja auf dem 1%-) Signifi-
kanzniveau zurilickzuweisen.

Jola kann dagegen H, und Hj, Sabine Hy und H4 nicht zurick-
weisen (vgl. Tab. 3-3). Herr Remeir muB alle Hypothesen
verwerfen. (Bei Bayesscher Betrachtungsweise wdre er nach
3.1 von H3 "felsenfest" Uberzeugt gewesen.) Streng genommen
sind allerdings solche Signifikanz-Aussagen nur flr die
Hypothese H; 2uldssig, die als einzige vor jeglichem Experi-
ment aufgestellt worden war. Fdr Hg, HyseeesHg sind sie
bedenklich, da diese Hypothesen im Untericht erst nach
Kenntnis der experimentellen Ergebnisse aufgestellt wurden.
Man versuchte, die Hypothesen den experimentellen Ergebnis-
sen anzupassen.

(3) Auch Frank hat mit den Testgr&Ben 14.046 und 7.340 die
Hypothese auf dem 5%-Signifikanzniveau zu verwerfen, daB bei
seinem Zufallsgenerator die Zahlen 1, 2 und 3 gleichverteilt
sind. (Zur Ehrenrettung der Firma Texas-Instruments: sie
empfiehlt, beim Erzeugen der Zufallszahlen mit n=8 zu poten-
zieren, nicht mit n=2, wie Frank es aus Grilnden der Rechen-
geschwindigkeit tat. AuBerdem hat sich Frank vertippt: statt
pi:=3.1415926 findet sich in seinem Programm die Zeile
piz=1.1415926 - und dieser Fehler hatte fatale Folgen.)
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3.2.3 Versuchsumfang

Zur Abrundung des experimentellen Teils untersuchen wir den
EinfluB des Versuchsumfanges n flr einen Anpassungstest,
bei dem die Wahrscheinlichkeiten nicht stimmen.

In Tabelle 3-7 haben wir
n =30 n =900 )
einen Zufallsgenerator mit
A A t n n n {
G T I P1=0.29, p,=0.26, p3=0.45
4 14 | 5,60 | 233 | 230 | 437 | 93,86 . .
13 o | 13 [ 1,40 | 224 | 250 | 417 | 70,40 programmiert. Wir testen
8| 6 16 | 560 (250 (239|411 61,81 aber die (natirlich fal-
8 9 13 | 1,40 ] 225 | 246 | 429 [ 83,94
2] 9| 90,60 241|242 417 | 68,45 sche) Hypothese, 1, 2 und
8 7 t5 | 3,80 | 234 | 255 | 411 { 62,34 s lei .
s | 10| 15 | 500|251 [ 234 | 415 66:61 3 seien gleichverteilt.
10 6 | 14 [ 3,20 | 263 | 233 | 404 |55,58 Die erste Spalte zeigt
4 | 224 | 422 | 75,92 - . . . P
S I? g égg ga 212 | 408 5i63 einige Hiufigkeitsvertei-
9 9| 12 | 0,60 251246 | 403 |53,09 lungen fiir den Versuchsum-
15 3 12 | 7,80 | 250 | 226 | 424 | 77,84 ) .
7| 10 | 13 | 1,80 | 261 | 210 | 429 | 87,54 fang n=30 und die zugeh&-
[ 10 14 | 3,20 [ 258 | 236 | 406 | 56,99 : o .
10 5 | 15 | 5,00 | 260 | 241 | 399 [49'61 rigen TestgréBen bei Test
auf Gleichverteilung. Sie
Tab. 3-7 EinfluB des Ver- sind zwar (verglichen mit
suchsumfangs bei Test auf der ersten Spalte von Tab.
falsche Wahrscheinlichkeiten 3-5) etwas erhsht, aber

bei so kleinem Versuchsum-
fang Uberschreitet t trotz falscher Hypothese "praktisch nie"
die kritische Marke 6. Die falsche Hypothese 13#8t sich somit
nur in Ausnahmefdllen verwerfen. Ganz anders sieht die Lage
bei einem hdheren Versuchsumfang n=900 aus (zweite Spalte von
Tabelle 3-7). Die falsche Hypothese wird wegen der sehr hohen
Testwerte stets verworfen.

Die gleiche Beobachtung kbnnen wir bei Sandras Bleistift
machen. Fassen wir die beiden Versuchsserien aus Tab. 3-1
zusammen, so erhalten wir die Hiufigkeitsverteilung

Ein Anpassungstest auf Gleichverteilung liefert mit t=3.9
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einen héheren Testwert als jede der einzelnen Versuchsserien
mit 30 Versuchen (t=1.4 und t=3.8). Das liegt daran, daB
beide Serien die gleiche Tendenz ("1 zu selten") aufweisen.
In der Tat kdnnen wir die Hypothese der Gleichverteilung auf
dem l%-Signifikanzniveau zuriickweisen (t>9.2), wenn wir
Sandras Bleistift noch 8fter rollen lassen:

| 2 | 3 | |

24 | 43 | 53 | n=120 | t=17.5

Bei hinreichend hohem Versuchsumfang n 1&Bt sich durch den
Anpassungstest praktisch jede falsche Hypothese signifikant
verwerfen - auch wenn sie nur sehr wenig (unbedeutend) von
den wahren Wahrscheinlichkeiten abweicht. Nicht immer sind
signifikante Abweichungen bedeutsam. In der Umgangssprache
werden die beiden Begriffe leider oft synonym verwendet.
Vgl. hierzu auch Diepgen ({1985).

3.3 Theoretischer Teil

Wir wollen nun die experimentell gewonnenen Aussagen theore-
tisch untermauern, indem wir zeigen: Wenn die Wahrschein-
lichkeiten P1r Pyr p3 "stimmen", dann ist die TestgrdSe t
fiir hinreichend groBes n (unabhingig von diesen Wahrschein-
lichkeiten) Chi-Quadrat-verteilt mit der Dichte
b
£(t) = 0.5e70:5, o5 gilt also Plagt<b)w o.sf e0.5t g¢,
a
Hiermit wurde die letzte Spalte von Tab. 3-6 berechnet. Auch
ist es nun leicht, die kritischen Grenzen der TestgrdBSe t zu
berechnen. Fiir die 95%-Grenze x erhalten wir
x
0.5 [ 05t gt = 0.95, also x = -2 1n(0.05) ~5.99.
0
Entsprechend ergibt sich fiir die 99%-Grenze ("Hypothese
hochsignifikant verwerfen") x= 9.21 und fir die 90%-Grenze
("skeptisch werden") x= 4.61.
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3.3.1 Vektorielle Deutung der TestgriéBe
Wir schreiben die Testgr®Be t wie folgt

2 2 2
(n, - np,) R (n,- np,) R (n3= npj)

t
np, np, np,
) 1 (n4— np, )7'+ (nz- npz\z . (nb— npj)z
n VP, P, | VPs
- am |32 - Jarm 7?2

und deuten sie als das Normquadrat eines "Zustandsvektors"

n,~ np,

VP2

—-
v =

n, - np,
n

2

ny- n 3
a Pa) € R

VPs

Wir wechseln nun den Standpunkt und stellen uns die Durch-
fihrung eines Anpassungstests als n-stufigen zeitabhdngigen
ProzeB vor (n=Versuchsumfang). Wir erhalten eine Folge von

- -

- > Ed
Zustandsvektoren v0=0, Vir Vareesr Vo

Irrfahrt in R3 und untersuchen, wie sich diese Vektoren "von
Schritt zu Schritt" &ndern.

also eine rdumliche

Ergibt sich im n-ten Schritt beispielsweise das Ergebnis
"3", so erhdht sich die absolute Hdufigkeit nj3 (und natir-
lich auch der bisherige Versuchsumfang n) um 1. Der "alte"

Zustandsvektor
7 _ (n4" npy n,= Npa | N3~ nNps
n VP, VP, VPy

verdndert sich zum "neuen" Zustandsvektor

n,- (n+l)p,

VP,

nz+l = (n+l)pg

V5,

3 - (n4- (n+1)p,
+1

n VP,
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Die Differenz

~P,

VB,

7. =
n+l n V?Z

—
v

—
e :=
3

1-p,

V' P3

ist vom bisherigen Testverlauf unabhdngig. Wir bezeichnen
sie als "Schrittvektor". Ergibt sich in einem Schritt des
Anpassungstests (statt 3) das Ergebnis 1 oder 2, so erhalten

wir v6llig analog den "neuen" Zustandsvektor aus dem "alten"
durch Addition der Schrittvektoren

a:.=(_1-P1 Py | B3 3 .=(-91 1, | 3
VU \Ver | VR | VEs vl v | V)

Wie man (wegen 1-p;-p,~p3=0] unmittelbar erkennt, stehen
die Schrittvektoren &; orthogonal zu §:=(V§ﬂ VE}‘JES), es
gilt <&;| 8> = 0 (i=1,2,3). Gleiches gilt fiir die Folge der
Zustandsvektoren: <an§> =0 (n=0,1,2,...). Die Irrfahrt
ist also nicht dreidimensional, wie es auf den ersten
Blick erscheinen mag, sondern nur zweidimensional. Daher
spricht man bei diesem Anpassungstest vom Freiheitsgrad
zwei. Die "Reduktion des Freiheitsgrades" resultiert
letztendlich aus der einschrinkenden Bedingung, das8 die
Besetzungszahlen sich zum Versuchsumfang n aufsummieren.
Entsprechende Reduktionen beobachten wir auch beim Unab-
hdngigkeitstest (4.4.1) und bei Anpassungstests mit Para-
metern (vgl. die Bemerkung am Anfang von 5).

Widhrend eines Anpassungstests (fiir die Wahrscheinlichkeiten
P1r Py p3) lduft eine zufallsgesteuerte Irrfahrt in einer
Ursprungsebene E des Rr3 ab. Die Ebene steht orthogonal 2zu
s = (V3JV—},J_3 Sle w1rd aufgespannt durch je zwei der
drei SChrlttvektoren el, e2, e3. Mit Wahrscheinlichkeit P
bewegt man sich um el, mit Wahrscheinlichkeit pz um é} und
mit Wahrscheinlichkeit p3 bewegt man sich um e3 fort,
Normiert man den momentanen Zustandsvektor vn mit 1/vn,
dann ergibt sich die Anpassungstestgr®fe als dessen Norm-
L?uadrat: t = |(1/vm) Vnnz'
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3.3.2 Zweidimensionale Irrfahrt

Zum Studium der Irrfahrt in der Ebene E (lE) des R3 untersu-
chen wir die gegenseitige Lage der Schrittvektoren . Mit

- = 1-py
AR -<(—\[P_1

-Ps

V52

“P3 -P1 | 1-P2 | ~P3

2| 22 R)

= =(1-py) = (1-py) +p3 = -2 +p; +p; +p3 = -1

und aus Griinden der Symmetrie
<€;|€5> = -1 fur i#43 (1)

erhalten wir ein unerwartet einfaches Ergebnis. Die Skalar-
produkte zwischen je zwei Schrittvektoren sind gleich, sie
hdngen von py , p, und p3 gar nicht ab. Fir die Lidnge der
Schrittvektoren ergibt eine kurze Rechung

184) = V<318 =V ey - 1 (i=1, 2, 3) (2)

Je grdBer die Wahrscheinlichkeit pj desto kirzer ist also
der zugehdrige Schrittvektor gi' Aus (1) folgt:

Die Projektionen von je zwei Schrittvek-

1
toren auf den dritten gleichen einander. (1a)

-
So erhdlt man fiir die Projektion von ;3 auf ey:

- |- -
<e1|e2> g _ -e; - “P1 ?
EN RS K 1-p; ™

und fir die Projektion von 33 auf él ergibt sich der gleiche
Wert (Abb. 3-8). Auch die Winkel zwischen den Schritt-
vektoren lassen sich jetzt berechnen:

> = _ -1 _ Pi Pj
X(ei,ej) = arCCOS(igirT;ﬁ_ ) = arccos(_,TI:E;TTI:E;7) (3)
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So ergibt sich beispielsweise filr die Wahrscheinlichkeiten
p; = 0.29, py = 0.26, py = 0.45 (vgl. Hypothese H; aus
Tab. 3-3)

1€ = 1.565 1(€1,8,) = 112.3°
1€ = 1.687 1(8;,,83) = 125.3°
1851 = 1.106 1(8,,83) = 122.4°

Abb. 3-8 veranschaulicht die Lage dieser Schrittvektoren.

b4
W
W 32
f
) Abb. 3-8
P €1 X Die Projektionen je
& zweier Schrittvekto-
lﬁ’// ) ren auf den dritten
gleichen einander

Moéchte man die ebene Irrfahrt auf einem Computerbildschirm
mit Polarkoordinaten ("Turtelgraphik") verfolgen, so reichen
diese Informationen ilber Léngen und Winkel. Wer lieber mit
kartesischen Koordinaten arbeitet, lege die x-Achse der
Ebene E in Richtung eines Schrittvektors (etwa 31) und die
y-Achse orthogonal dazu in Richtung fr= 32—33 {(denn
<52—33|3i> = 0). Mit den Beziehungen

e - - Inad - d I

<ey| B> = <ey|ep-ey> = [eyl? - <&yley> = 1/p, -1+1 = 1/p, ,
- -

<ejlf> = ~ 1/p3 .

(212 - -85 = <&y B> - <&\ = 1/py + 1/py
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berechnet man die Koordinatendarstellungen der Schrittvekto-
ren bezilglich dieses Koordinatensystems zu

- 1-
Ax 134 Z"P1
1 P4
N
e = = = 4y
1 (4)
A 0 0
Y
el
e,le
AX e ik /B
. 2 14 1-p,
e = = = 5
2 e |f > !
e Ps
AY — \}—
2 IE 1 p, (1-p,)
ax <8y, > Pa
3 e 1-p,
>
e = = = 6
3 (6)

-y =
Ay (e_,lf > _ P2
ﬂ_f.l P3(1_Pq)

In Abb. 3-9 hat ein Plotter den Verlauf einer Irrfahrt
protokolliert, die zu einem Anpassungstest auf p;=0.29,
p2=0.26 p3=0.45 gehdrt (n=100 Schritte). Man erkennt die
Schrittvektoren aus Abb. 3-8 in verkleinertem MaBstab

w

wieder. Die Endposition ist durch "P" markiert. Die Test-
gr¥Be t erhdlt man, indem man den Zustandsvektor 7100 = 5@
mit 1/VI36 normiert und das zugehdrige Normquadrat berech-
net. In Abb. 3-9 gilt

10| = 23.3 , also ¢ =|/ 3100"2 = 5.43.

1
V100
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-30

Zeit

N

Irrfahrtebene E mit
den Schrittvektoren

e, .
L e
€3

TestgroBe

t = 0.0119;40l°

n

0.0110P)2 ~ 5.43

Abb. 3-9

Ebene Irrfahrt zum Anpassungstest fir pl=0.29, p2=0.26, p3=0.45

(Freiheitsgrad 2)

mit Projektionen auf die Koordinatenachsen.
Man macht 100 Schritte mit einem der Schrittvektoren 31, 32; 33.
Die Irrfahrt beginnt mit 2,2,2,1,3,3,1,1,2,1,... Die Projektion
auf die x-Achse gehtrt zu einem Anpassungstest, bei dem man die

Ergebnisse 2 und 3 nicht mehr unterscheidet, also p, und pj3

zusammenfaBt (Freiheitsgrad 1).

|
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3.3.3 Zweidimensionale Normalverteilung

Um herauszufinden, wie sich die Endpositionen unserer Irr-—
fahrt auf die Ebene E verteilen, untersuchen wir die
zugeh8rigen x- und y- Koordinaten (Abb. 3-9). Die Schritt-—
vektoren (4), (5) und (6) zeigen, um welche Betrdge Ax, Ay
sich diese Koordinaten schrittweise in Abhdngigkeit von den
Ergebnissen 1, 2, 3 verdndern. Der Erwartungswert von Ax ist

1-p P4 P4
x) =p \[—* -p_ J—— = —~ =0
/U’ pl Pq pZ 1-p, p3 1-p4

Der Erwartungswert von Ay ist ebenfalls Null. Fir die
Varianz von &x erhalten wir

1-
P4 +p P4 + p Ps 1

P, 2 1-py 3 1-p4

2
A =
@ (ax) P,

Der gleiche Wert ergibt sich fiir die Varianz von Ay.

Wenn wir die zweidimensionale Irrfahrt auf die Koordinaten-
achsen der Ebene E projizieren, so erhalten wir eindimensio~
nale Irrfahrten, deren Schritte unabhiingig von Pis Par P3
den Erwartungswert 0 und die Vvarianz 1 haben.

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz (Kapitel 6) sind dann die
x- und y- Koordinaten des normierten Zustandsvektors

{1/vVn) Vn asymptotisch standardnormalverteilt, denn sie sind
Summen unabhlingiger Zufallsgr&Ben:

lh
X = = AXx

lh
y= = )oY .
w

Die x-Koordinate liegt also mit Wahrscheinlichkeit
12,2

g(x) dx s 1_e"T* ax

var

in einem Intervall um x mit Breite dx, analog fir y.
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Da die Projektionen der Schrittvektoren 32 und 35 - die
allein eine Bewegung in y-Richtung verursachen - auf die x-
Achse (gi) gleich groB sind, kann man aus der x-Koordinate
keine RilckschlUsse auf die y-Koordinate ziehen. Die Koordi-
naten am Ende der irrfahrt sind also voneinander unabhingig.
Nach der Produktregel erhalten wir: Die Wahrscheinlichkeit,
daB die normierte irrfahrt in einem Rechteck um den Punkt
P(x}y) der Ebene E mit Seitenlingen dx und dy endet, ist

2 2
Y(x,y)axdy = g(x)dx-g(y)dy = e 0-3(x7*¥")

3.3.4 Chi-~Quadrat-Verteilung

Die Summe von Quadraten unabhsngiger standardnormalverteil-
ter ZufallsgrdBen ist Chi-Quadrat-verteilt. Da die x- und y-
Koordinaten standardnormalverteilt sind, ist auch die Test-
grége t= [(1/yn) V;"Z = x2 y2 Chi-Quadrat-verteilt.

Ein Induktionsbeweis hierflir findet sich in vielen Blichern
der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Flr die Schule ist eine
anschauliche Begrilndung vorzuziehen. Zur Berechnung der
Dichte der TestgrdBe t fragen wir: wo muB die (normierte)
zweidimensionale Irrfahrt enden, damit sich ein Testwert im
Intervall [t; t+dt[ ergibt?

1 cesuTi?

Abb. 3-10

Bestimmung der Ver-
teilung der TestgrdBe
t durch Integration
W {lber Kreisringe
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Antwort: in einem Kreisring um den Ursprung mit Radius r=vt
und Breite dt/(2VE) (denn (YE+dt/(2VE))2x t+dt). Die Wahr-
scheinlichkeit dafir ist aber (vgl. Abb. 3-10)

2
A o=0.5(VE)" Lodt -0.5¢
T © 2T VE Ve = 0.5 e dt | (7)
L J L 3 L 1
HBhe Umfang Breite

des Kreisringes

Damit ist f£(t) = 0.5 e~0.5t die gesuchte Dichte der Test-
grdBe t. Es handelt sich, wie schon erw&hnt, um die Chi-
Quadrat-verteilung mit Freiheitsgrad 2.

3.4 Verallgemeinerungen

Wir skizzieren, wie sich unsere Uberleqgungen auf Anpassungs-
tests mit mehr oder weniger als drei Wahrscheinlichkeiten
Ubertragen lassen und wie Anpassungstests mit verschiedenen
Freiheitsgraden geometrisch zusammenh&ngen.

3.4.1 Anpassungstests mit beliebigen Freiheitsgraden

Bisher haben wir den Anpassungstest nur fir Hypothesen mit
drei Wahrscheinlichkeiten Pyr Pys P3 untersucht, weil die-
ser Fall besonders anschaulich ist und dennoch alles wesent-
liche in sich birgt. Zur Verallgemeinerung geniigt eine kurze
Skizze: M&chte man k Wahrscheinlichkeiten pj,Pjr.../Pg

(k>2) mit einem Anpassungstest {berpriifen, benutzt man die
TestgrdBe

Z‘v (n; - npi)2 1 2 2

t= _— = — .

= npj yn n mit

7 - (“1 - ey N2 ~Mpp i S 1 R
n VP1 VP2 VPk
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Wihrend des Tests lduft jetzt eine Irrfahrt in dem k-1 di-
mensionalen Unterraum E von RK (also einer Hyperebene) ab,
die auf dem Vektor B := (\/p_1| ypz|--- |yPk ) orthogonal
steht. Deswegen spricht man nun vom Freiheitsgrad k-1.

Die k Schrittvektoren haben die Form

o = (1'1’1 a) 'P3‘ ,'Pk
=[R2 P2 it T R '+
YP1 Vb3 VP3 Vg
- ( P 1-p; -P3 | ' 'Pk)
SR Rt S Wit} B0 B
2 VP |\/Fi | VP3 VPk
2 . (__Fl “P2 i I ‘ﬂ
k VP1 | VP2 ‘ VP3 VPx

Wieder gilt: <é’ilgj> = -1 und |} =W. Der Erwar-
tungswert der Irrfahrt hat in jeder Richtung der Hyperebene
E den Wert 0, die Varianz hat den Wert 1. (Das rechnet man
leicht nach, indem man einen beliebigen Einheitsvektor 3 der
Ebene schreibt als U=(ay/yBI|az2/yP3|--lay/vVPy) mit Ya;=0 (L)
und ¥ aj2/p;i=1 (Ju}?=1). Man zeigt <ej|u> = aj/pj und er-
hilt m=3 p;<ei[U> =T aj = 0 sowie §2=7 pi<&i|id>2 =
Zaiz/pi = 1.) Fihrt man in E wieder ein Orthogonalsystem
ein, so ergibt ein Plausibilititsargument (wie in 3.3.3) die
Unabhingigkeit der einzelnen (k-1) Koordinaten. Die normier-
te Endposition der Irrfahrt ((1/vVn) V’n) ist folglich wegen
des Zentralen Grenzwertsatzes und der Produktregel k-1 di-
mensional normalverteilt mit der Dichte

L

1 _ 2 H
e 0.5(x1 +X, +...+x&_4

(Xq1X9r00ay Xpq) = —3—
‘f) 1772 k-1 V?._IT’M

=1 0.5t
Vi &7
(Produkt von k-1 eindimensionalen Standardnormalverteilun-

4
gen). Die Verteilung der TestgrdBe t= ||(1/\/Tl)vn||2 = > x5 2
Axd
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ergibt sich durch Integration der Dichte Y jetzt nicht mehr
ilber Kreisringe in der Ebene, sondern {iber Kugelschalen in
RX"1l mit der Dicke dt/(2VE): Die Wahrscheinlichkeit , das
sich ein Testwert zwischen t und t+dt ergibt, ist genauso
groB wie die Wahrscheinlichkeit, daB die normierte Irrfahrt
auf einer Kugelschale mit Radius Vt und Dicke dt/(2vE )
endet. Sie ist analog zu (7) gegeben durch £(t) dt =

dt t_ -0.5t
Ox-1 (V€ ) . N i '
Kugelfliche in RX"1 Dicke der Wahrscheinl.-
mit Radius r =VE Kugelschale Dichte

Die "Kugelflachen” in 1, 2, R® sind 0; (YBI=2, 0, (YD =2TVE,
03(Vt)=4Tt. Fir die hoherdimensionalen Kugelflichen gilt 1)

(2m (k-2)/2 . 5 - k-2 falls k gerade
(k=3) (k=5)...1 k>4

Ok-1(VE ) =

falls k ungerade

n (k=1)/2 -
(2m Vi k-2
{k-3) (k=5)...2 k25

Hiermit ergibt sich flir die Verteilung der TestgrdBe t

VEE=3 (1/v2T e 0-5t  falls k gerade

(k=-3) (k=5)...1 k22
f{t) =
yek=3 p.5 ¢~0-5t falls k ungerade
(k=3} (k=5)...2 k>3

Dies ist die Dichte der Chi-Quadrat-vVerteilung mit k-1 Frei-
heitsgeraden. Die letzten Formeln gelten auch fir k=2, k=3,
wenn man den Nenner 1 setzt. Die Chi-Quadrat-Verteilung mit
2 Freiheitsgraden ist eine Exponentialverteilung, die mit 3
Freiheitsgraden bezeichnet man auch als Maxwellsche Ge-
schwindigkeitsverteilung.

1) Man zeigt fiir das Volumen Cp(l) der n-dimensionsalen Ein-
heitskugel Cp(1)=Cp-2(1) 2T/n, benutzt Cp{r)=ricp(l) und
Op(r)=Cp'(r). (Vgl. z.B. Smirnow II S. 272.)
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3.4.2 Reduktion des Freiheitsgrades
durch Zusammenfassen von Wahrscheinlichkeiten

Betrachten wir nochmals die ebene Irrfahrt, die zum Anpas-
sungstest flr P1r P2r P3 gehdrt (Formeln (4) bis (6) sowie
Abb. 3-8 und 3-~9). Die x-Koordinate &ndert sich beim Ergeb-—
nis 1 um

Ax = (8a)

Ax = -\ (8b)

Fassen wir nun die Wahrscheinlichkeiten p, und p3 (zu p,)
zusammen, indem wir auch das Ergebnis 3 in 2 umbenennen, und
testen wir die Verteilung

1 2 oder 3 bzw. nach 1 2
P1 Pz + P3 Umbenennung Py py= l-p;

mit einem Anpassungstest vom Freiheitsgrad 1. Wir verwenden
dann die TestgrdBe

1.,
Ve

(nl - npl)2 N (ny - np2)2 2

npy np,

mit dem Zustandsvektor
- (“1'"5’1 ] n2'“P2)
Vo = —_—

VP VP2

Die Irrfahrt, die zu diesem Anpassungstest gehdrt, verliuft
in einem eindimensionalen Unterraum geR2 der zu S:=(VBy|VPy)
orthogonal steht.
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Mit Wahrscheinlichkeit p; macht man den Schritt

1-p -p 1-p (9a)
2, (_; _2) 1] = P2
VP VP2 P

mit Wahrscheinlichkeit Py macht man den Schritt

ra ~P; 1-py ﬂg"- 1-py P (9b)
— — e oy Aoy ——
Ve VP2 P2 V 1-P1

in entgegengesetzter Richtung zu 51- Aus einem Vergleich von

(8a,b) mit (9a,b) entnimmt man (lax aber einpridgsam formu-
liert): Der Anpassungstest zur Verteilung

1 2 oder 3

Py Py *+ P3 (Freiheitsgrad 1)
ist nichts anderes als die Projektion des Anpassungstests
zur Verteilung

(Freiheitsgrad 2)

auf die Gerade, die durch den Schrittvektor Z& aufgespannt
wird. Die zundchst willkirlich erscheinende Auszeichnung von
51 als Richtungsvektor der x—Achse (in Abb. 3-8 und 3-9)
hat also eine Ulberraschende und inhaltlich sehr sinnvolle
Begriindung. Ebenso liefert die Projektion der zweidimensio-
nalen Irrfahrt auf E} die eindimensionale Irrfahrt, die zum
Anpassungstest auf die Verteilung

2 | 1 oder 3
Pz' Py * P3

gehdrt. Analoge Aussagen gelten filr Anpassungstests mit
h8heren Freiheitsgraden.
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3.5 Historische Anmerkung

Der Anpassungstest wurde von Karl Pearson im Jahre 1900
entdeckt. Cochran (1952) analysiert Pearsons Arbeit und
bezeichnet sie als eines der Fundamente moderner Statistik.
Wir wollen skizzieren, wie Pearson in jener Arbeit die
asymptotische Verteilung der Anpassungstestgr&ge - ohne das
heute durchgéngig benutzte Werkzeug der Charakteristischen
Funktionen -~ erh&dlt und Beziehungen zu unseren heuristischen
Uberlegungen herstellen. Pearson stellt fest:

Die absoluten Hiufigkeiten Dy NgypeeerDy, die beim Test der
Wahrscheinlichkeiten P1¢Pgres-rpy auftreten, sind polynomial
verteilt mit

pdng) = npy, Gz(ni) = npj (1-p;)  und

kov(ni,nj) = - np;py (1<i#ick)

Die zugehdrige kxk-Kovarianzmatrix §; ist nicht regulir:

P1(1-pP1)  -P1Py see ~P1Px
—PyP) p(1-py) ... ~P3Pk
Sk = n : : : .
~PxP1 “PkP2  ---  Pxll-Pg)

Sie wird reguldr, wenn man nur die ersten k-1 Zufallsgrdgen
betrachtet (Matrix Sk-l)' Die Inverse zu Sk-1 ist

l/p1+1/pk 1/Pk PR l/Pk
1/py 1/pa+1/pyk ... 1/py
A =1/n : : :

1/py 1/py e 1/pp1+1/pyg
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Nach dem Zentralen Grenzwertsatz in mehreren Verdnderlichen
ist dann der Zufallsvektor

R := (n;-np; lnz—npzl... [ ng—1-nPgk_1} (10)

fiir groBes n annihernd k-l-dimensiomal normalverteilt mit
der Dichte

-0.5 xt a ¥
f(xl'x2""'xk—1) =Ce dxl dxs ... dxk_1 (11)

Pearson beweist dann, da8 die quadratische Form Q = xt A x
Chi-Quadrat-verteilt ist mit k-1 Freiheitsgraden. Er
verformt das zu Q gehdérige Ellipsoid in eine Kugel. (Fir den
Fall der Einheitsmatrix A=E stammt das Ergebnis von Helmert
1876.) Der Beweis endet mit der Beobachtung, daB die quadra-
tische Form Q =xt A x in die Anpassungstestgrdfe t Uberfiuhrt
werden kann. Damit ist auch t Chi-Quadrat-verteilt mit k-1
Freiheitsgraden.

Man kann wie folgt eine Beziehung zwischen Pearsons Gedanken
und unserer heuristischen Begriindung herstellen. Durch Weg-
lassen der Komponente Xy = NE-npy in (10) projiziert Pearson
die in 3.3 und 3.4 betrachtete Irrfahrt in die Ebene xk=0,

in der sich die (nicht rotationssymmetrische k-1-dimensio-

nale) Normalverteilung (11) ergibt. Wir projizieren dagegen
in die Ebene orthogonal zu 3= (yp1|yPy|--+|yPk) und wihlen
die Koordinatenachsen so, daB die zugehdrige Kovarianzmatrix

zur Einheitsmatrix, die Grenzverteilung zur k-l-dimensiona-
len Standardnormalverteilung wird. vVon dieser gelangt man
unmittelbar zur Chi-Quadrat-Verteilung, ohne ilber allgemeine
quadratische Formen nachdenken zu milssen.

Rickblickend erkennt man, daB fiir einen Schiiler die aufge-
zeigten Zusammenhdnge (ohne inhaltliche Verfdlschung) erst
durch eine sehr konkrete Darstellung und Beschrdnkung auf

den dreidimensionalen Anschauungsraum erfahrbar werden.
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4 Chi-Quadrat-Unabhdngigkeitstest
Die Methoden, mit denen es uns im vorigen Kapitel gelang,

den Anpassungstest zu elementarisieren,lassen sich auch zur
Untersuchung des nicht weniger wichtigen Unabhdngigkeits-

tests nutzen. Obwohl uns die Parallelitdten zwischen beiden
Verfahren interessieren, ist dieses Kapitel unabhdngig von
Kapitel 3 lesbar. Der experimentelle Teil 4.1 ist in sich
abgeschlossen, der Abschnitt 4.2 dient wieder 2zur Vertie-

fung. Wir beginnen mit einigen Beispielen.

4.1 Experimenteller Teil

Beispiel 1:

Ist die Einstellung zu Mathe geschlechtsabhdngig? Im Rahmen
einer Projektwoche wurde eine Datenbank zur Computer-Part-
nervermittung programmiert (ndheres in Kapitell0). Etwa 40%
aller Schiilerinnen und Schiller eines Gymnasiums nahmen an
dem Partnertest teil. Sie hatten zur Feststellung &hnlicher
Interessenlagen auch die Frage zu beantworten "Magst Du das
Schulfach Mathe gern (+) weniger (o) oder garnicht (-) 2"
Ist die Wertschitzung geschlechtsabhéngig? Eine Datenbankab-
frage lieferte die Sechsfelder-Tafel:

Mathe + Mathe o Mathe -
Jungen 103 (ny41)| 41 (ng,) 45 (n;3) | 189 (ag) t=7.0
Mddchen 74 (nyy)| 44 (ny,) 61 (ny3) | 179 (ay)

177 (bl) 85 (b2) 106 (b3) 368 (n) Tab. 4-1

Eine entsprechende

Auswertung flir Deutsch lieferte dagegen:

Deutsch +| Deutsch o| Deutsch -
Jungen 43 71 75 189 t=8.25
Mddchen 64 62 53 179

107 133 128 368 Tab. 4-2

Bei beiden Fdchern scheinen die Tabellen

auf Unterschiede
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zwischen Jungen und Mddchen hinzuweisen. Sind sie m&glicher-
weise nur ein ein Zufallsprodukt der Stichprobe oder steckt
mehr dahinter?

Beispiei 23
Ist die Einstellung zum Schummeln altérsabhdngig? Eine an-
dere Testfrage lautet: "Was halten Sie vom Schummeln?

a) Dazu gehdrt auch etwas Geschicklichkeit

b) viel zu riskant

c¢) Das ist charakterlos"
Die erste Zeile von Tab. 4-3 zeigt die Antworten von Schi-
lerinnen und Schiilern der Sekundarstufe I, die zweite be-
zieht sich auf die Sekundarstufe II:

( a) b) c)
sI 151 20 22 193 t=8.37
SII 156. 11 8 175
307 31 30 368 Tab. 4-3

Andert sich die Einstellung zum Schummeln im Laufe der
Sschulzeit oder sind die geringeren Hdufigkeiten fir b) und
c) in der Sekundarstufe II nur zuf&llig zustande gekommen?
(Nebenbei bemerkt: von 33 Lehrerinnen und Lehrern, die eben-
falls an dem Partnertest teilnahmen, hielten nur zwei Schum-
meln fir zu riskant oder charakterlos.)

Beispiel 3:

Gleichheit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Es ist be-
kannt, daB "ausgedachte 2Zufallszahlen" selten gleichverteilt
sind. Ich bat Hiki, 50 mal die Zahlen 1, 2, und 3 rasch hin-
tereinander "aus dem Geddchnis" zu diktieren. Einige Tage
spdter wiederholte ich das Experiment. Besitzen die Ged&dcht-
nis~2ufallsgeneratoren beider Tage die gleichen Wahrschein-
lichkeitsverteilungen?
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1 2 3
1. Versuch 19 17 14 50 t=0.91
2. Versuch 23 13 14 50

42 30 28 100 Tab. 4-4

Solche und &hnliche Fragen beantwortet man mit dem Chi-
Quadrat-Unabhéngigkeitstest. Wir studieren ihn zundchst fir’
Sechsfeldertafeln wie in Tab. 4-1 bis 4-4.

4.1.1 Testgrdge

Mit der Chi-Quadrat-Testgr&Be t vergleichen wir die tatsdch-
lich eingetretenen Hiufigkeiten mit den H&ufigkeiten, die
wir erwarten wilrden, wenn die beteiligten Merkmale voneinan-
der unabhdngig wdren. Betrachten wir als Beispiel die Sechs-
feldertafel aus Tab. 4-1. Wir denken uns dort die Randwerte
fest vorgegeben. Es handelt sich um die Anzahl der am Test
teilnehmenden Jungen (ay=189) und M&dchen (a2=179), die An-
zahl der Teilnehmer, die dem Fach Mathematik die Wertschidt-
zung "+" (b1=177), "o" (by=85) und "-" (b3=106) entgegen-
bringen. Die Gesamtzahl der Teilnehmer ist n (368). Davon
sind a1/n (0.51} minnlich und blln {0.48) mdgen Mathe (+).
Wdren die Merkmale Geschlecht und Wertschdtzung unabhingig,
so hdtten wir nach der Multiplikationsregl im Feld n;; den
Anteil (alln)(blln) (0.25) erwartet. Bei insgesamt n Beob-
achtungen ergibt sich daraus die erwartete absolute Hiufig-
keit n(alln)(blln) =(a1b1)/n (90.9). Analog hitte man im
Falle der Unabhdngigkeit in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
die absolute Hiufigkeit (aibj)/n erwartet. Hier die numeri-
schen Ergebnisse fiir unsere Erwartungen (Zahlen gerundet):

Mathe + Mathe o Mathe -
Jungen 90.9 43.7 54.4 189 (ay)
Midchen 86.1 41.3 51.6 179 (ay)
177 (bl) 85 (b,) 106 (bj) 368 {(n)

Tab. 4~5 Im Falle der Unabhingigkeit erwartete Tafel
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Die Abweichungen zwischen erwarteter und beobachteter Tafel
(Tab. 4-1 und Tab. 4~5) werden gemessen durch die Testgr&Be

2
t= S (njj = (ajby)/n)
e ) {a;b3)/n

1=4.3

In unserem Beispiel ergibt sich fiir das Fach Mathematik

(103-90.9) (41-43.7) (45-54.4)
+ +
90.9 43.7 54.4

( 74-86.1) (44-41.3) (61-51.6)
+ +
86.1 41.3 51.6

= 7.0

Beim Fach Deutsch erhalten wir t=8.2. Die Testwerte zu den
tbrigen Beispielen entnimmt man den obigen Tabellen. Ist t
sehr groB, so sind -die Abweichungen zwischen den tatsdch-
lichen und den erwarteten H&ufigkeiten in den einzelnen
Feldern betr&dchtlich. Und das spricht gegen die Hypothese
einer Unabhdngigkeit der beteiligten Merkmale ~ wir verwer-
fen die Unabhdngigkeitshypothese. Wie schon in Kapitel 3
werden wir zundchst durch Computersimulation beantworten,
was "sehr groB" bedeutet.

4.1.2 Computersimulation

Wie sehen Sechsfeldertafeln aus, bei denen die beteiligten
Merkmale mit Sicherheit voneinander unabhidngig sind - und in
welchen Grenzen schwanken dann die Testwerte "normalerwei-
se™? Beﬁrachten wir als Beispiel wieder Tab. 4-1 {Abhdngig-
keit zwischen Geschlecht und Neigung zur Mathematik). Wir
denken uns eine Randbesetzung fest vorgegeben (etwa a1=139
Jungen, a2=179 Midchen) und lassen beide Gruppen ihre Wert-
schitzung fiir Mathe mit dem gleichen Zufallsgenerator wih-
len. Dadurch erreichen wir, daB8 das Merkmal Wertschdtzung
tatsdchlich nicht mehr vom Geschlecht abhdngt.
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Einstellung zu Mathe
geschlechtsabhdngig?

Einstellung zum Schum-—
meln altersabhingig?

Gleichheit zweier
Wahrsch.~Verteilungen ?

a,=189 Jungen a4=193 SI Schiller ay=50 1. Versuch
a,=179 Midchen ay=175 SII Schiller a,= 50 2. Versuch 0
p,=0.48 p,=0.23 p,=0.29| p,=0.82 p,=0.09 p;=0.09| p, =0.42 p,=0.30 p;=0.28
t t t
92 40 57 189 154 21 18 193 29 10 11 50
91 38 50 179 145 15 15 175 20 16 14 50
183 78 107 368 | 0.24 299 36 33 368 |0.66 4% 26 25 100 | 3.40
96 49 44 189 152 24 17 193 18 14 18 50
85 43 51 179 134 20 21 175 28 13 9 50
181 92 95 368 | 1.30 286 44 38 368 |1.04 46 27 27 100 |5.21
75 51 63 189 162 15 16 193 16 17 17 50
91 34 54 179 141 14 20 175 26 12 12 50
166 85 117 368 [ 5.37 303 29 36 368 [1.06 42 29 29 100 [4.11
101 39 49 189 155 14 24 193 18 19 13 50
81 48 50 179 139 15 21 175 21 19 10 50
182 87 99 368 | 2.87 294 29 45 368 |0.23 39 38 23 100 |0.62
93 46 50 189 153 20 20 193 25 12 13 Sso
86 46 47 179 137 24 14 175 23 14 13 50
179 92 97 368 | 0.09 290 44 34 368 |1.43 48 26 26 100 (0.24.
85 55 49 189 162 15 16 193 18 16 16 50
8l 39 59 179 148 12 15 175 21 16 13 50
166 94 108 368 | 3.48 310 27 31 368 (0.12 39 32 29 100 (0.54
92 49 48 189 160 19 14 193 24 16 10 50
82 38 59 179 143 11 21 175 20 12 18 50
174 87 107 368 | 2.83 303 30 35 368 |3.62 44 28 28 100 |3.22
85 48 56 189 152 22 19 193 23 15 12 50
89 34 56 179 154 10 11 175 14 20. 16 50
174 82 112 368 | 2.21 306 32 30 368 |5.78 37 35 28 100 (3.47
89 45 55 189 149 16 28 193 23 14 13 50
93 42 44 179 147 19 9 175 20 15 15 50
182 87 99 368 | 1.14 296 35 37 368 |9.17 43 29 28 100 |0.39
82 46 61 189 162 16 -15 193 17 14 19 50
83 41 55 179 144 13 18 175 20 15 15 50
165 87 116 368 | 0.33 306 29 33 368 |0.76 37 29 34 100 (0.75
Tab. 4-6

Computersimulation:

Schwankung von Besetzungszahlen und

TestgréBe t in simulierten Sechsfeldertafeln, bei denen die

beteiligten Merkmale voneinander unabhd@ngig sind. In der er-

sten und zweiten Zeile einer jeden Tafel wurde der gleiche

Zufallsgenerator verwendet.
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Bei unserem Zufallsgenerator verwenden wir die Wahrschein-
lichkeiten p1=0.48 (flr Mathe +), p2=0.23 (fir Mathe o) und
p3= 0.29 (flr Mathe -). Diese Wahrscheinlichkeiten entspre-
chen etwa den relativen Hiufigkeiten von Tab. 4-1. BAnalog
verfahren wir in den anderen Beispielen "Schummeln"™ und
"Geddchtniszufallszahlen”.

Den Spalten von Tab. 4-6 entnimmt man, wie die Sechsfelder-
tafeln und die zugehdrigen Testwerte schwanken. Tab. 6-7
zeigt noch genauer, wie sich bei einer Computersimulation je
1000 Testwerte auf die Intervalle der Breite 0.5 verteilten.
Nur in ca. 5% aller Fdlle ergaben sich Testwerte iber 6.

Mathe Schummeln Z.-Zahlen Grenz-
a,=189 a, = 193 as= 50 verteilung
t a,=179 a,= 177 a;= 50

[0.0 ; 0.5(| 0.22 0.24 0.22 3§§§

[0.5 ; 1.00| 0.16 0.16 0.14 0-172

1.0 ; 1.50| 0.14 0.10 . 0.13 .13

f1.5 ; 2.00| 0.10 0.11 0.11 o.(l)gi 53%

[2.0 ; 2.50| 0.08 0.07 0.08 8.063

£2.5 ; 3.0C| 0.06 0.07 0.06 0.049

3.0 ; 3.5c| 0.05 0.04 0.05 0-038

3.5 ; 4.0c| 0.03 0.05 0.03 0.030

[4.0 ; 4.5c| 0.03 0.02 0.03 0-030

[4.5 ; 5.00| 0.03 0.04 0.02 0.0 3

5.0 ; 5.5C| 0.02 0.03 0.02 .014

5.5 ; 6.00| 0.01 0.01 0.02 0.011 losg,

6.0 ; 6.5c| 0.01 0.01 0.01 0.0 L

6.5 ; 7.00| 0.01 0.01 0.02 0.00

7.0 ; 7.5c| 0.01 0.01 0.01 0.007

[7.5 ; 8.00| 0.01 0.01 0.00 0.005 [ggq

Tab. 4-7 Relative H&ufigkeitsverteilungen (1000 Testwerte)
und Grenzverteilung der TestgrdBe t bei Unabhéngig-
keit der Merkmale in einer Sechsfeldertafel

Tab. 4-7 1&B8t uns (v8llig analog zu Tab. 3-6) vermuten:
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Wenn die beteiligten Merkmale unabhiingig voneinander sind,

dann ist die Verteilung der TestgrdBe.t

(a) weitgehend unabhingig vom Stichprobenumfang (aq, as, n),

(b} weitgehend unabhingig von den zugrunde liegenden Wahr-
scheinlichkeiten, mit denen die Merkmale verteilt sind.

{c) In ca. 95% aller Fédlle liegt der Wert der TestgrdBe
unter 6, in ca. 99% aller Fdlle liegt er unter 9.

(d) Mit wachsendem Versuchsumfang (al, aj, N =D ) strebt
die Verteilung der TestgrbBe t einer Grenzverteilung
zu.

Blicken wir mit diesen Erkenntnissen auf die Eingangsbei-
spiele zuriick:

Beispiel 1: Bei den Tafeln, die die Zusammenhdnge zwischen
Geschlecht und Wertschdtzung der Schulfédcher Deutsch und
Mathematik beschreiben, ergeben sich Testwerte iiber 6. Wir
milssen die Hypothese einer Unabhdngigkeit (auf dem 5%-Signi-
fikanzniveau) zuriickzuweisen. (Fidr das Fach Englisch ergab
unsere Untersuchung {ibrigens einen sehr kleinen Testwert
t=0.39. Hier brauchen wir die Hypothese der Unabhingigkeit
zwischen Geschlecht und Wertschitzung nicht zu verwerfen.)

Beispiel 2: Wenn die Einstellung zum Schummeln von der
Schulstufe (SI oder S 11) unabhdngig widre, dann wédre ein
Testwert iiber 8 (8.37) extrem unwahrscheinlich. Auch hier
haben wir die Hypothese der Unabhdéngigkeit zu verwerfen.

Beispiel 3: Bei unserem Zufallszahlenexperiment erhielten
wir mit t=0.91 einen kleinen Wert. Die Hypothese, daB in
beiden Versuchen die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung
verwendet wurde, 148t sich nicht zurtickweisen. Eine spidtere
Kontrolle mit 200 Zufallszahlen je Experiment lieferte einen
noch geringeren Wert t=0.58. Hiki hat also einen "recht
stabilen" Gedéchtnis~Zufallszahlengenerator, der allerdings
keine gleichverteilten Zahlen liefert.
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4,2 Theoretischer Teil

Wir werden nun die in 4.1 experimentell gewonnenen Aussagen
theoretisch untermauern, indem wir zeigen: Wenn bei einem
Sechsfeldertest die Merkmale voneinander unabhéngig sind,
dann ist die Testgr&Be t (genau wie beim Anpassungstest auf
drei Wahrscheinlichkeiten) fir hinreichend groBen Versuchs-
umfang Chi-Quadrat-verteilt mit 2 Freiheitsgraden (Dichte-
funktion £(t) = 0.5 e~0:3%),

4.2.1 Vektorielle Deutung der TestgriBe

Wie schon bei den Simulationen in Tab. 4-6 betrachten wir
die Zeilensummen (Teilgruppen vom Umfang a;, a,, etwa 189
Jungen, 179 Mddchen) als fest vorgegeben., Die relativen
GruppengrbBen klirzen wir ab mit qi:=ai/n,'i=l,2. In beiden
Gruppen zdhlen wir, wie oft sich die fraglichen Merkmale
(etwa 12 +, 22 0, 3 € ~) ergeben. Bei Zutreffen der Un-
abhdngigkeitshypothese sind die (unbekannten) Wahrschein-
lichkeiten filr diese Merkmale gleich groB8:

p; fur + (Spaltensumme b;) _bj¥npy
py flir o (Spaltensumme bjy) bzsnpz

p3 fur - (Spaltensumme b3) b3xnpy

Wir kbnnen dann die Chi-Quadrat- Testgrise

1 2
€ = Z (ng - (a;bj)/n)" _ Z: (ny; ~ q;b;)
i1 (azb;)/n RN q; b;
4=1.3 §+1.3

approximieren durch die Hilfs-Testgréfe

2 2
(n;. - q;b;) 1 n;g. - q,b,
uw= ig T 9a% 0 == Dig = iy
i=1.2 9. (nP,& ) n .42 Vql_ Pj' !
%=1..3 i-1.3

indem wir nicht die Spaltensummen bj sondern deren Erwar-—

tungswerte npy & bj zur Normierung im Nenner heranziehen.
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Die Grenzverteilung (n ->®) bleibt davon unberihrt. Wenn
wir zeigen k&nnen, daB u asymptotisch Chi-Quadrat-verteilt
ist mit 2 Freiheitsgraden, dann wird das gleiche auch fiir t
gelten. (Wegen der in der Praxis unbekannten Werte fiir pi
ist u nur von theoretischem Interesse.) Wir deuten u (4hn-
lich wie in Kapitel 3) vektoriell

u = (1/n) IV 02 = K1/vR) V12
tiber das Normquadrat eines "Zustandsvektors" VhelRG .

nj3-qibi  niz2-qibz  ni13-q1b3
ya1P1 Yd1p2 Vaip3

nz1-qzb;  nz2-q2bz  n23-q2b3
Vazp1 Ydazp2 Vazr3

und stellen uns die Durchflihrung eines Unabhdngigkeitstests
nun als n (=a;+a,) - stufigen zeitabhingigen ProzeB8 vor. In
jeder der aj+a, Stufen (= Befragungen) erh8ht sich eine Be-
setzungszahl NjqpreeerNpgy der Sechsfeldertafel und eine der
Spaltensummen by,...,b3; q; und q, bleiben konstant. Die
Folge der Sechsfeldertafeln definiert auf diese Weise eine
Folge von Zustandsvektoren 9b=ﬁ,?&,.",3n, also eine
Irrfahrt in ms. Wir untersuchen, wie sich diese Vektoren
"von Schritt zu Schritt” &ndern. Antwortet etwa einer der
a; Jungen mit "+" (1), so erhdhen sich die absolute H&u-
figkeit n;; und die Spaltensumme b; je um 1. Der "alte"
Zustandsvektor

nji-diby  ni2-qibz ni13-q1b3
vaipi Vaipz . VaiP3

<
u

nz1-qzb;  nzz-qzbz  nz3-qbj3
Vazpi Vazp2 Va2p3

verdndert sich folglich zum "neuen™ Zustandsvektor

4 Riemer
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(n11+1)-qp(b1+1)  nj12-qibz  Nn13-q1b3

. Va1P1 Vdaip2 Vd1pP3
v' =
n21-qz(b1+1} nz-dzbz  n23-q2b3
Vazp1 Vazpz Vazp3

Die Differenz bezeichnen wir als Schrittvektor:

1-a1 o0 o 1 0o o
e11 := v'-v = = a2 =: q281,
92 0 o0 -1 0 0

VQZpl ydq2P1

Ergibt sich allgemeiner bei einer Befragung in der Teil-
stichprobe mit Umfang a; (bzw. Anteil q4) das Ergebnis j
(j=1 £ +, j=2 2 0, j=3 2 - ), so dndert sich der Zustands-
vektor nur in der Spalte j. Wir erhalten den "neuen" Zu-
standsvektor aus dem "alten", indem wir den Schrittvektor

-

eij gemd8 Tab. 4-8 addieren:

- - - - - -
€11 = d2€1 €12 T 9282 €13 = dz€3

mit
- - - - _ e - _ -
€21 = ~q1€1 €22 T "9182 €33 T 913
l/Vqlpl 00 0 1/ P2 0 00 l/Vqlp3
- -
gi= ey= e3=
-1/ d7P 00 0 —1/Vq2p2 0 00 —1/Vq2p3

Tab. 4-8 Raumliche Schrittvektoren

Wie man sieht, sind die Schrittvektoren gzj (die zu den a,
Mddchen gehdren) zu den Schrittvektoren glj (dex a; Jungen)
entgegengesetzt gerichtet. Wihrend eines Unabhdngigkeits-
tests liuft also eine n-stufige Irrfahrt in dem durch 31,
32 und é} aufgespannten dreidimensionalen Unterraum S (c RG)
ab. Tats&dchlich kann die Irrfahrt aber nicht "irgendwo" in S

enden: Da sich wegen %: nj4 = a; und %:qibj = a; die




99

Z&hler von ?n in jeder Zeile 2zu Null addieren, steht der
Zustandsvektor ;; am Ende der Irrfahrt orthogonal zu

VP1 VP2 /Py o o o

und 32 := '

o o o VP1 VP2 VP3

-
01:

also auch orthogonal zu deren Linearkombination

P1 P2 P3
ya1P1 yaip2 Y91P3

=14
]

Vaz o1 - Va1 o2 = Ya13z
-p1  _-P2  _-P3

qupl Yazp2 Vazps3

Vaiaz (p1€1 +p2e2 + p3e3l.

- . < s
{Die Kombination wurde so gewdhlt, daB n selber im dreidi-
mensionalen Raum S liegt und normiert ist.)

Die dreidimensionale Irrfaﬁrt, die wdhrend eines Sechsfel-
dertests ablduft, endet also mit Sicherheit in der Ur-
sprungsebene E von S, die zu 1 orthogonal liegt ("Freiheits-
grad 2"). Deswegen reicht es, wenn wir im folgenden die
zweidimensionale Irrfahrt verfolgen, die aus der dreidimen-
sionalen durch Projektion auf E entsteht. Der Endpunkt der
Irrfahrt (Ortsvektor Vn) und die TestgrdBe u =|@//mM \_fnuz
(flir die wir uns ja interessieren) bleiben hiervon unbe-
rihrt, da Vn sowieso in E liegt.

4.4.2 Zweidimensionale Irrfahrt

Die "rdumlichen Schrittvektoren® gij sind nach Tab. 4-8

skalare Vielfache der (orthogonalen) Basisvektoren gj- Wir
- =
berechnen deren Projektionen ES:=;5-<ej|;>n und erhalten

die "ebenen Schrittvektoren” g;j durch skalare Verviel-
N
fachung von fj (1€ig¢2, 1<j¢3). Mit

4*
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o> 2 1 1
] Pi 949,

und (1)

- - - - - > - 2 1
<ejln> = <ej|Varay(pie; + pye; *+ P3e3)> = Yaja; pyleyl oy

ergibt sich filr die Projektionen

e - - 5 - - - -
fj 1= ey - <ej|n>n = ey - (p1e; + Pye, + pyeq) . (2)

Hier eine Koordinatendarstellung als Beispiel:

i 5 N -P3
- 5 5 N Yaipg Yaip, VaiP3
f1=(1-py)es-Pyey-P3e; = . (3)
-(1-pg) | ) P3

Vaipy  VaiPy  Y93P3

Mit (2) oder (3) erhalten wir fir Lidngen und Skalarprodukte

1IN - Ly 2o (1¢3¢3) {4)
] ya,9, § py

- - _1 . 3

<E If > = (1<3,k<3; J#k) (5)
j ok 9,9,

Filr die Winkel ergibt sich

bd —
> <E;| £ )
‘I(F.,f ) = arccos ( =€|——_kr ) = arccos(_/_pq—pk ()
J k " f1l! "fk" (1—'P1') (1"Pk)

o
Die ebenen Schrittvektoren fije E sind skalare Vielfache:

— - -
_f’l. = quj und fzj = ‘q1fj .
Zur Veranschaulichung lassen wir in dem Beispiel "Geschlecht

und Wertschitzung von Mathe" unseren Computer per Simulation

100 Personen befragen und zwar 25 Jungen und 75



Mddchen (q1=0.25, q2=0.75). Wir nehmen an, unabhingig vom
Geschlecht werden die drei m&glichen Antworten mit den Wahr-
scheinlichkeiten p;=0.48, p»=0.23, p3=0.29 gegeben. Dann
erhglt man flr die ebenen Schrittvektoren (Zahlen gerundet):

—— — -~ -
(fy,£5)=121.7 I£)0=2.4 1f;,)=1.8 1£,,1=0.6
$(£),85)=110.4°  aFN=4.2 [F u=3.2 1E,50=1.0 (7
$(£,,5)=127.9° 1f50=3.6 IE 51=2.7 1E,41=0.9 ,

die wir in Abb. 4-9 veranschaulichén

Abb. 4-9a Abb. 4-9b
Projektionen der Basis- Schrittvektorenin E entstehen
vektoren 31,32,35 auf durch Vervielfachen

die Ebene E

Die Winkel zwischen den Schrittvektoren werden allein durch
die Antwortwahrscheinlichkeiten p;, p,, p3 bestimmt (die
nach Hypothese geschlechtsunabhingig sind). Die relativen
Stichprobenumfinge d1, 4y beeinflussen dagegen die Lidngen
der Schrittvektoren. So werden in unserem Beispiel dreimal
soviele Midchen befragt, "zum Ausgleich" sind die Schritt-
vektorin Elj der Jungen dreimal so lang wie die Schrittvek-
toren fzj der Mddchen. In Abb. 4-10 hat ein Plotter 100
Schritte protokolliert, die zu den Daten aus (7) und

Abb. 4-9 geh8ren. Zuerst wurden die 25 Jungen "befragt”
ilange Schrittvektoren), danach die 75 Middchen (kurze
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E Schritte

U425 [ 10‘°

Mddchen

Jungen

Irrfahrtebene mit den
Schrittvektoren
1 -
! 52 2
! - o 23
— x £11 f21“35-
——s 1 7 22
Jungen i 513
b '
"
1 ~
TestgroBe
1 —
2 ) u = 0.01v; ool = 0.01foBl?
& _— T 1
Middchen 5. ' ~ 6.05
)
a i
®

001
)

Abb. 4-10 Ebene Irrfahrt zum Unabhéngigkeitstest mit Projektionen

auf die Koordinatenachsen. Man macht 25 Schritte mit

einem der Schrittvektoren flj (Jungen) und 75 Schritte
mit einem der Schrittvektoren fzj (Md&dchen). Die Ant-
worten der Jungen sind: 3112121211123211121131112.
Die M#dchen antworteten mit: 2231133132123111121113333
1111332232223323133132121 1321231133231331313112321.
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Schrittvektoren). Natlirlich kann man bei der Befragung die
Geschlechter auch mischen. Durch Ausz&hlen des Irrfahrtpro-
tokolls zu Abb. 4-10 erhalten wir die Sechsfeldertafel

12+ 2 2o 32 -
Jungen 15 7 3 q1=0.25
Mddchen 29 18 28 q2=0.75

b, =44 by=25 b3=31 {experimentell)
pP1=0.48 | py=0.23| p3=0.29 (theoretisch)

1
1 ni; -9.:b,)
mit den Testwert u = —— L—it—jb—ﬁ—
100 {5 9Py
4=4.3

= 6.05 -

Ein Vergleich mit Abb. 4-10 bestltigt dieses Ergebnis. Hier
liefert der Endpunkt P der Irrfahrt mit 10BJ= 24.6 ebenfalls
den Testwert u=0.01]5B]2 =6.05.

Anmerkung: Wenn man Abb. 4-10 mit Abb. 3-9 vergleicht, dann
erkennt man, daB sich beim Unabhdngigkeitstest zwei "entge-
gengesetzt gerichtete", ihren Anteilen an der Gesamtstich-
probe entsprechend gewichtete ebene Irrfahrten {liberlagern.
Die Irrfahrten haben die gleiche Struktur wie die Irrfahrt
zum Anpassungstest. Das zeigt auch ein Vergleich der Formeln
{(4) bis (6) mit den Formeln (1) bis (3) aus Kapitel 3.

4.2.3 Zweidimensionale Normalverteilung

Die Endpositionen P(x|y) unserer zweidimensionalen Irrfahrt
sind normalverteilt., Um das (analog zu 3.3.3) einzusehen,
wdhlen wir die x-Achse eines Koordinatensystems fir E in
Richtung El, die y-~Achse orthogonal dazu in Richtung
§:=?2—fg und erhalten mit (4) und (5) die Koordinatendar-
stellungen



Jungen Mddchen
£ = g2 fa1 = bt
q1 92
0 0
- V - V
£15 = 2 f22 = i
q1 q2 j_P3
pz(l-pl) pz(l P1)
P1 _ Pl
. q 1-p £ 1-p
s - d2 1 fa3 = - (3L 1
q1 P2 q2 P2
p3(1-p1) p3(1-py1)
Tab. 4-11 Ebene Schrittvektoren in Koordinatendarstellung

Bei Projektion unserer ebenen Irrfahrt auf die x-Achse ma-

chen wir aj=nq; voneinander unabhdngige Schritte gemd8 der

Wahrscheinlichkeitsverteilung (Jungen)

P1 | P2 | p3
/3 i1=p1 | _ /qz P1 q2 P1
q1{ p1 q1 y 1-p1 q1 {1-p1 .

Erwartungswert und Varianz berechnen sich zu

ALY
q,

q.

1 q,

#y

(\/pl (l-pl) - (p;*py)

( (l-pl) + (Pz+93’

P, ) -0

1-p.

&) P
1-p, q, .

(8)
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Die restlichen a,=nq, Schritte auf der x-Achse (die zu den
Midchen gehdren) werden gesteuert durch die Verteilung

P1 | P2 | P3
_ 19, ~P1 q, Py 9, P (9}
q, Py q, 1-p; q, 1-py

mit Erwartungswert /42 = 0 und Varianz vy = q1/495. Die x=

Koordinate am Ende der Irrfahrt ist eine unabhdngige Summe
von aj; ZufallsgréBen (8) und a, Zufallsgr&Ben (9). Erwar-
tungswert und Varianz ergeben sich daher zu

0

pUxY = ag My o+ oag My
Vix) = a; Vi + ay Vy = nq;(qy/q;) + nqz(ql/qz) =n,

Die gleichen Resultate erhdlt man fiir die y-Koordinate am
Ende der Irrfahrt.

Ergebnis:

Wenn wir die zweidimensionale Irrfahrt, die wdhrend eines
Unabhidngigkeitstests abliuft, auf die Koordinatenachsen der
Ebene E projizieren, entstehen eindimensionale Irrfahrten
mit Erwartungswert ¢ und varianz n. Nach dem Zentralen
Grenzwertsatz sind die Koordinaten des normierten Zustands-
vektors am Ende der Irrfahrt

13 . (x/\/"—
yn n \y//n

als Summen unabhdngiger ZufallsgrdBen anndhernd standardnor-
malverteilt. Wie in 3.3 macht man hiermit plausibel, das
(1/Vn) Gh zweidimensional normalverteilt und folglich die
Testgrdfe u=|(1/vn) Vnuz Chi-Quadrat-verteilt ist mit zwei
Freiheitsgraden.
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4.3 Verallgemeinerung

Aus Griinden der Anschaulichkeit haben wir den Unabh&ngig-
keitstest bisher nur fir 2x3 -~ Feldertafeln untersucht. Wir
skizzieren abschlieBend, wie sich die Uberlegungen auf be-
liebige kx1 -~ Feldertafeln verallgemeinern lassen.

ni1 ni2 ... niijaifqr fo (njj-qibj) 2 (10)

nz1 n22 ... n21fazjiqs P qibj

: Fra.

: {njj-qibj) 2 (11)
A= —_— -

Nkl nk2 ... Dk1|ak|9k i ng;pj

by bz ... bjln LA

P1 P2 .- P1 1

Tab. 4-12 kxl-Feldertafel mit Randsummen aj, bj und

Testgréfen t, u (gj:=ay/n)

Die TestgrdBe t ist jetzt fUr groBes n Chi-Quadrat-verteilt
mit m={k~1)(1-1) Freiheitsgraden, besitzt also die Dichte

£(t) = ¢ @m-z e"O.St

mit einer geeigneten Konstante c. Um das einzusehen, denken
wir uns wieder eine Randverteilung Ay reeeray mit den Antei-
len Apreeerdy als fest vorgegeben. Die Besetzungszahlen
by,s...,b; sind zufallsabhdngig. Bei GlUltigkeit der Unabh&n-
gigkeitshypothese werden die Besetzungszahlen in jeder Zeile
(also auch die Spaltensummen bl’""bl) durch die gleichen
(unbekannten) Wahrscheinlichkeiten Ppreeerp) gesteuert. Wir
approximieren die Chi-Quadrat-Testgrdfe t wieder durch die
HilfstestgrdB8e u, indem wir im Nenner von (10) bj durch npy
ersetzen. Die Grenzverteilung bleibt davon unberihrt, 4. h.
wenn wir zeigen, daB8 u Chi-Quadrat-verteilt ist mit m Frei-
heitsgraden, dann gilt das gleiche auch fiur t.
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Wir deuten u wieder als das Normguadrat eines Zustandsvek-

tors: u = (1/m) V12 = l[(1/vmv, 12 mit

Ny3-diPy Npa~%by .. Mmaiby

Va41P1 Ya1P2 NETS

Ny1=dgby Mpp~9Py +.- DNp1—9pby

Vn = y92P; q2P2 Vd2P)

Nga-dgPr Mga~kba  -ee MmOy

qupl VaxP2 VaxP1

Wenn sich im Verlauf eines Unabhdngigkeitstests in der i-ten
Teilstichprobe (vom Umfang aj) das Ergebnis j einstellt, so
verdndert sich der Zustandsvektor in der Spaltej und zwar um

den Schrittvektor (vgl. auch Tab. 4-8 als Spezialfall)

0...0 ~9d1 0...0

Wihrend eines Unabhingigkeitstests l4uft also wieder eine
Irrfahrt (im Raum mkl) ab. Der Zustandsvektor V; ergibt

sich am Ende als zufallsabhdngige Summe von n Schrittvekto-

ren. Da sich die Zdhler von Vh (am Ende der Irrfahrt) in
allen k Zeilen und 1 Spalten zu Null aufaddieren,
Zustandsvektor V; am Ende der Irrfahrt orthogonal zu den

Vektoren

steht der



0 0 ... 0 0...0ygy 0...0
: : . 0...0{g; 0...0
0 0 ... 0 : HE S
— . —
o; = /Ei JEE . /P A wy = |: o
0 0 ... 0 : [ :
0 0 ... 0 0...0{q 0...0
f3

(i=1..k, j=1..1). Von diesen k+1 Vektoren sind k+1-1 linear
unabhdngig. Folglich liegt der Zustandsvektor 3n am_Ende der
Irrfahrt in dem zugehdrigen orthogonalen Komplement, einem
kl-(k+1-1)= (k-1)(1-1)-dimensionalen Unterraum E von Rkl -
egal wie die Irrfahrt im einzelnen abliuft. Daher erklart

sich die Sprechweise vom Freiheitsgrad (k-1)(1-1).

Aus diesem Grund brauchen wir im folgenden nicht die Irr-
fahrt in RX! zu untersuchen, es reicht, wenn wir ihre Pro-
jektion auf den Unterraum E bzw. auf beliebige Geraden g
{("Koordinatenachse") von E verfolgen. g werde durch den
Einheitsvektor a aufgespannt, den wir ohne Einschrénkung
schreiben wollen als

C11 €12 .-

. €11
Vq1p1 Vai1P2 Vd1P1

€21 C22 «on c21
3 = {azp1 ya2p2 yazp1
k1 Ck2 --- Skl
y9kP1 Vakp2 qkP1
c_?_
mit |g] = 1 qilt i . (12)
4,9 qlp*

wegen glo, gilt > c13 =0 (i=1l,...,k) (13}
]
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Aus 1w

j folgt ;cij =0 (3=1sv.4,1) (14)

Eine kurze Rechnung liefert mit (14) die Beziehung

- - C.a
<e. l9> x4
i3 P,

Der Teil der Irrfahrt, der zu der i~ten Teilstichprobe vom
Umfang a; gehdrt, besitzt nach Projektion auf g den Erwar-

tungswert
cus
b a T @ (B -a T S oL
1 14 3 1] 14 d4
und die Varianz
2 2
- - Cia
V. =a ) p<e |g>=a > p. —3— =
i E Rl B | iy o
2 2
=i>z£i&_ =n ¥ Cix
9 F WP, F YR

{(i=1,...,k). Die gesamte Irrfahrt hat nach Projektion auf
die Gerade g folglich ebenfalls den Erwartungswert 0

2
o
und die Varianz V =3 V. =njy =* .4,
+ 7 LR

Normiert man, indem man den Zustandsvektor Vn am Ende der
Irrfahrt durch vn teilt, dann ist die Projektion auf g
<(1/\/ﬁ)\7’n|§> nach dem Zentralen Grenzwertsatz standard-
normalverteilt. Fihrt man in E wieder ein geeignetes Ortho-
gonalsystem ein, so ergibt ein Plausibilitditsargument (wie
in 3.3.3) die Unabhdngigkeit der m=(k-1)(1-1} Koordinaten,
die normierte Endposition der Irrfahrt (1/\[5)\7;’ ist dann
wegen der Produktregel m-dimensional normalverteilt. Hieraus
folgt wie in 3.4, daB die TestgrdBe u = | (1/YA)V {2 chi-
Quadrat-~verteilt ist mit m Freiheitsgraden.
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5 Wahrscheinlichkeiten gezinkter Quader

Die (gezinkten und ungezinkten) Quader haben mit ihren par-
tiellen Symmetrien bei einer konsistenten statistischen
Begriffsentwicklung in den Kapiteln 1 und 2 éusgezeichnete
Dienste geleistet. Wir wollen sie nun mit Hilfe der Chi~
Quadrat-Verfahren etwas eingehender untersuchen. Dabei kom-
men {(wie auch bei der Partnersuche in Kapitel 10) Anpas-
sungstests mit Parametern zum Einsatz. Wir werden die Tatsa-
che, daB sich die Anzahl der Freiheitsgrade um die Anzahl
der geschédtzten Parameter reduziert, nicht weiter themati-
sieren. Eine gingige Plausibilit#tsbetrachtung sagt uns
aber: Jeder Parameter, welcher aus der Stichprobe geschidtzt
wurde, stellt eine einschrinkende Bedingung fir die mdégli-
chen Besetzungszahlen dar und zieht eine Reduktion des Frei-
heitsgradesnach sich - genau wie die durch den Versuchsum-—
fang vorgegebene Summe der Besetzungszahien (eine Bedingung)
beim Anpassungstest zum Freiheitsgrad k-1 fiihrte und die
gegebenen Spalten- und Zeilensummen (k+1-1 Bedingungen) beim
Unabhéngigkeitstest den Freiheitsgrad kl-(k+1-1) lieferten
{(vgl. 3.4.1 und 4.3).

5.1 Wurftechnik

Hat die Unterlage einen EinfluB auf das stochastische Ver-
halten unserer Quader (Abb. 1-1)? Wir wirfeln mit einem 0.31
Becher einmal auf einer glatten Holzunterlage, ein anderes
mal auf einem Teppich. Beide Male wird der Becher auf die
Unterlage gestiilpt, so da8 die Quader nicht rollen. Wegen
der Symmetrie fassen wir die Gegenseiten des Quaders zu-
sammen. Es ergab sich die Sechsfeldertafel:

Seiten 1;6 | 2;5 ]| 3:4
Tisch 217 | 109 | 674 | 1000
Teppich 114 | 72| 314 | 500
331 {181 | 988 | 1500 t=4.6

Tab. 5-1 Ein Quader wird mit einem Becher auf verschiedenen
Unterlagen gewilirfelt



Der Testwert t=4.6 liegt deutlich unterhalb der 95%-Grenze
(6.0) der Chi-Quadrat-Verteilung mit 2 Freiheitsgraden. Wir
brauchen die Hypothese der Unabhéngigkeit des Wirfelergeb-
nisses von der Unterlage auf dem 5%-Signifikanzniveau nicht
zu verwerfen.

Anders sieht es aus, wenn wir die Wurftechnik &ndern. Wir
demonstrieren das filr einen gezinkten Quader, das lange U
{Abb. 2~1), das wir einerseits wieder mit einem Becher auf
einer Holzunterlage wiirfeln, andererseits aus 50 cm Hdhe auf
einen Teppich frei fallenlassen. Die instabilen Seiten, die
sonst durch den Becher gestiitzt werden, treten jetzt sehr
viel seltener auf. Tatsichlich zwingt uns ein Zwdlffel-
dertest

Seiten 1 2 3 4 5 6
Becher 42 33 (111 | 197 38 60 | 481
freier Fall 7 3 42 86 2 10 | 150
49 36 | 153 | 283 40 70 | 631 t=26.4

Tab. 5-2 Langes U: Becher auf Holz / freier Fall auf Teppich

die Hypothese der Unabhdngigkeit von Wurfergebnissen und
Wurftechnik fallenzulassen. Die Testgr®B8e t=26.4 liegt weit
oberhalb der 99%-Grenze (15.1) der Chi-Quadrat-Verteilung
mit 5 Freiheitsgraden. ARuch wenn wir zur Erh8hung der Be-
setzungszahlen die Gegenseiten 1-6 und 2-5 zusammenfassen

(3 und 4 sind nicht symmetrisch), dann ergibt sich ein
Testwert (26.3), der weit oberhalb der 99%-Grenze (11.3) der
Chi-Quadrat~vVerteilung (jetzt mit 3 Freiheitsgraden) liegt.

5.2 Boltzmann-Verteilung

In den vorangehenden Kapiteln hatten wir "aus dem Stegreif "
einige plausible Hypothesen iUber das stochastische Verhalten
unserer Quader aufgestellt, wie etwa eine Proportionalité&t

zwischen Wahrscheinlichkeit und Grundfldche bzw. Kippwinkel.
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Der Anpassungstest zwingt uns, alle diese Hypothesen zu
verwerfen. In der Tat kann man wegen der eben festgestellten
Abhdngigkeit der Wahrscheinlichkeiten von der Wurftechnik
nicht erwarten, Quader durch eine universell gliltige Wahr-
scheinlichkeitshypothese beschreiben zu kdnnen. Wir erinnern
jedoch an den Boltzmannschen Verteilungssatz, der das Ver-—
halten statistischer Systeme (etwa idealer Gase in Kraftfel-
derh) beschreibt. Der Satz besagt, daB die Wahrscheinlich-
keit eines Zustandes z in Abh&ngigkeit von der Energie E(z)
des Zustandes gegeben ist durch

P(z) = ¢ e “E(z)/(KT)

Dabei ist k die Boltzmannkonstante, T die absolute Tempera-
tur und c¢ dient zur Normierung. Je hdher also die Energie E,
desto unwahrscheinlicher ist der Zustand z. Beschreibt der
Boltzmannsche Verteilungssatz unsere (gezinkten) Quader? Da
die Energie, die zur Lage eines Quaders gehért, direkt
proportional zur HShe h des Schwerpunktes ist, impliziert
der Boltzmannsche Verteilungssatz: Je h8her der Schwerpunkt,
desto unwahrscheinlicher ist die Lage. W&hrend wir aber
frtther bei unseren (ungezinkten) Quadern mit der Proportio-
nalitdt zwischen Wahrscheinlichkeit P(i) und Fldche F(i)
gleichzeitig einen umgekehrt proportionalen Zusammenhang mit
der Schwerpunkth&he h(i) unterstellten (denn die Schwerpunkt-~

hthe ist beim Quader wegen der Formel "h(i):- F(i) = halbes
Quadervolumen" zur Grundfliche umgekehrt proportional):

P(i) = ¢-1/h(i) ,

liefert der Boltzmannsche Verteilungssatz einen exponentiel-
len Zusammenhang:

P(i) = c-e ~bh(1)
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Anpassungstest mit Parameter:

Unser Problem besteht nun darin, daB wir keinen Wert fir die
Konstante b kennen. (Bei Gasen hdngt b=1/kT von der Tempe-
ratur T ab.) Betrachten wir als Beispiel den langen U-Wirfel
mit den Schwerpunkth&hen:

ioJ1 g2 |3 |
n(i)[1.0[ 1.2 0.761] 0.539

und schauen wir, welche Hypothesen sich fir die Werte b=2,
b=3 und b=4 ergeben. (Der Normierungsfaktor c ergibt sich
aus der Bedingung P(1l)+P(2)+...+P(6)=1.)

|1 |2 |3 [4 |5 |6 [t |m

C

1 0.134/0.090(0.216(0.337|0.090|0.134( 19.2| ~760.81
2,21 0.109/0.060(0.224/0.437/0.060({0.209 7.7 -754.47
4.6 0.08510.038[/0.220({0.535/0.038/0.085 | 56.7| -775.46

Tab. 5-3 Verschiedene Boltzmann-Verteilungen
Wir vergleichen diese Hypothesen mit den experimentellen Er-

gebnissen aus der ersten Zeile von Tab. 5-2, die wir mit dem
Wirfelbecher auf einem Tisch erhielten:

i |1 | 2 |3 |4 |5 |6
a(i) 42 33 111|197 |38 60 (481)
r(i) 0.087/0.685[23.02(0.408|0.078[0.124 | (100%) ,

indem wir die zugehdrigen AnpassungstestgrdBen berechnen.
Die Testwerte t sind in Tabelle 5~3 aufgeflihrt. Fir b=3 ist
die OUbereinstimmung besser als flir b=2 oder b=4. Der Anpas-
sungstest (mit Parameter) besteht nun darin, den Wert fir b
zu finden, bei dem die Ubereinstimmung zwischen Hypothese
und Experiment optimal ist. Man sch&tzt also b aus der
Stichprobe. Dann untersucht man, ob der Testwert t fir
diesen Parameter oberhalb der kritischen Grenze der Chi-
Quadrat-Verteilung (jetzt mit 4 Freiheitsgraden, weil wir

einen Parameter aus der Stichprobe bestimmt haben) liegt.
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Es gibt zwei Methoden zur Schdtzung des Parameters:

(a) die Chi-Quadrat-Minimum-Methode,

bei der man b so widhlt,

daf der Testwert t minimal wird; b wird zwischen 2 und 4

liegen.

(b) die maximum likelihood-Methode:

Filr jeden Wert von b

bestimmt man die Wahrscheinlichkeiten P(1),...,P(6) und be-

rechnet (mit der Pfadregel) die Wahrscheinlichkeit

Q = p(1)2(1) p(z)al2)

p(6)2(8), mit der man das gerade

beobachtete Versuchsergebnis a(l),...,a(6) erwartet hétte.

Nun wéhlt man fUr b den Wert, bei dem Q am gréB8ten wird

(daher der Name maximum likelihood). @ ist bei hohem Stich-

probenumfang sehr klein, Daher maximieren wir in Tab. 5-3

den Logarithmus: m=log Q=a{l) log P(1l)+...+a(6) log P(6).

Wie man sieht,

liefert auch diese Methode einen Parameter b

zwischen 2 und 4.

Die Tabelle 5-4 stellt einen “verfeinerten Ausschnitt" von

Tabelle 5-3 dar.

Wir entnehmen ihr mit ausreichender Genau-

igkeit: bei b=2.7 wird t minimal (und m maximal). Der Test-

wert betridgt t=4.8, er liegt deutlich unter der 95%-Grenze

(9.5) der Chi-Quadrat—Verteilung mit 4 Freiheitsgraden.

i 1 2 3 4 5 6
h(i) 1.000(1.200(0.761|0.539|{1.200(1.000
al(i) 42 33 111 197 38 60 [ (481)

[x (D) 0.087[0.069[0.231[0.410[0.079[0.125] t m
b=2.30(0.127(0.080{0.220(0.366/0.080(0.127 9.5 [-755.86
b=2.40(0.124]0.077(0.221|0.376(0.077)0.124 7.4 |-754.80
b=2.5010.12210.07410.222(0.386(0.074{0.122 6.0 [-754.03
b=2.60]0.120)0.071]0.223]0.396[/0.071]0.120 5.1 [-753.55

[b=2.70]0.117][0.068[0.223]0.406[/0.068[0.117 4.8 |-753.36 |
b=2.80[0.115|0.065(0.224|0.416/0.065|0.115 5.1 [-753.45
b=2.9010.112]0.063(0.224|0.426/0.063]0.112 6.0 [-753.82
b=3.00(0.109]0.060(0.224]0.437|0.060]0.109 7.5 |-754.47

Tab. 5-4 Boltzmann-Verteilungen filr verschiedene

Parameterwerte b und zugehtrige Testgrdfen
(Langes U auf Holz mit Wirfelbecher)
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Das bedeutet: Die Wahrscheinlichkeiten des lahgen U~-Wirfels
sind (bei Verwendung eines Wiirfelbechers und einer Holz-
unterlage) mit der Hypothese einer Boltzmann-Verteilung
vereinbar. Die zugehdrige Verteilung lautet:

i [ 1 [ 2 3 [ 4 | 5 | 6
P (i) | 0.117] 0.0681 0.223] 0.406] 0.0681 0.117
oder analytisch: P(i) = 1.74 e~2:7 hii),

Auch bei freiem Fall auf einen Wollteppich sind die experi~
mentellen Ergebnisse mit einer Boltzmann—'Hypothese verein-
bar:

i 1 2| 3 4 5 6

h(i) 1.000/1.200/0.761|0.539(1.200] 1.000

a(i) 7 3 42 86 20 10 (150}

[rT3) [0.047[0.020[0.280[0.573]0.013]0.067 | t m
b=4,60[0.071{0.028{0.212({0.590(0.028|0.071 6.1 [-173.36
b=4.70{0.069|0.027|0.211(0.598|0.027| 0,069 5.9 |-173.19
' b=4.80[0.066{0.025[{0.209/0.607[0.025| 0.066 5.8 [-173.09
[b=4.90[0.064[0.024[0.207]0.616/0.024] 0.064 5.8 | -173.05]
b=5.00[0.062[0.023]0.206]/0.624[0.023[ 0.062 5.9 | ~173.06
b=5.10/0.060]0.02210.204|0.632|0.022{ 0.060 6.2 |-173.14
b=5.20[0.058/0.021(0.202/0.640|0.021] 0.058 6.5 [-173.27

Tab. 5-5 Boltzmann-Verteilungen filr verschiedene
Parameterwerte b und zugehdrige TestgrdBen
(Langes U bei freiem Fall auf einen Teppich)

Die Parameterschdtzung liefert jetzt einen wesentlich hdhe-
ren Wert b=4.9, aber auch hier liegt die TestgrdBe t=5.8.
deutlich unter der 95%-Grenze (9.5). Die zugehdrige Boltz-~
mann-Verteilung ist

i g1 g2 |3 a4 s s

P(i) | 0.064] 0.024] 0.207 ] 0.616| 0.024] 0.064
oder analytisch P(i) = 8.63 e ~4:9 D(i}-

Wenn man die Konstante b=1/(kT) "thermodynamisch" deutet,
kann man sagen: durch freies PFallen auf den Teppich ist die
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Temperatur T des Systems gesunken (je gr8Ber b desto kleiner
T). In der Tat sinkt bei kleiner Temperatur die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit fiir hochenergetische Zustdnde, die stabi-
len Lagen mit niedrigen Lageenergien werden bevorzugt. Diese
Ergebnisse sind kein Produkt spezieller Stichproben. Sie
gelten auch fUr unsere Quader, den kurzen U-WlUrfel und den
S-Wirfel, nicht jedoch ffir unsere L-Wiirfel und Rundh®lzer.
Ndheres hierzu in Riemer (1988).

Zusammenfassung:

(a) Die Wahrscheinlichkeiten gezinkter und ungezinkter
Quader hdngen in betrdchtlichem MaBe von den Versuchsbe-
dingungen ab.

(b) Die Wahrscheinlichkeiten werden (unabhingig von den
Versuchsbedingungen) durch Boltzmann-Verteilungen be-—
schrieben: P(i) = c e™P hii),

(c) Je "freier" die Quader geworfen werden und je unebener
die Unterlage ist, desto unwahrscheinlicher werden in-
stabile Lagen (groBe Schwerpunkth®hen) angenommen. Desto
grdBer ist der Parameter b.

5.3 Potenzverteilung

Wir greifen abschlieBend unser Quaderbeispiel aus Tab. 3-3
auf. Wir untersuchten dort, ob die Wahrscheinlichkeiten der
Seiten 2zu einer ganzzahligen Potenz (b=0,1,2...5) der Grund-
fldache F direkt (also zu einer Potenz der Schwerpunkthdhe h
umgekehrt) proportionai sind:

P(i)~ F(i)P ~ 1/(h(i)b) ("Potenzverteilung”)

Wir variieren nun b wie bei der Boltzmann-Verteilung konti-
nuierlich und erkennen aus der folgenden Tabelle 5-6, daB
der Testwert (1800 Versuche) nicht unter das Minimum 10.6
absinkt (Parameter b=2.8). Er liegt {lber der 95%-Grenze
(9.5) der Chi-Quadrat-Verteilung mit 4 Freiheitsgraden.
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i 1 2 3 4 5 6

h(i) 1.000{1.150{0.650/0.650{1.150|1.000

afi) 210 100 605 588 110 187 | (1800}
[r(i) 0.117]0.056/0.336(0.327/0.061|0.104 t m

b= 2.50 | 0.108(0.076|0.316(0.316|0.076(0.108 (| 19.5| -2799.04
b= 2.60 | 0.105]|0.073(0.322|0.322|{0.073(0.105 [ 14.6( -2796.32
b= 2.70 [ 0.102(0.070/0.327|0.327|0.070[{0.102 [[11.6| -2794.62
[b=2.80 [ 0.100]0.067(0.333]0.333[0.067]0.100 || 10,6[-2793.91
b= 2.90 [(0.097|0.065[0.338(0.338|0.065|0.097 [ 11.4|-2794.19
b= 3.00 |0.094|0.06210.34410.34410.06210.094 || 14.2|-2795.42

Tab. 5~6 "Potenzverteilungen" filir verschiedene
Parameterwerte b und zugehdrige Testgr&Ben
(Quader auf Holz mit Wlrfelbecher)

Wir miissen die Hypothese einer "Potenzverteilung” fir unsere
Quader auf dem 5%-Signifikanzniveau zurlickweisen.
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Teil 111 Eindimensionale Irrfahrten und Grenzwertsdtze
{Aspekte der Analysis in der Stochastik)

Den folgenden Kapiteln liegt eine gemeinsame Struktur zu-—
grunde: Wir lassen ein Teilchen nach gewissen Regeln zu-
fallsgesteuert auf der Zahlengeraden wandern. Wenn wir die
Position am Ende der Irrfahrt geeignet normieren, so beob-
achten wir mit wachsender Schrittzahl Konvergenz gegen eine
Grenzverteilung. Wir bestimmen deren analytische Form, indem
wir Rekursionsgleichungen durch Taylorentwicklung in Diffe-
rentialgleichungen iiberfthren und deren L¥sungen ermitteln.
Durch diesen didaktisch neuen Ansatz werden Themengebiete
wie der Zentrale Grenzwertsatz, Chi-Quadrat-Verteilungen
(mit Anwendung auf den Anpassungstest) und das Arcsin-Gesetz
einer elementaren Darstellung zuginglich.

vom didaktischen Hintergrund her sind unsere Ausfiihrungen
vergleichbar mit Engels Arbeiten (1976), mit denen endliche
Markoffketten im Schulunterricht heimisch wurden: Man be-
rechnet - ohne deren Existenz zu hinterfragen - diskrete
Grenzverteilgngen oder mittlere Wartezeiten bis zur Absorp-
tion in bestimmten Zustdnden Uber lineare Gleichungssys-—
teme. Wir haben es im folgenden mit "stetigen” Phiénomenen zu
tun und missen statt linearer Gleichungssysteme lineare
Differentialgleichungen betrachten.

Trotz der verbindenden Struktur kann man die folgenden Kapi-
tel unabhingig voneinander lesen. Wer die Briicke, die die
Differentialgleichungen zur Analysis schlagen, nicht be-
schreiten mdchte, beschrénke sich auf das computerunter-
stlitzte Studium der Phdnomene jeweils in den ersten Ab-
schnitten der folgenden Kapitel.

Fiir den mathematisch interessierten Leser sind Beziehungen
zu Kolmogoroffs Differentialgleichungen, zur Theorie der
Diffusionsprozesse und zur Renewal-Theorie in Kapitel 9
skizziert.



6 Zentraler Grenzwertsatz

Warum sind so verschiedenartige Dinge unserer Alltags-
welt wie MeBfehler, Eroduktionstoleranzen, Fruchtge-
wichte, Testergebnisse... "glockenf8rmig" verteilt?
Hinter diesem wohlbekannten Phénomen steckt der Zen-
trale Grenzwertsatz, der besagt, daB Summen unabhdngi-
ger Zufallsgr®Ben niherungsweise normalverteilt sind.
In den obigen Beispielen kann man sich nimlich die
Schwankungen der genannten Gr&Ben aus einer Reihe unab-
hdngig voneinander wirkender Komponenten zusammenge-
setzt denken. In der Tat kommt diesem Grenzwertsatz
wegen seines Beitrages zur "UmwelterschlieBung"™ auch im
schulischen Bereich ein beachtliches Eigengewicht zu.
In der Statistik gewinnt er eine zentrale Rolle, weil
er die Grundlage vieler Test- und Schitzverfahren be-
reitet (vgl. z. B. 3.3, 4.2, 10.3).

Wie schon erwdhnt, gehen wir in diesem Kapitel von der
(empirisch gesicherten) Existenz einer Grenzverteilung
fiir eine Folge von Summen geeignet normierter zZufalls-
gréBen aus und zeigen durch Aufstellen einer linearen
Differentialgleichung, das8 von den vielen glocken-

-0.5x2

férmigen Funktionen einzig die Dichte f(x)=ce der

Normalverteilung als Grenzverteilung in Frage kommt.

Das Schne an dieser heuristischen Uberlegung ist, das
sie nicht von den speziellen Verteilungen der Summanden
abhdngt und dadurch die Universalitdt der Normalvertei-

lung unterstreicht.
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6.1 Rekursionsformel flr "Summenverteilungen"

Die zeitliche Entwicklung einer Summe von Zufallsgrd$Ben (wie
das Entstehen der Punktzahl in einem Test, der Trefferzahl
in einer Bernoulli-Kette, einer Augensumme beim wiederholten
Wirfeln ...) 148t sich als Irrfahrt auf der Zahlengeraden

deuten.
m
p(m) ’ 1a-m
6 =V2/3 p(O) G=/ipi(i—/‘)2
1) 1/3 p(-m) P(-1)
1/3 p(0)

1/3 1/3
/AN

x-2 x-1 X X+1

Abb. 6-1 Abb. 6-2

Haben wir beispielsweise beim wiederholten Drehen des
Gliicksrades aus Abb. 6-1 die Punktsumme X erreicht, so er-
halten wir im ndchsten Schritt die Summe x~1, x oder x+1 je
mit Wahrscheinlichkeit 1/3. Wir springen also auf dem Zzah-
lenstrahl eine Einheit nach links, nach rechts oder wir
bleiben stehen wo wir sind. Die in Abb. 6-2 skizzierte
Situation, auf die wir uns im folgenden beziehen werden, ist
etwas allgemeiner. Wenn wir mit Pn(x) die Wahrscheinlichkeit
bezeichnen, daB man nach n Schritten die Position (=Punkt-
summe) x erreicht hat, dann gilt folgende Rekursionsformel

m
Po,i(x) = D Pp(x-i)-p(i) {1)
Ar-m
Genau dann steht man ndmlich nach n+l Schritten auf der
Stelle x, wenn man nach n Schritten auf der Stelle x-i stand
und (mit Wahrscheinlichkeit p(i)) einen Sprung der Weite i
ausfihrte. Man bezeichnet P41 auch als Faltung von P, mit
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p f{und schreibt Ph+1°Pn*pP). In Tab. 6-3 wurde diese Rekur-
sionsformel (fir p(-1)=p{0)=p(1)=1/3, BAbb. 6-1) zur Berech-
nung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen PysPyseeesPyg ver-—
wendet. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P, des Standortes
nach n Schritten hat bekanntlich den Erwartungswert num und
die Standardabweichung 6yn . Die zugehdrigen Histogramme
werden mit wachsendem n immer "breiter" und "flacher". Man
normiert daher den Standort x gem&B der Vorschrift
y:=(x-nﬂ)/( &6vn). Der normierte Standort y besitzt dann den
Erwartungswert 0 und die Standardabweichung 1. Wir beschridn-
ken uns im folgenden auf den Fall ux=0 und erhalten flr die
Stufenhdhe f,, des normierten Histogramms:

faly) = £4(Ea=) = €V Pp(x) oder
Palo) = g () 2

Das Histogramm, das zu dieser normierten GrdB8e y gehdrt, ent-
steht aus dem Histogramm der nicht normierten GréBe x, indem
man die Breite der Histogrammstufen mit dem Faktor 1/(6'Vn)
staucht und die Stufenhdhe zum Ausgleich mit dem Faktor &vn
streckt. Die Histogrammfl&dche 1 bleibt davon unberiihrt.

Abb. 6-4 veranschaulicht diesen Vorgang fiir die Verteilung
Py aus Tab. 6-3).

6.2 Differentialgleichung der Normalverteilung

Zeichnet man die normierten Histogramme fUr verschiedene
Werte von n, so erkennt man, daB sie "libereinander" liegen
und sich einer glockenférmigen Funktion f "anschmiegen". Wir
wollen den analytischen Ausdruck dieser Funktion bestimmen.
Dazu setzen wir (2) in die Rekursionsformel (1) ein und
erhalten eine Rekursionsformel fiir die normierten
Histogramme:

1 x-1i

x oL 1
- _ = 5 — f (==
6 Vn+l n+1( 6Vn+1 ) 42_‘ p(i) 6vn n(SVﬁ)

, also
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£ 6V+_1 V “Z PU) £ (= GV_ (3)

¢ — — B4 A —1

Die Rekursionsformel ist in Abb. 6-5 (wieder fUr p(-1)=p(0)=
p{l)=1/3) veranschaulicht. Dort haben wir die Stufenmittel-
punkte der normierten Histogramme £, flr n=9 und n=10 einge-~
zeichnet (und fiir n=9 durch ein "Wahrscheinlichkeitspolygon”
verbunden. Die Rekursionsformel (3) besagt anschaulich: wenn
man das {(durch p gewichtete) Mittel nebeneinander liegender
"Stlitzwerte" von £, (A) mit dem Faktor V?E:ET7H- verlidngert
(B) und von x/(6Vn) auf x/(6Vn+l) verschiebt, dann erhilt
man einen Stlitzwert (C)} von fn+l‘ Dieser liegt, wie man
sieht, wieder sehr nahe bei f,. Wenn nun die Histogramme £
mit wachsendem n gegen eine Grenzfunktion f konvergieren (5 3%

4

fn+le), dann muB auch f£f eine Form haben, fir die das "ver-
léngerte" und "verschobene" arithmetische Mittel aus Funk-
tionswerten wieder einen Funktionswert ergibt. Nun liegen
bei hohem n alle Stellen, die zur Bildung des Mittelwertes
bendtigt werden, sehr nahe beieinander, und wir ké&nnen ihn
auch durch eine Taylorentwicklung von f um die Stelle y= SV—

berechnen. Wir erhalten auf der rechten Seite von (3)
> :

A = (1) £y ——==)
£ P Y "6m

1
f(y)Zp(l) - f (y) Zp(l)l + f"(y)Z p(l)l =

Am-mn 4s-m
1 L. g— IS 6__1

1
fly) + — £''(y),
2n

Wegen B =Y 1+(1/n)~ 1+1/(2n) ergibt sich hiermit fiir die
rechte Seite von (3)

1 1 1 1
BAZ{l+— )} (f(y)+ — £'"(Y))~ £(y) + — £ly) + — £'"'(y), (4)
2n 2n 2n 2n
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Auf der linken Seite von (3) ergibt sich wegen

Y AL ey P L
6vn+i  6vn ¥n+l Y 2n Y 2n
C = fl—m £(y) -— y£' (3) (5)
h (SVn+l)“ AT S '

und als Bedingung an die Grenzfunktion f erhdlt man durch
Vergleich von (4) und (5) die Differentialgleichung

£ly) + y£'(y) + £'"(y) = 0. (6)

Die linke Seite ist die Ableitung von yf(y)+£f'(y) und damit
ergibt sich durch Integration eine Differentialgleichung
erster Ordnung

yE(y) + £'(y) = ¢ (Ce R), (7)

Aus der Symmetrie von £ folgern wir £'(0)=0. Setzten wir das
in {(7) ein, so erhalten wir fiir die Konstante c=0 und (7)
vereinfacht sich zu f'(y)/f(y)= -y. Durch Integration erhal-
ten wir In(f(y))=-y2/2+k (keR) und £(y} = c e~0.5¥%, Wegen
f(y)dy = 1 muB gelten ¢ =1/V2T. Das kann man nachweisen,
indem man das Volumen des Kdrpers berechnet, der durch
Rotation des Graphen von x->e—0.-5%% um die y-Achse entsteht.
Berechnet man das Volumen mit Polarkoordinaten, so ergibt
sich 2T , fiihrt man die Berechnung in kartesischen Koordina-
ten durch, ergibt sich (je‘°-5x7’dx }2. (Vgl. auch Scheid s.
114 £f).

Ergebnis: Ist x die Summe aus n ZufallsgrdBen, die alle die
gleiche Verteilung (mit Erwartungswert/u, und Standardabwei-
chung 6) besitzen, dann kommt filr die Grenzverteilung (n->w)
der normierten Summe y=(x—ry;)/(6\/ﬁ) nur die Normalverteilung
f(y)=ce-0.5¥? in Frage.
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Meist benutzt man den Zentralen Grenzwertsatz fiir nicht
normierte Summen x wie folgt zur Berechnung von Niherungs-

werten
b-npt
LAl
- p Ay 2 - -
P {a<x<b) p(b,v_<y< e ® ff(y)dy d)( 4)( /

T

wobei ¢ eine (tabellierte) Stammfunktion der Normalvertei-
lung f ist. Anwendungsbeispiele finden sich in10.3. Der
Lesexr, der die heuristischen Uberlegungen auf den allgemei-
nen Fall nicht identisch verteilter Summanden {(und den Fall
M #0) lbertragen mdchte, sei auf Riemer (1985) verwiesen.
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7 Eindimensionale Irrfahrten und Chi-Quadrat-vVerteilung

Wir modifizieren Irrfahrten, die nach dem Zentralen Grenz-
wertsatz zur Normalverteilung fllhren und erhalten Uberra-
schend Chi~Quadrat-Verteilungen mit beliebigen Freiheitsgra-
den. Diese Entdeckung nutzen wir filr eine erneute Begriindung
des Anpasungstests, indem wir die Entwicklung der Testgr&Be
als eindimensionale Irrfahrt deuten. Wer sich mit Computex-
simulationen begniigen m&chte, beschrinke sich auf die Ab-
schnitte 7.1 und 7.3. Der Abschnitt 7.2 dient (nach dem
Vorbild von Kapitel 6) zur analytischen Vertiefung mit Hilfe
von Rekursionsformeln und linearen Differentialgleichungen.

7.1 Problemstellung

Wenn eine eindimensionale Irrfahrt

. in jedem Schritt durch eine belie-
ﬂ 0.5 bige Verteilung mit Varianz V und
v 0.5 Erwartungswert u (Abb. 7-1) gesteu-
ert wird, dann gehorcht der Standort
M=k v=1 X, nach n Schritten anndhernd einer

Normalverteilung mit Varianz nV und
Abb. 7-1 Erwartungswert nu. Die normierte

Zufallsgriége y:=(xn-gu)/VnV genligt
dann anndhernd der Standardnormalverteilung mit Dichte

0 - 1 e—O.Syl
Y ET

Dies ist die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes.

Wir modifizieren nun den Ablauf der Irrfahrt wie folgt: Bei
konstantem Erwartungswert m=k sei die varianz V der Vertei-
lung, die den jeweils folgenden Schritt der Irrfahrt steu-
ert, proportional zur momentanen Position X der Irrfahrt
(und nicht mehr konstant). Die Verteilung,die den n&dchsten

Schritt steuert, wenn man sich auf der Stelle x befindet,



129

kénnte aussehen wie in Abb. 7-2a. Fiur k=2 und Proportionali-
titsfaktor c=4 zeigt Abb., 7-2b m8gliche Schritte in Abhdn-
gigkeit von der momentanen Position.

.I \'

0.5 ~—~ LT T T~
w ’ y /’ \\ e \\\
| " N ~a N
T T T T T i L T T T T
/4=k V=Ccx 01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 X
Abb. 7-2a Abb. 7-2b

Man rechnet leicht nach, daB fiir k¥c/4 alle Stationen der
Irrfahrt in R} liegen, die Irrfahrt also definiert ist.

Im Mittel befindet sich unsere Irrfahrt nach m-1 Schritten
auf der Stelle (m-1l)k. Die Varianz nimmt (wegen der Propor-
tionalitdt zur momentanen Position} beim m-ten Schritt um
c(m-1)k zu, ist also nach n Schritten ck(l+2+...+n-1}) =

0.5 ckn(n-1). (Eine exakte Begriindung findet sich in Riemer
(1987, Teil I S. 122.) Wahrend in Abb. 7-1 die Varianz der
Irrfahrt proportional zur Schrittzahl n war, nimmt sie jetzt
quadratisch mit n zu. Deswegen normieren wir nicht mehr
mittels Division durch Vn wie beim Zentralen Grenzwertsatz,
sondern mittels Division durch n. Die normierte Position
y:=xn/n unserer Irrfahrt hat dann den Erwartungswert k und
die Varianz (c/2)k{1-1/n) ~ (c/2)k fir groBes n. Wihlen wir
c=4, so besitzt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von y=xn/n
fiir hohes n den gleichen Erwartungswert (k), die gleiche
Varianz (2k) und den gleichen Definitionsbereich (R:) wie
die Chi-Quadrat-verteilung f, mit k Freiheitsgraden, deren
Dichte definiert ist durch

£ ly) t= oy X2 70-5Y  mit
1 1
- — falls k gerade
(k-2) (k-4) ... 2 2
% L = falls k d
—_— ' == a S ungeraaqe.
(k-2) (k-4) ... 1 V2T g

5 Riemer




Abb. 7-3 Wir vergleichen die relative Hiufigkeit rjgggp

(r10000), mit der die "normierte Endstelle" y der

Irrfahrt nach 50 Schritten im Intervall I=[a;b[

liegt, mit der zugehdrigen Wahrscheinlichkeit

)
p =Jfk(ﬂdy
[

(Chi-Quadrat-vVerteilung)

k=2 k=18
1 1000 | T10000 (| P I T1000 | 10000 P
[0.0;0.5C| 0.219 | 0.223 | 0.221 |f 0; 5C| 0.000| 0.000 |0.001
{0.5;1.0C| 0.176 | 0.175 | 0.172 |C 5;10C| 0.062| 0.077 | 0.067
[1.0;1.50) 0.126 | 0.130 | 0.134 |[10;15[| 0.292 | 0.264 | 0.270
{1.5;2.0C| 0.101| 0.106 | 0.104 |f15;20C| 0.315| 0.327 |0.329
[2.0;2.50 | 0.082| 0.084 | 0.081 |[[20;25(| 0.213 | 0.208 | 0.208
(2.5;3.0C| 0.056 | 0.060 | 0.063 |[25:;30C| 0.082| 0.094 | 0.087
[3.0;3.50| 0.055 | 0.051 | 0.049 ([30;35[| 0.024 | 0.022 |0.028
[3.5;4.0[| 0.052 | 0.038 | 0.038 |[35;40C| 0.011 | 0.007 | 0.007
[4.0;4.5[| 0.023 | 0.032 | 0.030 [(40;45L| 0.001 | 0.001 |0.002
[4.5;5.00 | 0.033| 0.023 | 0.023 [[40:50[| 0.000 | 0.000 | 0.000
[5.0;5.5[ | 0.014 | 0.017 0.018 : : : :
[5.5;6.0L| 0.009 | 0.013 | 0.014
[6.0;6.5[ | 0.015| 0.012 | 0.011
[6.5;7.0[ | 0.006 | 0.008 | 0.009
5 £18
0.1 ~ ¥1000
} =13y
10 20 30

Chi-Quadrat-Verteilung
mit k=2 Freiheitsgraden

Chi-Quadrat-Verteilung

mit k=18 Freiheitsgraden




Die Frage, ob y fiir hohes n Chi-Quadrat-verteilt ist mit
Freiheitsgrad k, dringt sich auf. Simulationen (vgl. Abb.
7-3 fUr k=2 und k=18 mit 1000 und 10000 Irrfahrten der
Lidnge n=50) bestdtigen unsere Vermutung.

7.2 Differentialgleichung der Chi-Quadrat-Verteilung

Wir wollen das experimentelle Ergebnis analytisch unter-
mauern, indem wir (4hnlich wie zuvor beim Zentralen Grenz-
wertsatz) zeigen, daB die Grenzverteilung der Zufallsgr&Be
y = xn/n durch eine Differentialgleichung beschrieben wird,
die tatsdchlich durch die Chi-Quadrat-Dichte geldst wird.
Wir gehen wieder aus von der rekursiven Definition unserer
Irrfahrt: wenn wir die Stelle X, erreicht haben, dann
springen wir im n#dchsten Schritt auf

+ 2uy V;;r+ k , i=1,2 mit uy=-1, up=1

Xb = xa

je mit Wahrscheinlichkeit 1/2 (Abb. 7-4a).

—2Vx vk +2Vx,+k

Abb. 7-4a Abb. 7~4b

Wir fragen nun umgekehrt: von wo (xa) starten Spriinge, die
in xy, landen (Abb. 7-4b)? Wir haben folgende Gleichung nach

x, aufzuldsen: x5 + 2u; an + k = x;,. Es ergibt sich

a
Xy = ¥ =k +2-2u; Vxp-k+1 (1)

So k¥8nnen beispielsweise fiir k=2 die Spriinge, die bei xb=2
landen, nur von X =0 oder X5=4 gestartet sein (Abb. 7-2b).

5*
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Wenn P (x) die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daB man nach n
Schritten die Stelle x erreicht hat, {(ne N, x¢ R"), dann er-
h&lt man (aus Pfad und Additionsregel mit (1)) folgende
Rekursionsformel:

2
Pryilxp) =) T Pp(xyke2-2uy ke ), (2)
1=4 L

|
Xa

Da es aber nicht sinnvoll ist, bei "stetigen Prozessen”
Punkten Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen, arbeiten wir mit
Intervallen und Wahrscheinlichkeitsdichten: Bezeichnet gn(x)
die Wahrscheinlichkeitsdichte filr den Standort der Irrfahrt
nach n Schritten, so ist g, (x)dx die Wahrscheinlichkeit,
daB man sich nach n Schritten in einem Intervall um x der
Breite dx befindet. Wir legen nun um die "Zielstelle® X}
unserer Irrfahrt ein Intervall der Breite dx, (Abb. 7-4b).
Wie breit (dx,) kann das Intervall um die "Startstelle" Xa
sein, damit man noch in dxb landet? Aus (1) folgt durch
Differenzieren

uy

\f xb—k+1

ax,= (1 - ) dxy (3)

und anstelle von (2) erhalten wir fir die Dichten

Us

g3
1
Xp)d Xy = - (1~ ——) (x -k+2—2u.yx -k+1) dx,, (4)
gn+1( b) b 12_:" 2 ( \/xb-k+1 gn b i’7b b
L 1 L xa ) j_|
L——— dxa

FUr groBe Werte von x kbnnen wir n&hern:
1

Vx-k+1 ~Vx +N_(—k+l)x\/; ;
X

wir setzen xb=52 und (4) vereinfacht sich zu

yA
gne1ls?) =D

by

(1- %_4) gn(sz—k+2—2uiS) (5}

TS
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Die Dichte fj, der Zufallsgr8Be Yy=x,/n , an der wir ja
interessiert sind, entsteht aus der Dichte g, der Zufalls-
gr¥ge xp durch Strecken mit Faktor 1/n in horizontaler und
mit Faktor n in vertikaler Richtung:

4 X
fnl 2 ) = nogn(x); gn(x)= 7 fn( 2 ) .

Einsetzen in (5) liefert fuUr die normierten Dichten die

Rekursionsformel
2 2 . H
s 1 1 u, s" ~2u, s—k+2
= — - 1 -—) f (—2—). 6
n+l n+1( n+l ) n ; 2 { s ) n( n ) (&)

Wir setzen y:=xb/n=52/n. Wenn die Dichten fj gegen die
Dichte einer Grenzverteilung f konvergieren (n - w), so
kénnen wir im Grenzfall fp=fn,1=f setzen. Es ergibt sich

k

ii - 2. i) £(y-2u, \/” . (7)
2 T “IE "

0

Wir entwickeln die Terme A, B, C und D auf beiden
Seiten bis zur ersten Ordnung in 1/n (also bis zur
zweiten Ordnung in 1/Vn ). Wegen

n Y . Y .,
yi—) ey -= gilt A~ f(y) - = f'(y).
n+l n n
Weiter haﬁ man:
VY 2- 2 Y
Bx~f +(=2u, = + L= )E (Y.
(y)+( % v i a Y

.2
1 4
Vernachldssigung von Termen h8herer Ordnung (etwa HV:FC)

Hieraus ergibt sich mit 2 u; =0 , 2 —;— u;4 = 1 und unter
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2-k 2y
) £1(y) + —= £''(y),
n n

C~ f(y) + ( 3—+
n

Multiplikation mit (1 + %) liefert wieder unter Vernach-
ldssigung von Termen hSherer Ordnung

-k 2
£ (x) +—i £ (y).

1 4
D= fly) + ;-f(Y) +

Der Vergleich von A mit D liefert fiUr f die lineare Diffe-
rentialgleichung:

-y £'(y) = £(y) +(4-K)f' (y) + 2y£''(y)

oder

fly) + (d-k+y)f'(y) + 2y£''(y} = 0 (8)

Wie man nachrechnet, wird diese Differentialgleichung gel&st
durch

k-2 =0.5
£ = cym e,

also durch die Dichte der Chi-Quadrat-Verteilung mit k
Freiheitsgraden.

Ergebnis: Flir die Grenzverteilung der normierten Irrfahrt
kommt nur die Chi-Quadrat-Verteilung mit k Freiheitsgraden
in Frage. Damit sind die Ergebnisse der Computersimulation
kein Zzufall.

7.2.1 Verallgemeinerung auf beliebige Sprungverteilungen

Auch wenn man die Irrfahrt nicht durch die spezielle Vertei-
lung aus Abb. 7-2, steuert, sondern allgemeiner durch eine

Verteilung gemd8 Abb. 7-5a (mit M=k und V=4x), erhdlt man
die Chi-Quadrat-Verteilung als Grenzverteilung. (In der Tat
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stammt die Spalte rigoon (Abb. 7-3) von einer Irrfahrt, die
durch Abb. 7-5b gesteuert wurde.) Man Uberzeugt sich leicht,
daB auch die Herleitung der Differentialgleichung (8) auf
den allgemeinen Fall (Abb. 7-5a) Ubertragbar ist.

P2

2+2.47¥K

P2

ujpi=0 2 uj2 =1 ui=1.239=-ugq uy=0.442=-u

iPi i 1 4 u2 3
M =k V =4x M=2 V=4x

Abb. 7-5a Abb. 7-5b

7.2.2 Gammaverteilung

Wihlen wir in unserer Irrfahrt die Proportionalititskonstan-
te ¢ (zwischen Standort x und Varianz V) beliebig (also
nicht notwendig c=4 wie in Abb. 7-2 oder 7-5}, so erhalten
wir statt (8) die Differentialgleichung

£(y) + (cokey)E'(y) + 5y £0(y) = 0 (9

Sie wird gel8st durch die Dichte der Gammaverteilung

[
b -1 -b 2k 2
fly) = r'_(p—) yp e Y , ¥>0 mit p= —~ und b = .

Auf diese Weise kdnnen wir mit unserer Irrfahrt beliebige

Gammaverteilungen erzeugen.



7.3 Anpassungstest

Mit der Anpassungs-TestgréBe
Y i= 5 e (10)

Uberpriift man, ob die Hypothese einer Gleichverteilung
{p=1/X) mit den in einem Versuch ermittelten absoluten Hau-
figkeiten (nl'“zl'"'"k) vertrdglich ist (ny+ny+...4ny=nj.
Hat y einen zu hohen Wert, so weist man die Hypothese zurtiick
(vgl. Kapitel 3). Was haben unsere eindimensionalen Irr-
fahrten mit dem Chi-Quadrat-Anpassungstest zu tun?

Um diese Frage zu beantworten, setzen wir

L (n; - n )1 2 zit
x:=§ "—p—=2 Sl mit z, = n; - np . (11)
Axd p R p
~

In jedem Schritt eines Anpassungstests nimmt der Versuchsum-
fang n und eine der absoluten H&ufigkeiten n; um 1 zu. Da-
durch verédndert sich x um einen gewissen Betrag d. Es lduft
also wdhrend eines Anpassungstests eine eindimensionale
Irrfahrt ab. Wir zeigen: Wenn sie die Stelle x erreicht hat,
dann ist der Zuwachs d eine 2ufallsgrdBe mit konstantem
Erwartungswert k-1 und der Varianz 4x, die zur momentanen
Position proportional ist. Die Irrfahrt, die durch (11)
definiert wird, hat also eine Struktur, wie wir sie in den
vorangegangenen Abschnitten 7.1 und 7.2 studiert haben.
Folglich wird die normierte Irrfahrtposition y:=x/n, also
die AnpassungstestqgrdBe (10), £fiUr hohes n eine Chi-Quadrat-
Verteilung mit k-1 Freiheitsgraden besitzen. Damit haben wir
den Anpassungstest erneut (und unabh&ngig von Kapitel 3)
begrindet.



Wir tragen nun den Beweis der Aussagen nach, die wir Uber
Erwartungswert und Varianz des Zuwachses d soeben benutzt
haben. Die Irrfahrt (11} habe (nach n Schritten) die Stelle

4 2.1
-y
az4q P

erreicht. Falls im n+l-ten Schritt "1" f&llt, erhdht sich z,
(=n; -np) um 1-p (dennsowohl n als auch n; werden um 1 er-—
héht). Zyreeer2y erniedrigen sich je um p. Folglich gilt fir
die neue Position Xp der Irrfahrt (wegen kp=1)

»
n

(1/p) (23+(1-p})2+(2p-p) 2+. ..+ (2 -p) 2

= (212+222+...+zk2)/p-2(zl+22+...+zk)+(2/p)(zl—p)+l/p+kp
L X L 0 1

a

X+221/p-2+k+1l = X,+2z,/p+k-1
= Xg+d, mit d1=2z1/p+k—l.

Falls im n+l-ten Schritt "i" f&llt, &ndert sich (analog) die
Irrfahrtposition Xy um di:=2zi/p+k—l. Der Erwartungswert der

Anderung 4 (Zufallsgr&Be} ist konstant:

& L
plar =2 pa; = 2 Lozg o+ k1= koL
A= 0

Die Varianz der Anderung ist mit

L A 4
V(d) =) pldi-(k-1)12 = } (2202 = 4)_z;2 =4x,
4:4 Aed Azt

tatsédchlich proportional zur momentanen Position x,.



8 Eindimensionale Irrfahrten und Arcsin-Verteilung
"Wer durch 2ufall nach vorne kam, hilt sich oft
lange an der Spitze."

Wir beschdftigen uns mit dem Wechsel der Flihrung bei
Wettkimpfen gleichguter Kontrahenten. Es zeigt sich,
daB die seit dem letzten FlUhrungswechsel verstrichene
Z2eit Arcsin-verteilt ist. Dieses Ergebnis ist noch
relativ neu, es wurde 1967 von Feller bewiesen und hat
Uberraschende Konsequenzen, die unserer Intuition zu
widersprechen scheinen. Uns gelingt eine elementare
Darstellung dadurch, da8 wir das Problem der wechseln-
den Fihrung als Spezialfall einer Irrfahrt deuten, auf
die sich die in den vorangehenden Kapiteln entwickelte
"Technik der linearen Differentialgleichungen” anwenden
last.

Wer nur die Phidnomene studieren m&chte, beschrinke sich
auf die Abschnitte 8.1 bis 8.3 sowie den Anfang und das
Ende von 8.5. Vertiefungsm8glichkeiten bietet 8.4.

8.1 Einfilhrung

"Steffi wird besser benotet, sie lag in den letzten Mona-
ten bestdndig vor Nicole." Das Bild, das wir uns bei-
spielsweise von Schillern machen, ergibt sich aus einer
Vielzahl von Beobachtungen, die sich zu einem Gesamtbild
"aufsummieren®. Die Schiller, die im Zeitraum vor der No-
tengebung vorne lagen, werden besser beurteilt. Wir wer-
den im folgenden ein "pParadoxon" studieren, das unserer
im Alltag geprigten Intuition widerspricht. Einem merk-~
wilrdigen "Gesetz des Durchschnitts" zufolge haben wir
nimlich das Gefilhl, das zwei gleichgute Schiller (zwei
gleichstarke Spieler - oder noch unverfinglicher die
Seiten einer ungezinkten Miinze) w&hrend einer langen
Beobachtungsphase etwa gleichhdufig in Fihrungsposition
liegen werden. Weiterhin sind wir Uberzeugt,
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daB die Fllhrung des ®fteren wechseln wird. Tats#chlich ist
das Gegenteil wahr. Ein einfaches Beispiel m8ge erliutern,
was gemeint ist: Wir werfen eine normale Miinze 38mal und
notieren nach jedem Wurf, um welchen Betrag Zahl vor Kopf
fiihrt. Z. B. bedeutet "5", daB Zahl momentan 5 Positionen
vor Kopf liegt, "0" bedeutet "Ausgleich” und bei "-1" liegt
Kopf eine Position hinter ZzZahl. Da wir mit "Q" starten,
enth&lt das Protokoll 39 Positionen:

0121210-10-101234567287
878787876 5434543234... Tab. 8~1

Zahl liegt am Ende in Flhrung - und hatte diese Fihrung im
Laufe der letzten 28 Schritte inne. Wiirden wir die Miinze
10000 mal werfen, so hdtte die Seite, die am Ende filhrt, in
Uber 11% aller Fdlle die Filhrung in den letzten 9700 Wiirfen
nicht abgegeben. Es passiert im Mittel immerhin einem von 7
Schillern, daB er - mdglicherweise bis auf die ersten 5 Stun-
den - widhrend der restlichen 95 Stunden eines Schuljahres
sténdig hinter einem Kameraden zuriicklag, obwohl er gleich-
gut war und die unterschiedliche Bewertung durch puren Zu-
fall zustande kam. Wilrden wir beide Schiiler gleich benoten?

8.2 Irrfahrt: "Wer weit weg ist, der wird selten gefangen"

Wir untersuchen (zunschst unabhdngig von 8.1) die Irrfahrt
eines Teilchens im Bereich des positiven ZzZahlenstrahls. Das
Teilchen versucht, mit Spriingen der Weite e nach rechts
"auszureiBen". Es wird aber mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit "eingefangen", muB dann zuriick zum Ursprung und neu
starten (Abb. 8-2). Je weiter das Teilchen schon vom Ur-
sprung entfernt ist (Stelle x=ie) desto grdBer sei die
Wahrscheinlichkeit r(x), beim n#ichsten Schritt weiter nach
rechts zu springen, desto kleiner sei die Wahrscheinlichkeit
1(x), beim ndchsten Schritt im Ursprung zu landen. {Wer so-
fort wissen m8chte, wie sich die in 8.1 angesprochene Thema-
tik als Spezialfall dieser Irrfahrt deuten 148t, werfe einen
kurzen Blick auf den Anfang von Abschnitt 8.5.)



Abb. 8~2 Flucht eines Teilchens mit Sprungweite e

Wir wollen verlangen: Wenn sich das Teilchen bei x befindet,
dann sei der Erwartungswert flir die ndchste Position: x+d.
Das Teilchen komme also im Mittel bei jedem Schritt um den
konstanten Betrag d vorwdrts. Aus dieser Forderung ergibt

sich:

1(x)- 0 + r(x):(x+e) = x+d , also

r{x) = :—::‘— —> 1 fir x —> o
1(x) = 1-r(x) = :fé ~—> 0 fir x —>

Der Erwartungswert fiir die Position x des Teilchens nach n
Schritten ist gemdB8 Konstruktion n-d. Als Beispiel wd&hlen
wir e=2 und d=1, also r(x)=(x+1)/(x+2) und 1(x)=1/(x+2).
Hier das Protokoll einer Irrfahrt mit n=19 Schritten (also
20 Positionen):

0 2 4 0 0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Je weiter das Teilchen schon gekommen ist, desto geringer
wird die Wahrscheinlichkeit, daB8 es im ndchsten Schritt auf
0 zuriickgeworfen wird. Fiir x=28 betridgt diese Wahrschein-
lichkeit nur noch 1(28)=3.3%. Wir wollen vom Einzelfall
abstrahieren und fragen: Wo wird das Teilchen am Ende einer
langen Irrfahrt mit n Schritten stehen? Eher in der Nihe des
Ursprunges, eher "weit drauBen" (in der Ndhe von n-e) oder
irgendwo in der Mitte bei (n/2):e ?
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Um eine erste Antwort zu erhalten, simulieren wir je 1000
Irrfahrten mit n=19, n=99 und n=199 Schritten (20, 100 bzw.
200 mégliche Endpositionen), Um die Positionen x der Teil-
chen am Ende der Irrfahrt besser miteinander vergleichen zu
k8nnen, normieren wir sie, indem wir durch ne teilen:
y:=x/(ne). Wahrend x die Werte 0, e, 2e,..., ne annehmen
kann, befindet sich die normierte Endposition y im Intervall
f0;1]. Auch der Erwartungswert von y ist mit d/e (in unserem
Beispiel 0.5) von der Irrfahrtdauer n unabhéngig. Die Spal-
ten 2 bis 4 von Tab. 8-3 zeigen, wie sich die normierten
Endpositionen der (je 1000) Irrfahrten auf die in Spalte 1
angegebenen Teilintervalle von ({0;1] verteilen. Wir erken-~
nen:

- Die hdufigsten Werte liegen an den R&ndern. Am Ende der
Irrfahrt steht man also am wahrscheinlichsten in der N&he
von 0 oder ne, das Teilchen ist erst vor sehr kurzer Zeit
oder schon sehr lange nicht mehr eingefangen worden.

- Die Dauer n der Irrfahrt hat keinen merklichen Einflus
auf die Verteilung der normierten Endposition. Es gibt
eine Grenzverteilung.

- Die Verteilungen sind fiir e=2 und d=1 symmetrisch.

relative Hiufigkeit der
normicrien Endposition y zugehdrige Grenz-

(bei je 1000 Irrfahrten) Wahrscheinlichkeil verteifung
Intervall | n=19 [ 0=99 (n=199 [ a=19 [ n=99 | n=199
[0,0;0,1{ 0,188 0,194 0,192 0,195 0,204 0,203 0,205
0,1,0,2 0,095 0,101 0,087 0,095 0,091 0,091 0,090
10,2;0,3( 0,070 0,075 0,078 0,076 0,074 0,074 0,074
[0,3;0,4 0,076 0,054 0,067 0,069 0,067 0,067 0,067
{0,4;0,51 0,069 0,083 0,067 0,066 0,064 0,064 0,064
[0,5;0,6 0,057 0,051 0,073 0,066 0,064 0,064 0,064
10,5;0,7[ 0,081 0,073 0,070 0,069 0,067 0,067 0,067
10,7;0,81 0,071 0,082 [ 0,076 0,076 0,074 0,074 0,074

[0,8;0,9( 0,085 0,109 0,088 0,095 0,091 0,091 0,090
0,9;1,00 | 0,208 0,178 0,202 0,195 0,204 0,203 0,205

n = Dauer der Irrfahrt

x = Endposition der Irrfahrt

y = x/(ne) normierte Endposition der Irrfahrt

Tab. 8-3 Ein Teilchen springt um e=2 nach rechts oder zum
Ursprung zurick. Im Mittel kommt es um d=1 voran.



142
8.3 Rekursionsformel

Wir begniigen uns nicht mit Simulationen und berechnen rekur-
siv (wie in den Kapiteln 6 und 7) die Wahrscheinlichkeits-—
verteilung fiir die Endposition unserer Irrfahrt nach n
Schritten (Spalten 5 bis 7 in Tab. 8-3).

P, (x;) bezeichne die Wahrscheinlichkeit, das man nach n
Schritten auf der Stelle x;:=ie (ieN) steht. Da man nur von
der Stelle x3-1 auf die Stelle x; (i>0) gelangt sein kann,
und zwar durch einen Sprung der Weite e mit Wahrscheinlich-
keit r(x;_q)=(x;_1+d)/x; , gilt

= Xi-4 +d 3
Pu+p(Xy) = Ppix;_q) — 0<ign+l , (1)
i

Analog hat man mit 1(x;)={e-d)/x;,;

n n
P (0) = ) Bo(x)l(xg) = Ppixg) 5"—d ) (2)
i=0 i=0 A

Mit den Gleichungen (1) und (2) berechnet man nacheinander
Py , Py, P3... . Tab. 8-4 zeigt die ersten 19 Berechnungs-
schritte (wieder filir e=2, d=1)., Fassen wir in der 1l9ten
Zeile jeweils 2 Wahrscheinlichkeiten zu einer Klasse zusam-
men, so erhalten wir Spalte 5 von Tab. 8~3. So liegt bei-
spielsweise die normierte Endposition y=x;/(19e)=i/19 genau
dann im Intervall {{0.0;0.1[, wenn i=0 oder i=1 gilt. Das
passiert mit Wahrscheinlichkeit 0.129+0.066=0.195. Die Fort-
setzung der Tabelle und Zusammenfassen von jeweils 10 Wahr-
scheinlichkeiten fir n=99 (20 Wahrscheinlichkeiten flr
n=199) zu einer Klasse liefert die Spalten 6 und 7 von

Tab., 8-3. Tab. 8-4 und die genannten Spalten von Tab. 8-3
belegen wieder die Symmetrie der Verteilungen (flr e=2, &=1)
und die Tatsache, daB die gr&Bten Wahrscheinlichkeiten an
den Rindern auftreten.
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Dabei gibt der Term { ﬂ ) 2721 gije wahrscheinlichkeit an,
daB in den letzten i Schritten keine Rilckkehr zum Ursprung
erfolgte, der Term (Z(t})) 272(n-1} j4+ die Wahrscheinlich-
keit, daB man sich zur Zeit n-i im Ursprung aufhielt. Ein
Bewels dieser Formel ergibt sich im Zusammenhang mit der
Minzwurfinterpretation unserer Irrfahrt am Ende von 8.5.1.
Flir d/e#0.5 ist eine explizite Formel fiir P, nicht bekannt.

8.4 Differentialgleichung der Arcsin-Verteilung

Wir gehen von der in Tab. 8-3 gemachten Beobachtung aus, dasB
die Verteilung der normierten Standorte y fiir wachsendes n
einer Grenzverteilung zustrebt. Unser Ziel ist es, deren
Dichte f zu bestimmen (und damit die letzte Spalte von

Tab. 8-3 zu berechnen). Wir benutzen die Rekursionsformel

Xx-e+d

Prs1(x) = Pp(x-e)- X

0<x¢(n+l)e . (1a)
Die Dichte £, der zugehdrigen normierten ZufallsgrodBe
y:=x/(ne) ist definiert durch f£,{y)s=ne- P, (X) oder

1 R
PL{x) = e £,{y) , wobei gilt X=ney . {4)
{Anschaulich wird das Histogramm zur Verteilung P, in hori-
zontaler Richtung um den Faktor ne gestaucht und in vertika-
ler Richtung um den gleichen Faktor gestreckt. Die zugehd-—
rige Fldche "1" wird durch diese Transformation nicht verdn-
dert.) Wir setzen {4) in die Rekursionsformel (la) ein und
erhalten fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten f,, der normier-—
ten ZufallsgrdBe :

1 + x 1 x-e+d f X-e
(n+l)e "1\ (n+l)e/ ne x 1 \ne oder

ke S+ b4 (5 ()




mit y=x/(ne) {0<y<1l) ergibt sich

R ]

Fir groBe n kSnnen wir n&hern

£
n+l

n 1 Y
=y ————— 2y~ — , f =~ f ~f
n+l 1+(1/n) n

und auf beiden Seiten eine Taylorentwickung um die Stelle y
vornehmen. Es ergibt sich

Yy 1 e-d 1
£ly) - —-£f'(y) = (l + —) : (l - ———J'(f(y) -— £'(y)
n n ney n

Ausmultiplizieren liefert unter Vernachldssigung von Termen
héherer Ordnung in 1/n

y 1 e-d 1
fly) - =-£f'(y} = £(y) + — £(y) ~—— £(y) - — £'(y} .
n n ney n

Wir vereinfachen und erhalten fiir die gesuchte Grenzvertei-
lung f die lineare Differentialgleichung erster Ordnung:

(1-y) £'(y) =1 +

(d/e)-1
e_’J £(y) .

Mit der Partialbruchzerlegung

£'(y) y+(d/e)-1 _ _a b

= = - — +

£{y) y(l-y) y 1-y

und a=1-(3/e}, b=d/e erhalten wir durch Integrieren

£'(y) a b
gy = -2y + /—a
/f(y) /y /1-y Y
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also

In{f(y))= -a-ln{y) ~b-ln(l-y) + c , ce R.
Es folgt

k
fly) = ————— 0<y<1).
(y Y® (1y)® (0<y<1)

Flir k = sin{(aT)/T ist dies ist die Dichte der Beta-Vertei-
lung. Mitunter bezeichnet man sie (wegen a+b=1) auch als
verallgemeinerte Arcsin-Verteilung. Diese Bezeichnung riihrt
daher, da8 fiir a=b=1/2 gilt -

fly) =

1
m v y(l-y)

und diese Dichte 148t sich durch

2
F(y) == arcsin(yy )
geschlossen integrieren (Feller II, S. 471, S. 50). Damit
kénnen wir auch die letzte Spalte von Tab. 8-3 berechnen.
Beispielsweise gilt

arcsin(y 0.1)-arcsin(Vy0)] = 0.205.

2
P(0.0¢y<0.1) ==

Ergebnis: Die (normierte) Position y eines Teilchens, das
gemdB Abb. 8-2 dem Ursprung zu entfliehen sucht (es springt
in jedem Schritt um e Einheiten nach rechts oder zum Ur-
sprung zuriick und bewegt sich dabei im Mittel um d Einheiten
vorwdrts), wird nach hinreichend vielen Schritten beschrie-
ben durch die Arcsin-Dichte:

sin{aT)

fly) = ——/—————— mit b=d/e, a=1-b, 0<y<1l (5)
(y T yo (l-y)b ’ ’ Y




Der Verlauf dieser an dén Rindern des Intervalls ]0;1i[
unbeschrdnkten Dichte ist ftir a=1/2 und a=1/3 in Abb. 8-5
dargestellt,

1 1
5 fyy)=—1>1 —  a=1
© ayia -yt 2

@ ) = si? (x/3) a=
34 ny3(l-y)

Abb., 8-5 Dichte der Arcsin-Verteilung

Zum AbschluB studieren wir in Tab. 8-6 das Verhalten eines
Teilchens, das sich in jedem Schritt um e=6 Einheiten nach
rechts (oder zum Ursprung zuriick) bewegt und dabei im Mittel
um d=4 Einheiten vorwdrts kommt. Hier hat man also a=1/3.

relative Haufigkeit der
normierten Endposition y zugehbrige Grenz-
(bei je 1000 Irrfahrten) Wahrscheinlichkeit verleilung

Intervall | n=19 | n=99 | n=199 | n=19 | n=99 | n=199

{0,0;0,1( 0,081 0,105 0,087 0,088 0,091 0,081 0,030
[0,1;0,2[ 0,056 0,061 0,058 0,060 0,059 0,058 0,059
10,2;0,3( 0,064 0,048 0,054 0,055 0,053 0,053 0,053
[0,3;0,4[ 0,062 0,055 0,049 0,054 0,052 0,052 0,052
(0.4;0,5 0,051 0,050 0,054 0,055 0,054 0,054 0,054
10,5;0,6[ 0,058 0,064 0,071 0,059 0,058 0,058 0,058
[0,6;0,7( 0,061 0,068 0,060 0,067 0,065 0,065 0,065
{0,7;0,8 0,080 0,071 0,073 0,081 0,078 0,077 0,078
[0,8;0,9 0,118 0,120 0,109 0,114 0,107 0,106 0,107
[0,9;1,00 0,369 0,358 0,385 0,368 0,383 0,385 0,385

n = Dauer der Irrfahrt
x = Endposition der Irrfahrt mit
y = x/{ne) normierte Endposition der Irrfahrt

Abb. 8-6 Ein Teilchen springt um e=6 nach rechts oder zum
Ursprung zurtick. Im Mittel kommt es um d=4 voran.
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Der Vergleich mit Abb. 8-3 (wo e=2, d=1, also a=1/2 galt)
ist lehrreich. Das Teilchen ist jetzt nicht mehr so stark an
den Ursprung gebunden. Die Symmetrie geht verloren, aber die
gute Konvergenz der Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit
wachsender Schrittzahl n gegen die Grenzverteilung ist wie~
der beeindruckend. Die letzte Spalte wurde durch numerische
Integration der Arcsin-Dichte berechnet.

8.5 Ldnge des letzten Runs

Wir stellen nun die Beziehung her zwischen dem wiederholten
Werfen einer Mtinze (Abschnitt 8.1) und den Irrfahrten, die
wir in den Abschnitten 8.2 bis 8.4 untersucht haben:

Die Zeit, die beim Milnzwurf seit dem letzten Fhrungswechsel
verstrichen ist ("Linge des letzten Runs", Abb. 8-1) lds8t
sich deuten als Position x der Irrfahrt eines Teilchens, das
versucht, gemdsf Abb. 8-2 dem Ursprung zu "entkommen".

Anfangs sind Kopf und Zahl gleichh&ufig (Omal) gefallen,
die seit dem letzten Ausgleich verstrichene Zeit ist folglich
x=0 (Startposition). Nun wirft man die Milnze zweimal, man
fuhrt einen Doppelwurf aus. Sind dabei sowohl Kopf als auch
Zahl gefallen {Wahrscheinlichkeit 1/2), steht das Spiel
wieder ausgeglichen. Die seit dem letzen Ausgleich verstri-
chene Zeit ist dann schon wieder x=0. Man beginnt von vorne
zu zdhlen. Ist dagegen (a) zweimal Kopf oder (b) zweimal
Zahl gefallen (zusammen Wahrscheinlichkeit 1/2), hat man die
Spieldauer x=2 erreicht. Um von hier aus wieder Ausgleich
herzustellen, braucht man im Fall (a) zweimal zahl, im Fall
(b) zweimal Kopf (jeweils Wahrscheinlichkeit 1/4). Mit Wahr-
scheinlichkeit 3/4 erreicht man also die Spieldauer 4.

X =
verstrichene Zeit

x seit letztem
Ausgleich

Abb. 8~7 Irrfahrt und verstrichene Zeit
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Wir erkennen in Abb. 8-7 den Anfang der Irrfahrt aus
Abb. 8-2 (mit e=2, d=1, 1(2i)=1/(2i+2), r(2i)=
(2i+1)/2i+2)).

8.5.1 Exkurs

(kann beim ersten Lesen iiberschlagen werden, man setze dann
die Lektiire beim Resiimee fort. Fir das folgende vergleiche
man auch Engel Bd. 2 S. 52 f und Feller Bd. 1 S. 67 f.)

Zur Vervollstdndigung von Abb. 8~7 berechnen wir zundchst
die Wahrscheinlichkeit, daB in n Doppelwilrfen (abgesehen vom
Start) Kopf bestédndig vor Zahl lag. Das passiert genau dann,
wenn der Pfad, der den Minzwurf protokolliert, oberhalb der
n-Achse verlduft.

Q(2n;a-b)

P(0;0)
o P"(1;-1)

Abb. 8-8 Protokoll einer Miinzwurfserie, bei der bis zur Zeit
2n Kopf bestandig vor Zahl liegt.
(Hier 2n=10, Serie: KKKZKZZKZK, a-b=2)

Er kann dann in den Punkten (2n;2}, (2n;4), ... (2n;2n)
(allgemein Q(2n;a-b)) enden, wobei a und b 2dhlen, wie oft
Kopf bzw. Zahl fielen (a>b, a+b=2n). Alle diese Pfade, gehen
durch P'(1;1). Von P'(1;1) nach Q(2n;a-b) gibt es insgesamt
v=(2$}) Pfade. Die Anzahl der unglinstigen Pfade von P' nach
Q, die die n~Achse berilhren oder schneiden, gleicht nach dem
Spiegelungsprinzip der Anzahl aller Pfade von P"(1;-1) nach

Q, ist also u=({ 2?1). Daher gibt es von P(0;0) nach
2n-1 )

a-1

vom Ursprung iiber der n-Achse verlaufen.

Q(2n,a-b) genau v-u = ( ( ?'1) Pfade, die abgesehen
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LdBt man nun a die Zahlen n+l,...,2n durchlaufen, so heben
sich in der Summe die negativen Teile mit den positiven des
folgenden Summanden auf und die gesuchte Anzahl aller Pfade
tber der n-Achse ergibt sich zu

2n-1y - 2 (2n
( n ) =7 ().
Die Anzahl aller Pfade, die die n-Achse meiden,ist doppelt
so groB, und man erhdlt fir die Wahrscheinlichkeit, daB in

den ersten n Doppelwiirfen kein Ausgleich stattfindet

ty, = (P ) 2728,

n

1/2-3/4-5/6 ... (2n~1)/(2n)

r(0)-r(2)-r(4) ... r(2(n-1)).

Dieses Ergebnis zeigt: Die Wahrscheinlichkeit, daB der
letzte Ausgleich zwischen Kopf und Zahl 2n Zeiteinheiten
zuriickliegt, ist genauso groB wie die Wahrscheinlichkeit,
daB sich die Irrfahrt aus Abb. 8-2 (mit d=1, e=2) nach n
Schritten auf der Stelle 2n befindet. Abb. 8-2 beschreibt
also tatsdchlich die beim MuUnzwurf seit dem letzten Aus-
gleich verstrichene Zeit.

Wir tragen nun den Beweis von Formel (3} aus 8.3 nach:

Wenn bei insgesamt n Doppelwiirfen der letzte Ausgleich vor i
Doppelwiirfen stattfand, dann stand das Spiel nach n-i
Doppelwiirfen ausgeglichen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist
(zmjy)z-Z(n-i)' Bei den folgenden i Doppelwiirfen fand kein
Ausgleich statt. Das passiert mit der Wahrscheinlichkeit

ty =t 22 )2”21, pje Wahrscheinlichkeit, daB sich die Irr-
fahrt aus Abb. 8~2 nach 2n Schritten auf der Position x;=2i
befindet, ergibt sich als Produkt:

P, (21) = (iﬂ (Z(n—lw 2-2n .

n-i
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8.5.2 Resflimee

Wenn wir mit einer Mlinze n Doppelwlirfe machen und mit der
ZufallsgrdBe x die seit dem letzten Ausgleich verstrichene
Zeit z&hlen (x kann die Werte 0,2,4,...,2n) annehmen, dann
148t sich das Verhalten von x beschreiben als Irrfahrt:

1(4)=1/6

1(2)~1/4

1{0)=1/2
G

—4 }
r(2)=3/4 r{4)=5/6

r({0})=1/2 r(6)=7/8

Abb. 8-9 Verstrichene Zeit als Irrfahrt eines Teilchens

Die normierte ZufallsgrdBe y:=x/2n besitzt fUr groBes n die
Arcsin-Dichte

1

fly) = —F/———— und es gilt
Ty (1-y) 9

2
Ll b) &~ — (arcsin(Vb) - arcsin(ya)).

Pla <2n A

Am wahrscheinlichsten ist, daB der letzte Ausgleich vor sehr
langer (x=~2n} oder sehr kurzer Zeit (x=«0} stattgefunden hat.

Historische Notiz:

Die Thematik dieses Kapitels ist noch relativ "neu". Die
Tatsache, daB beim MiUnzwurf die seit dem letzten Ausgleich
zwischen Kopf und Zahl verstrichene Zeit x eine symmetrische
Verteilung besitzt, wurde empirisch durch Computereinsatz
gefunden und von Blackwell/Deuel/Freedman (1964) ohne Kennt-
nis der exakten Verteilung bewiesen. Die Formel (3) wurde
von Feller entdeckt und erstmals 1967 verdffentlicht (Feller
Bd. I S. 78. und S. 82 ).
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AbschlieBend belegen wir die in Abschnitt 8.1 erwdhnten Er-
gebnisse, die sich mit unserer Intuition nur schwer ver-
einbaren lassen,

Erstes Beispiel:

Wir werfen eine Mlinze 10000mal (n=5000 Doppelwlirfe). Wenn
am Ende der letzte Flhrungwechsel vor 9700 oder mehr Wiirfen
stattgefunden hat, steht man mit der Irrfahrt bei x»9700.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist mit

P(0.97¢y=x/ (2n)< 1)~ % arcsin(/T) - £ arcsin (0.97)%0.1108

erstaunlich groB. Ebenso groB ist (wegen der nicht weniger
Uberraschenden Symmetrie der Verteilung) die Wahrscheinlich-
keit, daB der letzte Filhrungswechsel nicht mehr als 300 Zeit-
einheiten zurlickliegt.

Zweites Beispiel:

Die Wahrscheinlichkeit, daB von zwei gleichguten Schlilern
einer wdrend der letzten 95 von 100 Stunden best&dndig vor
dem anderen lag, betrdgt (mit n=50, x=95, y=x/(2n)20.95)

P(0.95¢ys1) = 1 - 2 arcsin(f0.95) ~0.1435

mehr als 1 von 7. Die Begriindung: "Steffi lag bis auf die
ersten 5 Stunden des Halbjahres bestdndig vor Nicole, also
erhdlt sie die bessere Note" ist immerhin in einem von
sieben F&dllen ungerechtfertigt. Wer mdchte nach Kenntnis des
Arcsin-Gesetzes noch guten Gewissens behaupten, unsere Noten
seien "“gerecht"?
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9 Mathematischer Hintergrund

Zum AbschluB8 von Teil III wollen wir Beziehungen der voran-
gegangenen Kapitel zur Theorie der Diffusionsprozesse her-
stellen und skizzieren, wie sich die Ergebnisse der
heuristischen Uberlequngen mathematisch absichern lassen.

9.1 Brownsche Bewegung und Zentraler Grenzwertsatz

In den Zwanziger Jahren des letzten Jahrhunderts beobachtete
der Englische Botaniker Robert Brown unter dem Mikroskop die
nach ihm benannte unregelmédBige Bewegung kleinster in Fliis-
sigkeiten suspendierter Teilchen. Nach Experimenten mit
unterschiedlichen Materialien glaubte er aktive Molekiile
gefunden zu haben. Erst Ende des letzten Jahrhunderts ent-
deckte man den wahren Grund der Bewegung: eine hohe Zahl von
ZusammenstdBen der suspendierten Teilchen mit den thermisch
bewegten Flissigkeitsmolekiilen. In den Jahren 1905/1906
verdffentlichte Albert Einstein erstmals stochastisch fun-
dierte Untersuchungen zur Brownschen Bewequng. Er leitete
die Diffusionsgleichung 8£/8t = D 82f/8x? fiir die zeitabhin-
gigen Ubergangswahrscheinlichkeiten ab, die die Bewegung der
Teilchen beschreiben. Diese Differentialgleichung wird durch
die Normalverteilung (mit zeitlich verdnderlicher Varianz
geldst. Chung (1978, S. 265) spricht von einer "Ableitung
des Zentralen Grenzwertsatzes mit ‘Hilfe von Differential-
gleichungen". (Aus Physikalischer Sicht vielleicht noch
wichtiger als diese Herleitung ist Einsteins Formel fiir die
Diffusionskonstante: D=(2RT)/(Nf), wobei R die universelle
Gaskonstante, T die absolute Temperatur, N die Avogadro-
Konstante und f der Reibungskoeffizient ist. Diese Beziehung
erlaubte spdter die Bestimmung der Avogadro-Konstante aus
Beobachtungen zur Brownschen Bewegung, woflr Perrin 1926 den
Nobelpreis erhielt. (Kac 1949 S. 370)). Hier der fir uns
relevante Abschnitt aus Einsteins Arbeit von 1905:



§ 4. Uber die ungeordnete Bewegung von in einer Fliissigkeit
suspendierten Teilchen und deren Beziehung zur Diffusion.

Wir gehen nun dazu ilber, die ungeordneten Bewegungen
genauer zu untersuchen, welche, von der Molekularbewegung
der Wirme hervorgerufen, AnlaB zu der im letzten Para-
graphen untersuchten Diffusion geben.

Ks muB offenbar angenommen werden, daf jedes einzelne
Teilchen eine Bewegung ausfithre, welche unabhingig ist von
der Bewegung aller anderen Teilchen; es werden auch die
Bewegungen eines und desselben Teilchens in verschiedenen
Zeitintervallen als voneinander unabhingige Vorgange aufzu-
fassen sein, solange wir diese Zeitintervalle nicht zu klein ge-
withlt denken.

Wir fithren ein Zeitintervall ¢ in die Betrachtung ein,
welches sehr klein sei gegen die beobachtbaren Zeitintervalle,
aber doch so groB, daB die in zwei aufeinanderfolgenden Zeit-
intervallen r von einem Teilchen ausgefiihrten Bewegungen als
voneinander unabhéngige Ereignisse aufzufassen sind.

Seien nun in einer Fliissigkeit im ganzen n suspendierte
Teilchen vorhanden. In einem Zeitintervall = werden sich die
X-Koordinaten der einzelnen Teilchen um 4 vergréfiern, wobei
4 fiir jedes Teilchen einen anderen (positiven oder negativen)
Wert hat. Es wird fiir 4 ein gewisses Haufigkeitsgesetz gelten;
die Anzahl d» der Teilchen, welche in dem Zeitintervall =
eine Verschiebung erfahren, welche zwischen 4 und 4 + d 4
liegt, wird durch eine Gleichung von der Form

dn=rne@(ddd

ausdritickbar sein, wobei
+0

f g (d)dd=1
-0
und ¢ nur fir sehr kleine Werte von 4 von Null verschieden
ist und die Bedingung
=qp(—4
orfall, il =w(=4

Wir untersuchen nun, wie der Diffusionskoeffizient von ¢
abhingt, wobei wir uns wieder auf den Fall beschrinken, daB
die Anzahl v der Teilchen pro Volumeneinheit nur von z und ¢
abhéngt.

Es sei » = flz,f) die Anzall der Teilchen pro Volumen-
einheit, wir berechnen die Verteilung der Teilchen zur Zeit
t+ v aus deren Verteilung zur Zeit £ Aus der Definition
der Funktion ¢(4) ergibt sich leicht die Anzahl der Teilchen,



welche sich zur Zeit ¢ + v zwischen zwei zur X.Achse senk-
rechten Ebenen mit den Abszissen z und z 4+ da befinden.
Man erhilt:

4=+

flot + 1)dz = dz-.ff(.r+ Aepd)dd.

4=-0

Nun kdnnen wir aber, da t sehr klein ist, setzen:
flet+7) = f(m0+ L

Ferner entwickeln wir f(z + 4,7) nach Potenzen von 4:

[+ d,0=fl+ 42000 £ BM6D gy gy

z 2! a2

Diese Entwicklung kénnen wir unter dem Integral vornehmen,
da zu letzterem nur sehr kleine Werte von 4 etwas beitragen.
Wir erhalten:

+o +om
8
r+5be=r [o@aa+ 3L [agaaa
- -0

+oo
a*f A
+6x‘ ?(})(A)dd...

-w
Auf der rechten Seite verschwindet wegen ¢(z) = p(—z) das
zweite, vierte etc. Glied, wihrend von dem ersten, dritten,
finften etc. Gliede jedes folgende gegen das vorhergehende
sehr klein ist. Wir erhalten aus dieser Gleichung, indem wir
berficksichtigen, daB

f:(4)u=1,

und indem wir
+®
L i _
L[4 oaa-p
-

setzen und nur das erste und dritte Glied der rechten Seite
beriicksichtigen:
af arf
0 e = D
Dies ist die bekannte Differentialgleichung der Diffusion,
und man erkennt, daB D der Diffusionskoeffizient ist.
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Folgende Beziehungen bestehen zwischen Einsteins Ausfihrun-
gen und Kapitel 6: Wdhrend Einstein mit kontinuierlicher
Zeit t arbeitet und damit zeitliche Anderungen iber die
Ableitung 8£/dt beschreiben kann, nimmt bei uns der Zeitpa-
rameter nur ganzzahlige Werte an. Dafir normieren wir die
Verteilungen mit §%$T.Unter1assen wir die Normierung und
nehmen wir in Kapitel 6.2 Gleichung (3) nur die Entwicklung
des Terms A vor, so erhalten wir

£ne1X) = £ (X} + 0.5 82 £ "(x) baw.

fh+1(x) 'fn(x) ~

0.5 62 £,"(x).
n+1 - n

Deuten wir die linke Seite als Niherung eines zeitlichen
Differentials, so erhalten wir Einsteins Ergebnis:

Jd£/8t = D 82£/0x2 mit D=0.5 2. Umgekehrt 148t sich
Einsteins Differentialgleichung in unsere uberfiihren: Wir
nehmen - wie in Kapitel 6 implizit geschehen - an, daB die
Ldsungen fiir verschiedene Zeiten durch Normierung auseinan-
der hervorgehen: f(t,x)=(1/Vt)g(x/Vyt). Dann erhalten wir mit

9 Slg( X\ L ox afx
3t 2ve® (Vt_) Ve ® \/Iq(lt‘

und

dx? V%: 3

Ve

32¢ 1 l{ x

aus O£/3t = D 62£/9x2 (fur B=1, also D=1/2 und z=x/Vt) die
gewdhnliche Differentialgleichung der Normalverteilung

gl(z)+zg' (z)+g" (2)=0,

die wir in Kapitel 6.2 (Formel 6) hergeleitet haben.
Diese heuristischen Uberlegungen werden durch eine Arbeit
Khintchines (1933) auf ein festes Fundament gestellt.

Khintchine beweist dort den Zentralen Grenzwertsatz, indem

er die Folge von Verteilungsfunktionen summierter Zufalls-
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gréBen der zeitlichen Entwicklung einer Ldsung von Einsteins
Diffusionsgleichung gegenilberstellt. Diesen Beweis kann man
in leicht "modernisierten" Fassungen auch bei Ito (1965, S.
10) und Schuss (1980, S. 48) nachlesen. Das Faszinierende an
dem Beweis ist seine Ubertragbarkeit auf beliebige Diffu-
sionsprozesse. Wir werden Khintchines Methode nutzen, um die
in Kapitel 7 beobachtete Konvergenz diskreter Irrfahrten
gegen Chi-Quadrat-Verteilungen zu beweisen.

9.2 Diffusionsprozesse und Chi-Quadrat~Verteilung

9.2.1 Kolmogoroffs Diffefentialgleichungen

Wir betrachten n Schritte der Irrfahrt aus Kapitel 7.1, bei
der der Erwartungswert des Zuwachses in jedem Schritt kon-

stant (k} und die Varianz (4u) proportional zum momentanen
Standort u ist (Abb. 9-1).

-2Vu +2Vu -2¥x/vn_ +2Vx/Vn
VA
u u+k x(=u/n) x+k/n
Abb. 9-1 Abb. 9-2

Die Zuwidchse der zugehdrigen (mit 1/n) normierten Irrfahrt
{Abb. 9-2) haben dann den Erwartungswert k/n und die Varianz
4x/n. Wir stellen uns vor, daB das Teilchen zu den Zeitpunk-
ten ti=i/n (0gi<n) springt. F(x,y) bezeichne die Vertei-
lungsfunktion, die zu einem Sprung von der Stelle x aus
gehért (Atome vom Gewicht 0.5 bei x+k/n# 2VxX/ym). Es gilt

[ ty=x) Fix,dy) = k/n (= a(x)/n+o(1/n})) (1)
[ (y=x)%F (x,dy) = 4x/n+(k/n)? (= b(x)/n+o(1/n}) (2)

und die Lindebergbedingung

I(y—x)zF(x,dy) = o(l/n) fir jedesT>0 (3)
1Y-%>T
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(FUr hinreichend groBe n verschwindet das letzte Integral
gleichm&Big Uber kompakten Intervallen x¢[0;A]). Die Bedin-
gungen (1) bis (3) besagen, daB wir es mit dem diskreten
Modell eines Diffusionsprozesses zu tun haben, bei dem die
"Drift" a(x)=k konstant und die "Diffusion" b(x)=4x propor-
tional zum Standort ist. Bei einem "echten" Diffusionsproze8
variiert die Zeit t kontinuierlich und nicht in Springen der
GréB8e 1/n. Im Jahre 1931, also kurz vor Khintchines Arbeit
leitete Kolmogoroff fiur die Ubergangswahrscheinlichkeiten
von Diffusionsprozessen zwei Differentialgleichungen ab.
(Sie umfassen Einsteins Ergebnis als Spezialfall). Wenn
f(t,x,y) die Wahrscheinlichkeitsdichte fir einen Ubergang
von X nach y wdhrend der Zeit t bezeichnet, dann gilt unter
gewissen Bedingungen die Rlickwdrtsdifferentialgleichung (man
differenziert bei festem Ziel y nach der Startposition x):

,b%—f(t,x,y) = 2 b(x) 38711 flt,x,y) +alx) 2 £(t,xy)  (4)
und die Vorwidrtsdifferentialgleichung (man differenziert bei
festem Start x nach dem Ziel y):

1 )
293

]Q)

(b(y)E(t,x,y)) -2 aly) E(t,x,¥))  (5)

f(t,x,y) = 35

Nl

2
ot

Fir a(x)=k und b(x)=4x erhalten wir

) - 9 3

3t f(t,x) = 2xaxlf(t,x) + k Fw f(t,x) (4a)
2 f(t,y) = 2 ig-:f(t: ) o+ (4—k)J2-f(t y) (5a)
3¢ 1Y) = 2y o Y o9 ’

9.2.2 Differentialgleichung der Chi-Quadrat-vVerteilung:

Wir haben uns in Kapitel 7 mit der unter stochastischen
Gesichtspunkten naheliegenderen Vorwidrts-Fragestellung be-
schiftigt. Wie dort implizit geschehen, machen wir die An-
nahme, daB die Ubergangsdichten fir verschiedene Zeiten

durch Skalierung auseinander hervorgehen:



£(e,y) = ¢ 9td . (6)
W 2 £t L g(Z
egen 3y (tyy) = 173 9' (%)
9% _ 4 ] )
s £EY) = g3 ¢'' (%) und
A g e Y
& £y = 5 e ~FeH

ergibt sich mit z:=y/t aus Kolmogoroffs Vorwidrtsgleichung
(Sa) die Differentialgleichung der Chi-Quadrat-vVerteilung
mit k Freiheitsgraden

gz} + (4-k+2)g'(2} + 2zg''{(z) = 0, (7)

die wir in 7.2 hergeleitet haben.

9.2.3 L¥sung von Kolmogoroffs Differentialgleichungen

Filr den angeklindigten Konvergenzbeweis benbtigen wir die
L¥sungen von Kolmogoroffs Gleichungen (4a,5a). Wir erhalten
sie durch eine Transformation aus der Losung des Bessel-
Prozesses. Dieser DiffusionsprozeB hat eine Drift, die mit
a(x)=(k-1)/2x zum Standort x umgekehrt proportional ist

und die konstante Diffusion b(x)=1. Die zugehdrige Riick-
wirtsdifferentialgleichung

1
%p(t!x!y) = ';':—xi plt,x,y) "%‘1 ;’Tp(trxry) (8)
wird geldst durch
[
2, 2
3
plt,x,y) = exp(- 22 ) T I/2-10%) (9)
elxy) 2
o0
. : 1 X y2i+d
wobel Iq(x) = —_—
€ d( ) ,i;“ it I"(:tw;m)(l)

die modifizierte Besselfunktion der Ordnung d ist.
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keit der partiellen Ableitungen bis zur ersten Ordnung in t
und bis zur zweiten Ordnung in x Uiber beschrinkten Recht-—
ecken 0¢t<l und O<x<A, A beliebig 1) | Rine entsprechende
Konstruktion fitthren wir flr unsere diskrete Irrfahrt durch:
F(X,y) bezeichne (wie in 9.2.1 erl#utert) die Verteilungs-
funktion, die zur Stelle x gehdrt. Sie hat die Gewichte 0.5
an den Stellen x+k/nt2yx/yn. v(t;,x) bezeichne die Erwartung
von h zur Zeit t;=i/n unter der Bedingung, daB man sich zur
Zeit 0 bei x befindet. Es gilt

vit;,1,x) = [v(t;,y)F(x,dy), 0¢i<n und v(0,x) = h(x).

Sei nun £ >0 fest gewdhlt. Wir betrachten neben u die
Funktion ug {t,x) := u(t,x) + ¢&t,

1) Bezeichnet fy(t,x,y)} die Ubergangsdichte (9b), die zur -
Drift k gehdrt, dann liefert eine kurze Rechnung

.
Dutt,x) = 5t [ (Fap(t,x,y)-f (t,x,y))h(y)dy  und -

2
Lutt,x) = G [ (Fag (6,%,9) 28,5 (£,%,¥) +£, (£,%,¥) VR {y) dy.

Hieraus folgt die Stetigkeit der Ableitungen nach x fUr t>0.
Zum Beweis der Stetigkeit in t=0 benutzt man die Momente

P oy-x) £ (t,x,y)dy = kt

[ (y-x) 26 (e,x,y)dy = dxt+(2kek?) 2,
i (y-x) 3£, (t,x,y)dy = (24x+12kx) t2+ (8k+6k2+k3) t3

{(Johnson/Kotz S. 134). Man entwickelt die Testfunktion h um
x und rechnet nach, das du(t,x)/dx -> h'(x), 82u(t,x)/8x2 ->
h"(x) filr t -> 0. Die Stetigkeit der partiellen Ableitung
von u nach t ergibt sich dann aus (11). Beschrinktheit und
gleichméBige Stetigkeit der Ableitungen folgen aus der Kom-
paktheit des Rechtecks O0¢tg<l, Og<x<A.~



die die Differentialgleichung
2 _ ? 2
o % = 2x oot U +kogoug & (12}

18st und zeigen, da8 fiir alle x aus einem beliebigen be-
schrénkten Intervall [0;A] bei geniigend hohem n gilt

(e 2% > [ o () Fx,ay). (13)

Beweis:
Einerseits gilt wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von 2u/8t

ug(t+§,x) = ug(e,x) + 22U+ o(5). (14)

Andererseits hat man

1 32
ug (t,y) = ug(t,x) + (yxiZu+ I oy-x2 25 v,
+ 5 y=a1? rie,x,y)
. 3% 9
mit r(t,x,y) = 87-/“‘ aT'“’é ; 0<9<1,

t, x+ Hy-»)

Dabei sind die nicht explizit hingeschriebenen Argumente von

u, stets t und x. Durch Integration folgt mit (1) und (2)

qu(t,y)F(x,dy) =y, (t,x)+—Z‘1—"a—ax;U,_ + % 39705 +J+o(£—) (15a)
mit 3 = 3 [(y=x)2 r(t,x,y)F(x,dy) = o(l/n). (15b)

Die f{ilr 0€tgl, O0¢<x<A gleichm&Bige Konvergenz J=o(l/n) in
(15b) ergibt sich wie folgt: Man wihlt T beliebiq klein und
unterteilt das Integrationsintervall: Fir |y-x|< 7 nutzt man
die Kleinheit von |y-x| und die gleichmdBige Stetigkeit von
azubléxz, fUr |y-x|>7 folgt die Konvergenz aus der Linde-
bergbedingung (3) und der Beschr&nktheit von azuLlaxz. Da
n&mlich F(x,~) Atome nur in x+k/n*t2yX/yn besitzt, liegen mit
0¢x¢A auch die bei der Integration in (15b) auftretenden
Argumente x+A (y-x) in einem kompakten Intervall.

6*
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Zusammen mit {(12) und (14) folgt aus (15a,b)
u, (t+3,%) = f u (t,YIF(x,dy) + €5+ o(F) 4

woraus sich fiir hinreichend hohes n die behauptete Unglei-
chung (13) ergibt. Setzt man nun

wit;,x) = u, (t;,x)-v(t;,x),

so gilt w(0,x)=0 und wegen (13) fUr hinreichend groBes n und
alle xe[0;A) ¢+ w(tj,1,x) > [ w(t;,y)F(x,dy). Induktiv folgt
hieraus w(l,x)>0, also u(l,x}+¢ > v(1,x) fir alle x€[0;A].
Aus einer entsprechenden Abschidtzung nach unten ergibt sich
fiir jedes feste x: li@ v(l,x)=u(l,x). Aus der Konvergenz der
Erwartungen flir beliebige Testfunktionen folgt wie erwdhnt
die schwache Konvergenz der zugrundeliegenden Wahrschein-
lichkeitsmaBe. Insbesondere konvergieren filr x=0 die nor-
mierten Verteilungen unserer diskreten Irrfahrt gegen die
Chi-Quadrat-Verteilung mit k Freiheitsgraden.

In 7.3 haben wir erl&utert, daB auch wihrend des Anpas-
sungstests die Folge der Testgr®Ben als eindimensionale
Irrfahrt mit konstanter Drift k-1 und Diffusion 4x gedeutet
werden kann. Die Konvergenz der Testgr&Be gegen die Chi-
Quadrat~Verteilung mit k-1 Freiheitsgraden wird dadurch sehr
plausibel. Es ist jedoch nicht mdglich, den oben gefilhrten
Bewels zu einem exakten Konvergenzbeweis fir den Anpas-
sungstest auszubauen. Die zu einem Testverlauf gehdrige
Irrfahrt ist nimlich nicht markoffsch. Die Verteilung, die
den "Sprung" von der Stelle x steuert, hidngt nicht nur von
dem momentahen Wert X der TestgrbBe ab, sondern von den
Besetzungszahlen, also der "Geschichte" des bisherigen Test-
verlaufs. (Das Symbol F(x,-) macht keinen Sinn mehr.) Um die
Markoff-Eigenschaft zurlickzuerhalten, miiBte man einen mehr-
dimensionalen Diffusionsprozess untersuchen. Der Konvergenz-
beweis liefe auf einen Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes
in mehreren Dimensionen (Khintchine S. 11) hinaus - und
damit auf die in 3.5 erliuterte Idee Pearsons.
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9.3 Arcsin-Gesetz und Renewal-Theorie
Wir vergleichen die Irrfahrten der Kapitel 7 und 8 (Abb.

7-4a und Abb. 8-2). Nach Normierung mit 1/n bzw. 1/(en)
sehen sie wie folgt aus:

Kapitel 7 Kapitel 8
Chi-Quadrat~Verteilung Arcsin-verteilung
1 1 -_e-d enx+d
2 7 P Temkee  TO0= SIS

l __y xR ;1]
T - T T Xe H
e S S 0 x o xg '
"Drift"
1 d
[ty-x1F(x,a0) = 2k [ty-x)F(x,ay)= 5 &
"Diffusion"

I(Y-X)ZF(x,dy)= %4X+o(§) f(y—x)zp(x,dy)= }(4_.%4x+og})

Abb. 9-3 Abb. 9-4

Beide Irrfahrten haben eine "Drift”, die mit a(x)=sk bzw.
a(x)=d/e konstant und eine "Diffusion", die mit b(x)=4x bzw.
b(x)=(1~d/e)x zum Standort x proportional ist. Die Ausfih-
rungen der vorigen Abschitte besagen, daB die Grenzvertei-
lungen nur von "Drift" und "Diffusion" abhdngen. (Nur diese
Parameter gehen in Kolmogoroffs Differentialgleichungen
ein.,) Daher k&nnte man fir beide Irrfahrten gleichartige
Grenzverteilungen erwarten. Tats&dchlich handelt es sich in
Abb. 9-~4 aber nicht mehr um das diskrete Modell eines
Diffusionsprozesses. Wegen der mdglicherweise sehr groBSen
sprungweiten (von x direkt in den Ursprung) ist die Linde-~
bergbedingung (Kap. 9.2.1 Formel (3)) nicht mehr erfudllt.
Khintchines Beweis greift nicht mehr und das Auftreten
v3llig andersartiger Grenzverteilungen (Arcsin-Verteilung
statt Chi-Quadrat-~Verteilung) wird trotz gleichartiger Para-
meter verstdndlich.
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Um die in Kapitel 8 heuristisch begriindete Konvergenz gegen
die verallgemeinerte Arcsin-Verteilung abzusichern, ziehen
wir einen (recht tiefliegenden) Satz der Renewal-Theorie
heran (Feller 11 S. 472): Die Fluchtirrfahrt (in Abb. 8-2
ist sie im Gegensatz zu Abb. 9-4 nicht normiert) beginnt
nach Rlickkehr in den Ursprung immer wieder von vorne, sie
“erneuert" sich. Mit u, bezeichnen wir die Wahrscheinlich-
keit, daB bis zur Zeit n noch keine Erneuerung stattfand. y,
sei die seit der letzten Erneuerung verstrichene Zeit. Der
erwdhnte Satz besagt: Unter der Voraussetzung, dag uy eine
Entwicklung

u, = 072 L(n) mit Y k>1 L(kn)/L(n) -> 1 fir n ~>e (1)
besitzt, konvergiert die Verteilung der normierten Wartezeit
Yp/n bei wachsendem n gegen die Arcsin-Verteilung mit Dichte

s (aT)

fi{x) = To® (1ox)=

Dabei besagt die in (1) genannte Eigenschaft, das die Funk-
tion L reguldr variiert ("regularly varying tail"). Wir
beweisen nun, das unsere Fluchtirrfahrt (Abb. 8-2) die Vor-
aussetzung (1) erfiilllt. Dabei beschrdnken wir uns der An-
schaulichkeit halber auf den in Tabelle 8-6 dargestellten
Spezialfall mit Sprungweite e=6 und "Drift" d=4. (Diese
Irrfahrt ist nach Normierung identisch mit der Irrfahrt fiir
e=1 und d=2/3, bei der die Position mit der seit der letzten
Erneuerung verstrichenen Zeit zusammenf&llt.) Aus der Pfad-
regel folgt

- 258 ... (3n-1)
n 369 ... 3n

Daneben betrachten wir die Folgen

36 9 ... 3n t = 4 7 10 ... (3n+l1)

n 4 7 10 ... (3n+l) n 5811 ... (3n+2)
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PO N S (2)

Die Quotienten qp:=s,/u, und qp':=t;,/u, sind monoton stei-
gend und wegen un<sn<tn<(3/2)un beschrédnkt, also konver-
gent. Mit qn“:=l+2/(3n) folgt aus (2) un3(qn-qn'-qn“) = E&T’
also

-1/3 ¥ _Z3 7 | -1/3
Uy n / %?h—,?“,, = n L(n) . {(3)

Damit haben wir die Voraussetzung (1) (mit a=1/3) bestdtigt,
wenn wir zeigen, dag

L(n) .~_,3/L
TV %49 9."
reqguldr variiert. Diese Eigenschaft von L{(n) ergibt sich

aber aus der reguldren Variation von q,, q,' und qu". Z. B.
148t sie sich flur 9n wie folgt nachweisen: Der Quotient

Agn _ 9(n+1)2  9(n+2)2 9 (kn)2

cee e

q, 9(n+1)2-1 9(n+2)2-1 9.(kn) 2-1

ist fir jedes feste k>1 ein "Reststllck" des monoton steigen-~
den und beschrédnkten Produktes q,, muB also mit n->cogegen 1
konvergieren. Analog argumentiert man flir q,'. Pie regulire

Variation von q," ist unmittelbar einsichtig.

Damit konvergieren die Verteilungen der seit der letzten
Erneuerung verstrichenen (normierten) Zeiten gegen eine
verallgemeinerte Arcsin-Verteilung. Die gleiche Aussage gilt
folglich auch flir die normierten Positionen der in Kap. 8.2

untersuchten Irrfahrt.
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Teil IV Statistik und Datenbanken

10 Partnersuche

Mit einer gewissen RegelndBigkeit finden sich in den Sommer-
monaten Partnertests in den Zeitschriften an unseren Kiosks.
Aus naheliegenden Griinden stoBen solche Tests auch bei Schi-
lern auf betrdchtliches Interesse, so daB daraus ein Pro-
jektwochenthema erwuchs. Ein Schwergewicht dieses Projekts
lag im Bereich der Grundbildung Informatik (Programmierung
einer Datenbank zur Erfassung der Testdaten, lineare Algo-—
rithmen mit Verzweigungen zur Erstellung von Personencharak-
terisierungen und Algorithmen mit Schleifen zum Durchsuchen
von Dateien nach Minimalstellen ("optimalen Partnern"). Der
andere Schwerpunkt lag in der Analyse der Datenbestidnde mit
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik {Normalverteilung,
Chi~Quadrat-Tests) im regquldren Stochastikunterricht.

10.1 Testfragen

Der Test umfaBt 20 Fragen (Tab. 10.1), von denen sicher nicht
alle ganz ernst zu nehmen sind. Sie stammen aus der Zeit-
schrift "H8r Zu" vom 4.7.86. Zusitzlich wurde nach der Wert-
schitzung fiir die Schulficher Mathematik, Deutsch, Englisch,
nach dem Sternzeichen, nach Name und Klasse gefragt.

10.2 "Erotischer Abstand"

Bei dem Test sollen nicht nur 2wei Partner durch Vergleich
ihrer Punktsummen (nach der Vorschrift von Tab. 10-2) den
Grad ihrer Harmonie ermitteln kdnnen. Wir wollen den Partner
in der Datei finden, der am besten "paf8t". Hierzu ist die
Punktsumme ein zu grobes Suchkriterium. Wir definieren den
"erotischen Abstand” zwischen zwei Partnern als die Summe
der (betraglichen) Punktdifferenzen bei den Testfragen 4,9,
10,11,14,16,20, den Wertschitzungen (von 1 bis 3) der Schul-



1 Ein Sinnbild for Partnerschaft: zwei Uhren
mit verschiedenen Zeiten, blihende Rosen,
‘Was sagt das Foto dber die Beziehung aus?
a) Sie ist oberflachlich und materialistisch
b) Sie ist romantisch und zrtlich
¢) Sie ist tolerant
Was sagt dieses Bild mit den
beiden Uhren Gber die Partner aus?
a) Sie sind sich &hnlich
b) Sie sind verschieden
¢) Sie passen nicht zusammen

Welcher der folgenden Gedanken palt Itirer
Meinung nach zu diesem Foto am besten?
a) D_|e Sgnehe der Licbe kennt keine Grenzen
b) Licbe ist (oft) nur ein Wort

©) Wissen ist Macht

3

4 Hatten Sic in der Schule ein Buch zum Mo-
geln? Was halten Sic heute vom Schummeln?
a) Dazu gehdrt auch etwas Geschicklichkeit

b) Viel zu riskant!

) Das ist charakterlos!

5 Welchen Begriff bringen Sie mit diesem
Foto am chesten in Verbindung?
I.:) Unbefangenheit oder Verspieltheit |

gkeit oder L
¢€) Trauer oder Verzweiflung

Tab. 10-1 Partnertest

I

h
wirken. Wie finden Sie das KristallgefaB?
a) Kitschig bis nichtssagend

b) Strahlt irgendwic Wirme aus

€) Wirkt recht harmonisch

Legen Sic dem Kreuzbuben einen der
folgenden Satze in den Mund:
a) .Ich mag keine Blumen!*
b) ..Auch cine Spielkarte braucht mal
einen freien Tag...*
©) .lch sehne mich nach der Herzdame
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Ihr(e) Partner(in) flirtet aul
einer Pasty mit ¢inem anraktiven
GasL. Wie fuhlen Sie sich?
a) Ich bin demlich Irgerlich
und beobachic iha {sie) heimlich
b) Ich fuhle mich vedetrt und strafe
thn (sic) mit Nichibeachtung
c) Ich gdnne jhm (ihr) das Keine
Yergniigen und fline meinerseits

Mal ¢hrlich: Kbnnen Sie
von lhrem Partner Kritik verragen?
a) Ich denke schon, solange die Krilik
“sachtich ist
b) Damit habe ich keine Probleme
¢) Ehrlich gesagt: nicht so gut
1 Kaanen Sie sich vonstellen,
ein Kind zu adoptieren?
a) Absolut undenkbar
b) Unter besimmien Bedingungen schon
c) Auf jeden Fall

1 2 Ine{e) Partner(in) bringt Thnen
ein kleines Stoffiier miL

Welche der folgenden Bemerkungen

kénnte von lhnen stammen?

) .Ist das der Ensatz fUr Zantlichkei

b) -Hat irgendwie Ahnlichkeil mit d

€) wWillst du mich auf den Arm nehmen?

1 Ein gemditlicher Abend im
Restavrant Ihr(e) Pactner(in)
wirkt gedankenverloren, Was sagen Sie?

2} .Du kannst mis ruhig erzahlen,
was dich beschafiigt™
b) .Ziemlich unhdflich, dein Yerhalten.*
¢) _Sagschon, wo du mit deinen
Gedanken bist™

14 Welche der folgenden
Eigenschafien finden Sie in der
Partnerschaft am wichtigsten?

n) Intelligenz b) Toleranz ¢) Zirtlichkeil

15 Welcher Baum kannte lhre
Partnenchafi am treffendsten
symbolisieren?
a) Apfelbaum b) Birke ) Eiche
1 Wenn Ehepartner getrennt
in Urlaub fahren, dann ...
@) ...istihre Bexichung kapunt
b} ...sind sie versuindnisvoll
und aufgeschlossen
€) ...brauchen sie etwas Abstand

voneinander
1 7 Der Scilensprung eines
Ehepartners ist...
a) ...ein ., , Bber den

men reden kann

b) ...unverzeihlich

€) ...M0r den anderen
«in Stich ins Herz

1 8 ‘Womil k6nnte ihr(e} Pastner(in)
Sie am meisten verleuen?
a) Indem er (sic) mich ungerecht behandelt
b) Indem er {sic) mich anligt
¢) Eigentlich gar nicht denn ich bin
¢in robuster Charakter

Wie wirkt das Wort

Geborgenheit™ auf Sic?
a) Klingt igendwic altbacken
b) Last in mir positive

Empfindungen aus

Versetzen Sic sich einmal in den Astro- €) Weckt bei mir einc gewisse Sehnsucht

nauten. Was mag er gerade empfinden?
8) Angst, daB die Verbindungsschnor
abreiBen konnte
b) Arger iber die Bevormundung durch
die Bodenstation
¢) Stolz und Freude dber seine Teilnahme
an dieser Mission

20 Man sagt: Schadenfreude Ist_die
grobte Freude. Auch bei Thnen?
a) Munchmal - wean's jemanden
triflt, den ich nicht mag
b) Na kar!
€) Ich habe cher Mideid
mit dem Pechvogel
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Frage Antwort

a b c

1 6 0 3

2 0 4 6

3 Q 3 6

4 3 0 6

5 3 6 0

6 6 1 3

7 6 3 0

8 Q 6 3

9 6 0 3
10 3 6 0
11 6 3 0
12 0 3 6
13 1 6 4
14 6 3 ]
15 3 1 6
16 6 3 1
17 3 6 0
18 4 0 6
19 6 3 1
20 3 6 1

Gesamtpunkizahl SIE:
Gesamtpunktzahl ER:

hat, genigt schon eine versalzene
Suppe oder eine Zigarettenkippe
im Badezimmer, um es zum
Krach kommen zu lassen. Ein
Tip: Zeigen Sie etwas mehr Tole-
ranz. Sollte einer von Thnen aul
unter 30 Punkte kommen, dann
sind Sie cher konfliktscheu. Des-
halb: mehr Mut 2ur Offenheit!

Und so harmonieren Sie in der
Liecbe: In lhrer Partnerschalt
spielt Erotik eine sehr grofe Rol-
le. Wer weniger als 30 Punkte
hat, bei dem muB das erotisch

Und so_harmonieren Sie in der
Liebe: Erotische Abwechselung .
ragt Ihr Miteinander. Gewohn-
Eeit in der Liebe ist Ihnen beiden
zuwider. Der Partner mit der hé-
heren Gesamtpunktzahl ergreift
gem die Initiative und anjmiert
den anderen.
Dritte Auswertungsgruppe.
Mehr als 36 Punkte Unterschled:
Ein Leben ohne den anderen
konnen Sie sich nur schwer vor-
stellen. Davon sind Sie beide
Allerdi

Gefuhl manchmal erst geweckt
werden. Kommt einer von lhnen
aul mindestens 70 Punkte, dann
:.virkt Thre geggnseitige Anzie-

Zweite A

gl herrscht
eine ganz klare Rollenvertei-
lung: Der Partner mit der gerin-
geren Gesamtpunkzahl ordnet
sich unter. Er ist stets um ,,Burg-
frieden” bemiht Der andere

18 bis 36 Punkte Unterschled:
IThre Partnerschalt ist ein farbi-
ges Wechselspiel unterschiedli-
cher Regungen: Sie drgem sich
aber die Gleichghitigkeit des an-
deren, und Sie freuen sich, wenn
er Thnen mit einem unerwarte-
ten Kompliment schmeichelt.
Manchmal wilnschen Sie sich
\{8‘13‘1 anderen etwas mehr Ein-

Zichen Sie nun das niedrig
Ergebnis vom hheren ab, und
tragen Sie die Differenz hier ein.

Dieser Punktwert sagt
Ihnen, in welcher der
drei folgenden  Auswertungs-
gnippen_Sie die Beurteilung
Ihrer  Partnerschaft  finden.

Erste Auswertungsgruppe.

Wenlger als 18 Punkte Unter-
schled: In lhrer Partnerschaft
hiingt der Himmel voller Geigen.
Sie lachen Gber dieselben Witze,
begeistern sich fir dieselben Bo-
cher — das ist eine Wellenliinge.
Trotzdem ist das noch kein Ga-
rantieschein  fir  ungetribtes
Gliock zu zweit. Falls nur einer
von Thnen mehr als 70 Punkte

Tab. 10-2 Auswertung

gs gen — Sie
ihm das auch unmifverstindlich
Klar. Doch gerade das wechseln-
de Auf und Ab in IThrer Bezie-
hung reizt Sie besonders. Bei i
ner Differenz von fiber 30 Punk-
ten ist allerdings Vorsicht gebo-
ten: Der Partner mit der hdheren
Gesamtpunktzahl neigt dazu,
dem anderen seinen Willen auf-
zuzwingen. Allerdings nicht jm-
mer mit Erfolg. Denn wenn der
Partner mit der niedrigeren Ge-
samtpunktzahl dber 35 liegt, hat
or dem genug Selbstbewuss
sein, um seine eigenen Vorstel-
lungen gegendber dem anderen
durchzusetzen.

I'{ halt gern die Faden in
der Hand. Dieses harmonische
Miteinander funktioniert be-
stens — solange sich beide mit
den ungleichen Rollen zufric-
dengeben. Wer von Thnen aber
in seiner Gesamtpunktzahl unter
30liegt, der hat als Partner nichts
zu lachen. Denn die dominante
wbessere Hillte* bestimmt letxt-
lich sogar, ob der Kaffee mit
oder ohne Zucker getrunken
wird. Ein guter Rat an den unter-
driickten Partner: Verleihen Sie
lhren Wonschen mehr Nach-
druck, auch wenn Sie damit ein
partnerschaftliches Donnerwet-
ter provozieren.

Und so harmonieren Sie in der
Liebe: Alles zu seiner Zeit — so
ist lhr .erotisches Uhrwerk* ein-
gestellt. Der Partner mit der ho-
heren Punktzah! ergreift fast im-
mer die Initiative. Das erzeugt
oft Widerstand beim anderen,
rult sogar Aggressionen hervor
und bewirkt genau das Gegen-
teil: Der ,Herausgeforderte*
verzichtet auf Aktivitdten, hait
sich meist vomehm zurlick und
schlieBt die Augen vor zuviel
Sinnlichkeit. ]

fdcher Deutsch, Mathe, Englisch (mit Faktor 5 gewichtet) und
die Differenz der Klassenstufe (mit Faktor 20 gewichtet -

denn kein

Junge aus Klasse 7 wilrde eine Abiturientin als

Traumpartner akzeptieren ). Natllrlich hat man bei der Wahl

des AbstandsmaBfes freie Hang,
oder quadrieren, statt Betrdge zu bilden.

man kann auch anders wichten
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Die Datei wird nun nach folgendem Algorithmus durchsucht:

1. Suche in der Datei die erste Person des anderen Ge-
schlechts.

2, Ermittle den erotischen Abstand dieser Person zu Dir
und speichere ihn auf "Distanz". Merke Dir den Namen
auf "Traumpartner”.

W

Solange das Dateiende nicht erreicht:

- nimm die n#dchste Person des anderen Geschlechts,
ermittle den Abstand zu Dir;

- ist dieser Abstand kleiner als "Distanz", so speichere
ihn als neuen Wert von "Distanz" und den zugehdrigen
Namen als neuen Wert von "Traumpartner" ab.

4. Am Ende enthdlt "Traumpartner" den Namen der Person mit

minimaler "Distanz" zu Dir.

Dieser Algorithmus istbleicht zu erarbeiten und als Daten-
bank-Abfrage zu formulieren, wenn man benutzerfreundliche
Programmierumgebungen (etwa DBASE) einsetzt. Natirlich
winscht man neben dem Namen des Traumpartners auch eine
Personencharakteristik. Hierzu fragt man in einem linearen
Algorithmus interessant erscheinende Testantworten ab und
leitet daraus Charaktermerkmale ab., Beispielsweise erhdlt
jemand, der 3c ankreuzt, die Charakterisierung "ein wenig
materialistisch”, Jemanden, der 4b ankreuzt, nennen wir
"manchmal etwas &ngstlich". Die Sternzeichen liefern Charak-
terisierungen, die in einschl&dgigen Horoskopen in beliebiger
Vielfalt zu finden sind. (Widder sind "selbstdndig und
stolz" ... ) Man wird auch Kombinationen von Merkmalen
abfragen und Formulierungen durch Zufallsgeneratoren ab-
wechlungsreich gestalten. Hier das Beispiel eines Suchproto-
kolls. Es wird der Traumpartner gesucht von Bernd:

Petra: Distanz 191
Iliana: Distanz 190
Bidrbel: Distanz 15
Marita: ’ Distanz 13

Monika: Distanz 2
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Ihr Traumpartner Monika ist

~ ehrgeize Flhrernatur, aber nicht egoistisch
- eher naturwissenschaftlich interessiert

- ein verl&Blicher Freund

- von Grund auf ehrlich

- sehnt sich nach Liebe

- tolerant.

Die Partnersuche innerhalb einer geschlossenen Gruppe filhrt

zu einem "Soziogramm" (Abb. 10-3). Die Kanten des gerichteten
Graphen sind mit den "erotischen Abstdnden" beschriftet.

14

13
(ﬁau §5 twin 6é !Has é)
10

Abb. 10-3 "Soziogramm der Herzen"
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Besonderes Interesse finden "stabile Pdrchen" und "Attrakto-
ren".

10.3 Modellbildung
10.3.1 Zufriedene Leser

Kehren wir nach diesem Exkurs zuriick zu Aspekten stochasti-
scher Modellbildung: Mit welcher Wahrscheinlichkeit "er-
zeugt" sich "Hor zu" zufriedene Kunden (das sind solche
Paare, denen man mit weniger als 18 Punkten groBSe Harmonie
verspricht)? Machen wir die
Modellannahme, daB beide Part-

Nr. Punkee " ot ner die Fragen unabhdngig von-
abec einander aufs Geratewohl be-
1 603 |3 6 antworten, also jede Alter-
2 046 |10/3 168/27
3 036 |3 6 native mit Wahrscheinlichkeit
; ;gg ; : 1/3 ankreuzen. Wie aus Tabelle
6 613 |10/3 114/27 10-4 ersichtlich, hdtte dann
; gzg ; z das Testergebnis (=Punktsumme
9 603 |3 6 aus den 20 Items) den Erwar-
10 360 (3 6 63 .
1 630 |3 6 tungswert und die Stan-
12 036 (3 6 dardabweichung 10.48, wird nach
13 164 |13 114/27
14 630 |3 6 dem Zentralen Grenzwertsatz
15 316 1103 114/27 also annihernd N(63;10.48)-
16 631 [103 114/27 ] : )
17 360 |3 6 normalverteilt sein. Die Punk-
18 406 103 t68/27 tedifferenz zweier Partner be-
19 631 |1073 114/27 :
20 361 |10 114/27 sitzt dann den Erwartungswert 0
T 63 109,77 und die Standardabweichung {2 -
10.48=14.82. Die Wahrschein-
Tab. 10-4 Kenngrdfen der lichkeit "zufriedener Kunden"

Items bei Gleichverteilung ergibt sich dann zu

e FT O oostR)
Vs e e : at = 76.2 .

-17.5
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10.3.2 Unabhdngigkeitstest

Uberprifen wir einen Aspekt unseres Modells, ndmlich die
Annahme, daB sich Jungen und M#dchen in ihrem Testergebnis-
sen nicht unterscheiden, durch einen Chi-Quadrat-Unabhdngig-
keitstest. Wir verteilen die erreichten Punktsummen auf 10
Klassen. Eine Datenbankabfrage liefert:

€35 |36-40|41-45|46-50|51-55 | 56~60 |61-65 |66-70 [71-75|»76
5| 14| 19| 36| 47| 31| 12| 13 8|4 189 &
10| 22| 18| 45| 30| 25| 14| 12| 3|2 |181¢

Die TestgrtBe t=12.0 liegt unterhalb der 95%-Grenze (16.9)
der Chi-Quadrat-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden. Die Daten
widersprechen nicht der Annahme, daS die Punktsummen vom

Geschlecht unabhdngig sind.

10.3.3 Anpassungstest, Normalverteilung

Die weitergehende Modellannahme, die Punktsummen seien durch
zufdlliges Ankreuzen entstanden und gemdB8 10.3.1 normalver-
teilt mit 4 =63 und 6=10.48 (Zeilen 1 und 4 in Tab. 10~5),
wird durch einen Anpassungstest hochsignifikant widerlegt.
Die TestgrdBen (Jungen: t=230.8 Mddchen: t=468.7) liegen
weit oberhalb der 99%-Grenze (21.7; 9 Freiheitsgrade).

[ ¢35]36-40]41-45]46-50] 51-55] 56~60]61-65 [66-70[71-75] >76 |

Jungen

0.4%| 1.2%] 3.2%| 6.9%]12.1%{16.9%|18.9%|16.9%|12.1% (11.6% N(63.0;10.48)|t=230.8
2.6% | 7.4% (10.1% [19.0% [24.9% [16.4% | 6.3% | 6.9% [4.2% |2.1% (189 &
3.8%| 6.3%11.8%|17.2%(19.7%(17.7%{12.4%| 6.8%] 2.9% 1.3% N(53.3;10.0L)l t=12.1

Middchen

0.4% | 1.2%| 3.2%| 6.9%|12.1%(16.9%|18.9%|16.9%|12.1%|11.6% N(63.0;10.48)|t=468.7
5.5% (12.2% | 9.9% |24.9% [16.6% (13.8% | 7.7% | 6.6% | 1.7% | lL.1s |18l 9
7.3% | 8.9%|14.0%|17.8%|18.2%|15.0%|10.0% | 5.4% | 2.3%| 1.1% N(51.0;10.67J t= 12.3

Tab. 10-5 Punktsummen und Normalverteilung
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Schdtzen wir dagegen die Parameter aus der Stichprobe (Jun-—
gen: @=53.3, 6=10.01, M&dchen: .=51.0, 6=10.67, Zeilen 3 und
6 in Tab.10-5), so liegen die Testwerte mit 12.1 und 12.3
unterhalb der 95%-Grenze (14.1) der Chi-Quadrat-Verteilung
mit 7 Freiheitsgraden. (Wir haben zwei Parameter geschitzt,
deswegen reduziert sich die Zahl der Freiheitsgrade von 9
auf 7.)

Wir gehen also weiterhin von normalverteilten Punktsummen
bei Jungen und M&dchen aus und berechnen erneut (jetzt mit
den Parameterwerten aus der Stichprobe) die Wahrscheinlich-
keit "zufriedener Kunden". Die Punktdifferenz zwischen
médnnlichem und weiblichem Partner eines Paares wird nor-
malverteilt sein mit,ﬂ= 53.3-51.0 = 2.3 und

G=V12.012 + 10.672 = 14.64. Hiermit erhalten wir fir die

Wahrscheinlichkeit zufriedener Kunden (weniger als 18 Punkte

Unterschied)
- 2
17.5 _ t 2.3)
4 ag(44$4
VT 464 J. e dt = 76.3% ,
-17.5

also einen Wert der von dem Ergebnis aus 10.3.1 kaum ab-
weicht.

10.3.4 vermittlungschancen

Stefan hat 73 Punkte erreicht. Wie viele Partnerinnen (mit
weniger alé 18 Punkten Unterschied) wird die Datei (mit 181
M&dchen) fir ihn bereithalten? Wir benutzen zu einer Prognose
wieder die Normalverteilung fiir die M&dchen:

73+17.5 _os(t-ﬂ,o)l
PR "\ o.67 dat ~ 33.7%.
Vit 10.6% J‘ €

73-17.5
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Stefans Vermittlungschancen sind trotz seiner recht hohen
Punktsumme betrdchtlich. Die Datei wird ca. 60 Partnerange-
bote bereithalten. Natirlich kann man hier noch weiter in
die Tiefe gehen und wieder mit Hilfe des "erotischen Abstan-
des" vermitteln: Man fragt die Verteilungen der relevanten
Items ab, bestimmt Erwartungswerte und Varianzen fir die
betraglichen Punktdifferenzen zu Stefan und erhdlt mit einer
Unabhéngigkeitsannahme die Normalverteilung, der die eroti-
schen Abstdnde zu Stefan geniligen werden. Natlirlich hat diese
Normalverteilung flr jede Person andere Parameter, kann aber
nach Festlegung von Abweichungsschranken wieder zur Abschat-
zung von Vermittlungschancen benutzt werden. Das Faszinie—
rende an diesen Beispielen ist erstens, daB wir mit Daten

arbeiten, die die Schiiler selbst betreffen (!) und zweitens

die Tatsache, daB sich alle Prognosen durch kurze Datenbank-

abfragen unmittelbar Uberpriifen lassen.
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