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VORWORT

Dieses Buch behandelt die zentralen Themen der Stochastik in

der Sekundarstufe:

- Wie kommt es zu den immer wieder beklagten Verstdndnis-
schwierigkeiten mit der Statistik? Sie scheinen nicht primér
durch die "schwierige Materie", sondern durch einen unglick-
lichen Curriculumaufbau verursacht, der die im Alltag ge-
wachsenen intuitiven Strukturen vernachl&dssigt. In diesem
Buch wird - unterstiitzt durch zahlreiche Beispiele - ein
Rahmen fiUr die Stochastik entwickelt, der diesen Verstdnd-
nisschwierigkeiten langfristig entgegenwirkt.

Im Mittelpunkt stehen der subjektive Wahrscheinlichkeitsbe-
griff, die Bayessche Regel und das frihzeitige Abwé&dgen zwi-
schen verschiedenen Alternativhypothesen, nicht aber Men-
genalgebra und Laplace-Wahrscheinlichkeiten. Die Erfahrung
hat gezeigt, daB sich auf diese Weise die Schwierigkeiten
betrdchtlich reduzieren lassen.

- Im zweiten Teil wird der Leser mit einem Abakus bekanntge-
macht, der gestattet, Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu
beliebigen Summenexperimenten spielerisch zu bestimmen.
Durch eine intrinsisch motivierte Umkehrung gelingt es,
Erwartungswert und Varianz problemorientiert einzufiihren und
deren Additivitdtseigenschaften auf nicht formalem Darstel-
lungsniveau herzuleiten. Es entfaltet sich die M&glichkeit,
die gesamte Wahrscheinlichkeitsrechnung bis zum Gesetz der
groBen Zahlen enaktiv zu entwickeln. Gleichsam von selbst
wdchst ein intuitives Verstédndnis fiir den zentralen Grenz-
wertsatz.

- Uberraschenderweise gelingt es, die genannten spieleri-
schen Ansitze formal zu einem heuristischen Beweis des zen-
tralen Grenzwertsatzes auszubauen.AEs dirfte sich hier um
die erste Elementarisierung handeln, die unterhalb des Hoch-



schulniveaus praktikabel ist, ohne sich auf den Spezialfall
von De Mojivre-Laplace zu beschridnken.

- In weiteren Teilen werden physikalische Experimente zur
Entwicklung und Veranschaulichung stochastischer Vorstellun-
gen genutzt. '

- Darliberhinaus soll das Vorgehen in diesem Buch unter
lernpsychologischen Aspekten reflektiert werden. Dabei
spielt der Begriff des generativen Modells eine wichtige
Rolle.

AbschlieBend m&échte ich Herrn Professor Dr. H. Scheid fur
die Anregung zu diesem Buch und dem Verlag Bibliographisches
Institut fir die Aufnahme in diese Reihe danken. Besonderer
Dank gilt auch vielen meiner Schiiler, die durch kreative und
kritische Beitrdge wesentlich zur Genese der vorliegenden
Ideen beitrugen.

K&6ln, im Dezember 1984

Wolfgang Riemer
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0 Einleitung

Dieses Buch méchte anregen, Uber Stochastik und ihre Ver-
mittlung im Unterricht nachzudenken. Es m6chte versuchen,
mit neuen Ideen auch altbekannte Sachverhalte in neuem Licht
erscheinen zu lassen. Es m&chte bewuBt machen, wie man
zentrale Inhalte der Stochastik bei geeigneter Darstellungs-
weise gemdB den Vorstellungen Bruners schon frither vorberei-
ten und oft treffender erarbeiten kann als allgemein tblich.

0.1 Inhaltsiibersicht

Kapitel 1 ("Der subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff und
die Bayessche Regel"): Die Schwierigkeiten beim Verstdndnis
der Testtheorie im AnschluB an die Wahrscheinlichkeits-
rechnung sind hinreichend bekannt. Sie lassen sich auch
durch noch so iiberzeugende Erlduterungen im Unterricht nur
schwer ausrdumen. Die Ursache liegt darin begriindet, daB wir
die Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik begrifflich
nicht konsistent behandeln:

Der auf den unteren Curriculumstufen und in der Alltags-
erfahrung entwickelte subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff
wird auf den mittleren Curriculumstufen ersetzt durch den
Laplaceschen, der hier zusammen mit Kombinatorik und Mengen-
algebra das Bild der Wahrscheinlichkeitsrechnung prégt.

Fliir ein Verst&ndnis der Testtheorie auf den oberen Stufen
des Curriculums braucht man aber den Begriff der Hypothese
und eine intuitive Vertrautheit mit dem Gedanken, daB Wahr-
scheinlichkeiten nur Annahmen darstellen, die nicht selten
auf Grund von Indizien revidiert werden miissen.

Der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff der mittleren
Stufen lduft aber gerade wegen seiner griffigen Definition
der Entwicklung dieser Intuition entgegen.

In Kapitel 1 soll gezeigt werden, wie man den auf unteren
Curriculumstufen gepflegten subjektiven Wahrscheinlich-

keitsbegriff durch geeigneten Einsatz der Bayesschen Regel
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weiterentwickeln und zu dem spdter in der Statistik bens-
tigten hypothetischen ausbauen kann, um so die genannten
Diskontinuit&ten zu {lberwinden, die den Prinzipien von Fort-
setzbarkeit und spiraligem Curriculumaufbau widersprechen.

In Kapitel 2 soll das Vorgehen aus Kapitel 1, aber auch der
folgenden Kapitel, aus dem Blickwinkel lernpsychologischer
und didaktischer Prinzipien reflektiert werden.

Kapitel 3 ("Der vVarianzabakus"): Warum benutzt man als Ma8
flir die Streuung einer Verteilung die Varianz? Im allgemei-
nen bleibt man eine ehrliche Antwort auf diese Frage schul-
dig. Wir stellen Wahrscheinlichkeitsverteilungen durch Chips
dar und ermitteln "spielerisch" Verteilungen zu Summen be-
liebiger Zufallsgr®B8en (Faltungen). Durch Umkehren des
Spiels entsteht ein Abakus, der zu beliebigen Verteilungen
ein StreuungsmaB8 (die Varianz und simultan den Erwartungs-
wert) liefert. Die Formel fiir die Varianz leitet sich aus
dem Abakus her. Auch das Gesetz der groS8en Zahlen 148t sich
entnehmen. Man erhdlt eine enaktive (handlungsbezogene),
also nicht formale Darstellung der Wahrscheinlichkeits~
rechnung.

Kapitel 4 ("Der elastische Stab") beschreibt einen heuristi-
schen Zugang zur Varianz {lber ein physikalisches Modell:
Befestigt man Gewichte an einem elastischen Waagebalken, so
hidngt dessen Durchbiegungswinkel proportional von der Bela-
stung und quadratisch vom Hebelarm ab. Diese Tatsache 1l&8t
sich zu einer beziehungshaltigen Einfilhrung quadratischer
Parabeln in der Sekundarstufe I nutzen. Fiilr die Stochastik
wird das Modell dadurch interessant, daB sich bei Belastung
mit mehreren Gewichten die bekannte Analogie Gewichtsver-
teilung - Wahrscheinlichkeitsverteilung und Schwerpunkt -
Erwartungswert zur Analogie Durchbiegungswinkel - Varianz
erweitern ldB8t. Letztere ermdglicht ein enaktives Erarbeiten
und experimentelles Uberpriifen der Tschebyscheff-Unglei-
chnung.
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Die Kapitel 5 bis 7 weisen neue Wege, auf denen man das
"schwierige" und didaktisch bisher wenig reflektierte Gebiet
der stochastischen Grenzwertsétze (Zentraler Grenzwertsatz,
Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace) auf elementarem Niveau
heuristisch angehen kann. Dabei werden einerseits Methoden
frilherer Curriculumstufen problemorientiert weiterent-
wickelt, andererseits wichtige Ideen der Hochschulmathematik
vorbereitet.

0.2 Der umgekehrte Wahrscheinlichkeitsbaum

Nach diesem Inhaltsiiberblick sei auf einen Zusammenhang
zwischen den einzelnen Teilen dieses Buches hingewiesen. Er
wird hergestellt durch das generative Modell des umgekehrten
Wahrscheinlichkeitsbaumes, der trotz der weitgespannten
Thematik in fast allen Kapiteln auftaucht und bei konsequen-
tem Einsatz ein tragfdhiges und niitzliches Hilfsmittel dar-
stellt:
Erstens erméglicht er durch geeignete Darstellung der Bayes-
schen Regel einen "subjektivistischen Aufbau" der Stocha-
stik, in dem weder Mengenalgebra noch deskriptive Statistik
vorherrschen. Stattdessen werden die Lernenden auf der
Grundlage eigener Primdrerfahrungen von Anfang an mit der
fundamentalen Idee der Statistik, ndmlich dem Prinzip des
induktiven SchlieBens vertraut.
Er ermdglicht zweitens die rekursive Bestimmung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu Summenexperimenten
ohne den FPormalismus von Produktriumen und Zufallsvariablen,
dadurch
- einen frilhen problemorientierten Zugang zum Themenkreis um
die Varianz (Varianzabakus) bis hin zum schwachen Gesetz
der groBen Zahlen, auBerdem
- eine anschauliche Vorbereitung des zentralen Grenzwert-
satzes und schlieBlich den Ansatz zu seiner heuristischen
Begrilndung.
Drittens veranschaulicht er die rekursive Berechnung von
Markoffketten ohne Matrizenalgebra, so daB schon auf

mittleren Curriculumstufen die strukturellen Gemeinsamkeiten
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etwa mit der Binomialverteilung (allgemeiner Faltungen)

prdgnant sichtbar werden.

0.3 Zur "Grundkursproblematik"

Wie wir wissen, ist das Unterrichten in Grundkursen der
gymnasialen Oberstufe zu einem ernsthaften Problem geworden.
Im Hinblick darauf sei betont, daB sich der curriculare
Rahmen fir die Stochastik aus Kapitel 1 in der Prakis sehr
gut bewdhrt hat. Durch Einsatz eines geeigneten Darstel-
lungsmodus wird es ndmlich auch unter unglinstigen Umsté&nden
méglich, einen problemorientierten Unterricht durchzufiih-
ren, in dem Schiiler vor dem Aufbau eines umfangreichen, oft
nicht ganz einfach durchschaubaren Formalismus zentrale
Ideen operativ erfassen und den Bezug 2zu ihren vorbewuBten

Primdrerfahrungen erkennen k&nnen.



15

1 Die Regel von Bayes und der subjektive

Wahrscheinlichkeitsbegiff

(Ein Einstieg in die Stochastik iber den subjektiwven
Wahrscheinlichkeitsbegriff und die Bayessche Regel als
Bindeglied zur Statistik)

1.1 Problemstellung

In der Test- und Schdtztheorie treten bei Schiilern h&dufig
schwer behebba;e Verstdndnisschwierigkeiten auf. Das folende
oft gehdrte Zitat: "Wir haben die Hypothese Hy (p=0,8) auf
dem 5% Signifikanznivau verworfen, also gilt die Alter-
native Hqy mit 95%iger Wahrscheinlichkeit" belegt eindrucks-

voll, wie griindlich die Aussagen der Testtheorie miBverstan-
den werden. Nehmen wir eine weitere Aussage hinzu, die sich
zur Schdtztheorie in vielen Bilichern findet: "In einer
Stichprobe vom Umfang 20 hat ein Ausfall die relative
Hiufigkeit h=0,6. Dann liegt die Wahrscheinlichkeit p fiir
diesen Ausfall mit der Wahrscheinlichkeit 80% im Konfidenz-
intervall [0,45;0,721". Wihrend das erste 2Zitat offensicht-
lich falsch ist, wird die zweite Aussage hdufig falsch

interpretiert (vgl. fSchmetterer, S.309J ).

Gemeinsam ist den Zitaten, daB einerseits von Wahrschein-

lichkeitshypothesen (fett gedruckt), andererseits wvon

subjektiven Wahrscheinlichkeiten (unterstrichen) gesprochen

wird, mit denen diese Hypothesen gelten sollen.

Die Schwierigkeiten beim Verstdndnis statistischer Aussagen

rihren nun daher, daB wir

- widhrend der ganzen unteren und mittleren Curriculumstufen
nie von Hypothesen sprechen, sondern Wahrscheinlichkeiten
stets genau berechnen,

- die so wichtigen subjektiven Wahrscheinlichkeiten nicht
thematisieren, mit denen Hypothesen gelten - obwohl uns
gerade diese Wahrscheinlichkeiten im t&glichen Leben

unabldssig begleiten.
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Hier schlieBen wir ni#mlich induktiv, indem wir unsere sub-~-
jektiven Wahrscheinlichkeiten durch Beobachtungen sté&ndig
verdndern. Wir erldutern das etwas genauer: Um Beobachtungen
zu erkldren, stehen uns oft mehrere Hypothesen zur Auswahl.
Einige halten wir flir wahrscheinlicher, andere fir weniger
wahrscheinlich. Zur Kl&drung besorgen wir uns Informationen
(Indizien), die meist in verschieden starker Weise flir oder
gegen die einzelnen Hypothesen sprechen. Mdglicherweise
werden dadurch zundchst unwahrscheinlich erscheinende Hypo-
thesen wahrscheinlicher oder wahrscheinliche nahezu sicher.
Jedenfalls werden wir auf Grund der Informationen unserere
subjektiven Wahrscheinlichkeiten fir die einzelnen Hypothe-
sen {iberdenken und mdglicherweise revidieren miissen.

Die Bayessche Regel erm¥glicht es, diesen Revisionsprozes
zu verstehen und quantitativ zu beschreiben.

Leiten wir die Bayessche Regel nach den Vorschl&dgen des
derzeit praktizierten Curriculums deduktiv aus Axiomen her,
so geht diese weitreichende Bedeutung und der Alltagsbezug
leider meist verloren. Dafiir ist aber auch die in der Ein-
leitung erwdhnte Inkonsistenz verantwortlich, die durch die
starke Uberbetonung von Kombinatorik und Laplace-Wahrschein-
lichkeiten verurscht wird.

Sie verhindert, daB sich der in Alltagserfahrung und Primar-
stufe gepflegte subjektive Wahrscheinlichkeitsbegriff (vgl.
[Heitele 2, s. 219]) weiterentwickelt zu einem hypothe-
tischen, auf dessen Grundlage allein ein tieferes Verstdnd-
nis der induktiven Bestandteile der Stochastik gedeihen
kann. Dinges schreibt:

"Der objektivistische Wahrscheinlichkeitsbegriff, der sich
an Urne und Glicksrad orientiert, scheint gut geeignet, am
Anfang des Stochastikunterrichts zu stehen. Er hat aber
Grenzen. Die Bayessche Formel paBt nicht dazu; sie braucht
den subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriff., Die h&here Wahr-
scheinlichkeitstheorie braucht den Begriff der Hypothese."
[Dinges, S. 121].
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paB8 auch der frequentistische Wahrscheinlichkeitsbegriff,
der oft zusammen mit dem Laplaceschen verwendet wird, keinen
Ausweg aus diesem Dilemma weist, kommt in der Arbeit von
Schrage {lber "Schwierigkeiten mit stochastischer Modellbil-
dung" zum Ausdruck:

"Die meisten Aussagen {lber Wahrscheinlichkeiten im tdglichen
Leben und Konsequenzen, die aus Wahrscheinlichkeiten fUr
irgendwelche Ereignisse gezogen werden, beziehen sich auf
subjektive Beurteilungen. Ebenso stiitzt sich das kindliche
Vorverstindnis, wie z.B. die Untersuchungen von [cOhen und
Hansel] zeigen, auf einen subjektiven Wahrscheinlichkeits-
begriff. Die meisten Unterrichtskurse favorisieren dem-
gegenliber einseitig einen frequentistischen Wahrschein-
lichkeitsbegriff, stellen ihn eventuell als einzig m&glichen
hin." [Schrage,s. 99 ] .

Shaughnessey charakterisiert die Situation: "Prior to any
formal course work in probability students have had
experience in and have dealt exclusively with 'subjective
probability'. Suddenly students are confronted in a formal
course with a completely mathematized model of what Carnap
calls 'statistical probability'." [Shaughnessy,S. 298].

Mit Blick auf die Bayessche Regel, deren Fehlanwendungen er
in seiner Arbeit analysiert, fdhrt Schrage fort: "DaB es
dann zu Schwierigkeiten kommt, wenn Situationen zu mathema-
tisieren sind, in denen es durchaus verniinftig ist, von
Wahrscheinlichkeiten zu sprechen, in denen aber eine fre-
quentistische Wahrscheinlichkeitsinterpretation keinen Sinn
ergibt, und daB in solchen Fdllen die Korrespondenz zwischen
mathematischem Modell und der konkreten Problemstellung
nicht mehr richtig gesehen wird, ist nicht zu verwundern."
[Schrage,s. 100J.

AnschlieBend verweist Schrage auf Dinges, der die

Einleitung zu seiner Arbeit "Schwierigkeiten mit der
Bayesschen Regel” durch die Worte beschlieBt:

2 Riemer, Stochastik A
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"Ich hoffe, daB irgendwann Darstellungen der Bayesschen
Regel gefunden werden, die den recht verstandenen Ansprichen
der Schule und der Lehrerausbildung geniigen. Die vorliegende
Arbeit will Anregqungen liefern." [Dinges,s. 115].

Wir wollen die Anregqungen aufgreifen und als L&sung der
Probleme einen Einstieg in die Stochastik iiber den subjekti-
ven Wahrscheinlichkeitsbegriff skizzieren, der seine Fort-
setzung in einer problemorientierten Behandlung der Bayes-
schen Regel findet und dabei die Testtheorie ausgezeichnet
vorbereitet. Der Gedankengang 1l&Bt sich wie folgt zusammen-

fassen:

Zu 1l.2: Wie in dem Zitat von Schrage zum Ausdruck gebracht,
tragen Schiiler - wie alle Menschen ~ sehr viele subjektive
Wahrscheinlichkeitsverteilungen in sich. Sie sind spontan
bereit, diese 2zu &duBern, 2zu diskutieren und mdglicherweise
zu revidieren. Dieses wertvolle Potential von Vorerfahrungen
soll nicht durch eine Beschrédnkung auf objektive Wahrschein-
lichkeiten zerstort, sonderh durch aktives Schidtzen und
intuitives Revidieren subjektiver Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen bewuBt gemacht werden. Durch diesen Ansatz kommt
von Anfang an der zentrale Gedanke der Statistik zum Tragen,

der auch die folgenden Ausfilhrungen wie ein "roter Faden"
durchzieht:
Die genauen Wahrscheinlichkeiten werden stets verborgen

bleiben, man kann sie hdchstens so ansetzen, daB sie den

experimentellen Ergebnissen nicht widersprechen.

Zu 1.3 und 1.4: Die Frage, wie der Mensch seine vielen
subjektiven Wahrscheinlichkeitsverteilungen revidiert, wenn
die Situationen nicht oder nur selten reproduzierbar sind,
also relative Hdufigkeiten nicht sinnvoll gebildet werden
k8nnen, fihrt zur Bayesschen Regel. Aus lernpsychologischen
Griinden soll sie durch eine heuristische Begriindung, die bei
jeder Anwendung neu vollzogen werden kann, den Charakter
einer Sekund&drintuition erhalten. Wie schon erwdhnt, ist

dazu mengentheoretischer Formalismus eher hinderlich. Es
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reichen Pfad-und Additionsregel, die wir im generativen
Modell des umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaumes zusammen-

fassen.

Zu 1.5: Wir haben zwei Methoden zur Revision subjektiver
Wahrscheinlichkeiten kennengelernt, ndmlich die Angleichung
der subjektiven Wahrscheinlichkeiten an die relativen
Hiufigkeiten bei oft reproduzierbaren Situationen (1.2) und
die Bayessche Methode (1.3, 1.4) bei selten reproduzierbaren
Situationen. Wie diese Methoden zusammenhingen, soll eine
Computersimulation 2zeigen, die auch vom begrifflichen
Hintergrund iberaus lohnend ist.

1.6 zeigt, mit welcher strukturellen Kontinuitdt sich das
Testen von Hypothesen anschlieBt. Von zentraler Bedeutung
ist, daB jetzt die Beziehungen zwischen Signifikanzniveau
und Irrtumswahrscheinlichkeiten deutlich werden.

Vielleicht erkennt man schon an diesem Uberblick, wie unser
Rahmen fir einen genetischen Aufbau der Stochastik die
Brunerschen Prinzipien von Prédfiguration, Fortsetzbarkeit
und Strukturorientierung realisiert. DaB dariiberhinaus auch
wichtige lernpsychologische Prinzipien verwirklicht werden,
soll zusammen mit der Theorie von Fischbein in Kapitel 2

erldutert werden.

2%
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1.2 Revision subjektiver Wahrscheinlichkeiten

‘Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB beim Werfen einer
Miinze Kopf (K81) oder Zahl (220) fH11t? Jeder Mensch besitzt

die gleiche subjektive Wahrscheinlichkeitsverteilung

(W) 0
p(w) L470,5 0,5

und man erntet im allgemeinen nur mitleidiges L&cheln, wenn
man diese Selbstverstdndlichkeit durch 1000 Minzwirfe besti-
tigen 14Bt. (Eine interessantere Fragestellung ist die
Untersuchung von Schwankungen der relativen Hdufigkeiten bei
wachsender Versuchszahl, vgl. [Freudenthal 1] .)

1.2.1 Beispiel 1
Bei der entsprechenden Frage fiir die Anzahl der Kdpfe in

einem Vierfachmiinzwurf gehen die Meinungen jedoch erheblich
auseinander. Man notiert die verschiedenen subjektiven Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen:1)
w 0 1 2 3 4
Pprank (v 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
PJeanettef(w) | 0,1 0,25 0,3 0,25 0,1
Parndt () 0,05 0,2 0,5 0,2 0,05

Wer hat recht? Jetzt dient das Experiment der L&sung eines
echten Konfliktes. Das Zusammentragen der Versuchsergebnisse

1) Die Gleichverteilung wird meist als erste vorgeschlagen,
doch werden nach kurzem Uberlegen Zweifel daran wach. DaB
die Wahrscheinlichkeiten zwischen 0 und 1 liegen und ihre
Summe 1 ergibt, gehdrt zu dem in der Alltagserfahrung ge-
wonnenen Fundament, das die Schiller ab einem Alter von 12
Jahren in den Untericht mitbringen. Vgl. dazu die Unter-
suchung [Fischbein/Barbat/Minzat]. Die numerischen Ergebnis-
se dieses Kapitels stammen aus Unterrichtsversuchen.
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mehrerer Schiler liefert die folgende relative Hiufigkeits-

verteilung (hier fir 200 Versuchej:

W 0 1 2 3 4
Yoo (W) 0,055 0,245 0,405 0,235 0,06

und das Experiment zwingt die Schiiler zur Revision ihrer
subjektiven Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Nach kurzer Diskussion einigt man sich auf:

w 0 1 2 3 4
Prey (@) 0,06 | 0,24 | 0,4 0,24 | 0,06

Offensichtlich werden uns aber weitere Experimente zu erneu-
ten Revisionen zwingen; mit anderen Worten: Die genauen
Wahrscheinlichkeiten werden stets verborgen bleiben. Man
kann sie hbchstens so ansetzen (d.h. Hypothesen so aufstel-
len), daB sie den experimentellen Ergebnissen nicht wider-
sprechen.

Beachtenswert ist in diesem Zusammenhang, daB Schiiler auch
bei weniger symmetrischen experimentellen Ergebnissen ihre
Annahmen plw)=p(4-w) stets beibehalten. Das belegt, daB
nicht "allzustarke" Abweichungen relativer Hiufigkeiten von
den Hypothesen von vornherein akzeptiert werden.
Statistisches Denken ist angelegt, man muB es nur bewuBSt
machen.

Die Tatsache, daB in diesem Beispiel aus der Laplace-
Hypothese fiir eine Minze die Wahrscheinlichkeiten filr den
Vierfachmiinzwurf (Binomialverteilung) direkt mit dem Wahr-
scheinlichkeitsbaum oder rekursiv mit dem umgekehrten Wahr-
scheinlichkeitsbaum (vgl. 2.4) bestimmt werden k¥nnen, er-
scheint jetzt als "Clou":

W | o 1 2 3 4
By,1/2(@) 0,0625| 0,25 | 0,375 0,25 | 0,0625
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In diesem Zusammenhang kann leicht bewuBt gemacht werden,
daB8 die zu Grunde liegende Laplace - Hypothese auch nur eine
plausible subjektive Annahme darstellt, die man m&glicher-
weise zu revidieren hat. Das belegt etwa folgende fruchtbare

Variation des Experimentes:

1.2.2 Beispiel 2
Statt der Miinzwlirfe machen wir Vierfachziige aus einer Urne

mit roten (Ql) und weiBen (90) Kugeln von unbekannter Zusam-
mensetzung. Drei Schiilergruppen erhielten folgende relative
Hiufigkeitsverteilungen:

w 0 1 2 3 4
100 ) 0,2 0,35 [0,30 [o0,15 [o0,0
rigo W) 0,17 |o0,48 |0,17 |o0,12 | 0,06
100 (W) 0,21 [o0,38 |0,38 |0,07 |0,0
T390 (W) 0,1933 | 0,4033| 0,27 | 0,1133 | 0,02

Man entschlieBt sich, die Symmetriehypothese aufzugeben und
einigt sich auf folgende subjektive Wahrscheinlichkeitsver-

teilung:
[} 0 1 2 3 4
p(w) 0,19 0,4 0,27 0,12 0,02

Doch sind davon nicht allzusehr abweichende Verteilungen
ebenso akzeptabel (unter anderem auch die relative H&ufig-
keitsverteilung 300 selber).

Lediglich die Tatache scheint festzustehen, daf w=1 am wahr-
scheinlichsten ist, gefolgt von w=2, w=0, WwW=3., Am
unwahrscheinlichsten ist w=4.

Die Urne enth&dlt also sicher mehr weiBe als rote Kugeln.
Frank tippt auf 1/3 rote, Manfred auf 1/4 (Hypothesen).
Unter Benutzung seiner Hypothese konstruieren wir fiir Frank
mittels Wahrscheinlichkeitsbaum oder Faltung eine neue sub-
jektive Wahrscheinlichkeitsverteilung (Binomialverteilung):
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Frank: w 0 1 2 3 4
B (o) | 0,1975 | 0,3951 | 0,2963| 0,0988 | 0,0123
4,1/3

analog flir Manfred:

Manfred: o 0 1 2 3 4
B4;1/4(u) 0,3164 | 0,4219 | 0,2109| 0,0469 | 0,0039

Manfreds Verteilung widerspricht der eben getroffenen Fest-
stellung liber die Rangordnung der einzelnen Wahrscheinlich-
keiten, sie wird von den Klassenkameraden verworfen. Die
Verteilung von Frank ist dagegen mit den experimentellen
Ergebnissen recht gut vereinbar. Wir akzeptieren sie.

ErfahrungsgemdB8 kommen einige Schiller auf die Idee, die 300
Vierfachzliige als 1200 Einfachziige zu deuten, bei denen man
insgesamt 409 rote Kugeln 2zog. Das entspricht einer relati-
ven Hdufigkeit von ri1290=9,3408 fir rot und die Hypothese
von Frank (p=1/3) wird mit noch besserem Gewissen
akzeptiert. Wer kénnte der Versuchung widerstehen, in die

Urne hineinzuschauen?

Es folgen zwel lehrreiche Beispiele, bei denen sich keine
verborgenen Laplace - Hypothesen aufspliren lassen; sie eig-
nen sich fiir die ersten Einfiihrungsstunden in die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und die Uberleitung zur Bayesschen

Regel gleichermaBen.

1.2.3 Beispiel 3 (Zinkenwiirfel)

Man sdgt aus Profilleisten "kurze und lange Zinkenwlirfel"
gemdB der folgenden Abbildung. Nur aus der Geometrie der
Objekte leiten sich vor jeglichem Experiment Vermutungen
liber das Verhalten der Wirfel her:
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kurz lang 441
3 5 3 g
¢ IF L ¢ |A
1 2|3 4 516 1 2 3 4|5 6
Ord d c|b a c | d c 4 b a|d c
Prngo|r94 |,16{,25 |,35 |,16/,04 ,101|,05| ,20{(,50(,05 |,10
PNele|/03 |-08|,35 |,43 |,08],03 .06 |,05 |,34 |,44|,05 |,06
Y5 |/056]|,14(,228|,336(,20|,04 ,092|,044|,236| ,42|,08 |,128
Prey |/045|,17(,23 |,34 |,17|,045 | ,11 |,065|,24 |,42],065(,11

Ord ist eine Hypothese iilber die Reihenfolge der relativen
Hiufigkeiten, die von fast allen Schillern vertreten wird:
Bei dem langen Wiirfel sind die Stirnseiten 2 und 5 unwahr-
scheinlicher als die Seiten 1 und 6. Bei dem kurzen Wirfel
ist es umgekehrt. Die gréB8te und schwerste Seite 3 wird
meist unten liegen, also ist 4 bei beiden Wirfeln an wahr-
scheinlichsten. Die folgenden zwei Zeilen enthalten die
subjektiven Wahrscheinlichkeiten von Ingo und Nele. Man
beachte wieder die partielle Symmetrie in allen Hypothesen!
Die weit weniger symmetrischen relativen Hiufigkeiten r,gg,
zwingen uns, Neles Hypothese zu verwerfen, Ingos kdnnen wir
akzeptieren oder unter Verwendung unserer experimentellen
Ergebnisse revidieren (ppgy)-

Das Erstellen und Revidieren subjektiver Wahrscheinlich-
keitsverteilungen ist nicht Selbstzweck, wir nutzen sie von
Anfang an zur Vorbereitung entscheidungstheoretischer Grund-
gedanken:

Schiiler , deren experimentelle Ergebnisse in obiger Tabelle
noch nicht verwendet wurden, teilen uns diese mit. Wir haben
zu entscheiden, ob es sich um den langen oder den kurzen
Zinkenwiirfel gehandelt hat. Fehlentscheidungen werden uns
mitgeteilt:
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abs. H8ufigkeit fir gewlir- unsere |Sicherheit | Verm.

1] 2 3 4 5 6 | felt von| Verm. |der Verm. war
319 9 16| 9 4 | Heidi kurz 1450:1 richtig
2|3 15| 24| 3 3 | Achim lang 82:1 richtig
0|14 26| 4 6 0 | veronika | kurz 31Mio:1 richtig
9(3 193] 14| 3 2 | J8rg lang 2516:1 falsch
2 10| 15| 14| 2 | Oliver kurz 450000:1 richtig

Die Spalte "Sicherheit" wurde in Vorgriff auf 1.4 aufgenom-
men. Man berechnet sie mit der Bayesschen Regel. Obwohl man
sie im Unterricht an dieser Stelle noch nicht erwidhnen wird,
kann man sich bei J6rg wohl berechtigt fragen, ob unsere
Vermutung wirklich falsch war, oder ob J6rg geschummelt hat.
1 und 6 traten n&mlich sehr viel hdufiger auf als 2 und 5,
was fiir den langen Wirfel charakteristisch ist.

1.2.4 Beispiel 4 (Minzen mit Rand)
Man sdgt kleine Rundh&lzer, die z.T. durch Ankleben von

Metallplidttchen "gezinkt" werden. Folgende Tabelle zeigt in
Analogie zu Beispiel 3 subjektive Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen und ihre Revisionen durch das Experiment:

(z2zahl, B2Baum, R%Rand)

Rundholz, ungezinkt Rundholz, gezinkt

Z B R Z B R
Pmark | 025 | 0,25 | 0,50 0,50 | 0,10 |0,40
Pplke | 0,40 | 0,40 | 0,20 0,50 | 0,00 |0.50
Ppieter | 0,333 | 0,333 0,333 0,50 [ 0,05 [0,45
Ti500 | 0,219 | 0,237 | 0,454 0,517 | 0,073 | 0,41
Prev 0,225 | 0,225 0,55 0,52 | 0,07 |0,41
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Die Hypothesen von Mark sagten die experimentellen Ergebnis-
se wesentlich besser voraus als die von Elke und Dieter,
welche wir verwerfen miissen. Noch grdBeres Vertrauen haben
wir jedoch in die revidierte Verteilung prév' Auch nach
weiteren Experimenten sehen wir keine Veranlassung, Py, 2u
verwerfen.

Wie in Beispiel 3 schlieBen sich Versuche an, bei denen man
auf Grundlage der letzgenannten Verteilungen zu entscheiden
hat, ob ein unbekanntes Objekt eine echte Milnze, ein gezink-
tes oder ungezinktes Rundholz ist.

In 1.4 und 1.5 werden wir die Beispiele mit Hilfe der Bayes-
schen Regel vertiefend behandeln, doch diirfte schon hier
deutlich geworden sein, daB der subjektive Wahrscheinlich-
keitsbegriff tragfdhig ist, und wie seine Verwendung stati-
stisches Denken vorbereitet. Man kann fiur die hier vor-
liegenden reproduzierbaren Situationen den Unterschied zum
frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff wie folgt cha-

rakterisieren:

- Wahrscheinlichkeiten werden nicht mehr als objektiv
feststehende Grenzwerte relativer Hdufigkeiten aufgefast,
sondern als subjektiv "beste Sch&tzung (Voraussage) fir
die zu erwartende relative H&ufigkeit in einer langen
Versuchsreihe". [Scheid 2, S. 32J.

- Dadurch erhalten die Wahrscheinlichkeiten den Charakter
von Hypothesen.

- Manche Hypothesen halten wir fir wahrscheinlicher als

andere, manche miissen wir ganz verwerfen.

- Wahrscheinlichkeiten sind von relativen Hdufigkeiten prin-
zipiell verschieden: Man erkennt das daran, daB alle
Hypothesen in den Beispielen 1, 3 und 4 Symmetrien
aufweisen, flr die relativen H&ufigkeiten wird das nur

in Ausnahmef&dllen gelten.
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Fir die Entwicklung eines subjektiv- hypothetischen Wahr-—
scheinlichkeitsbegriffs ist die oft praktizierte Beschr&dn-—
kung auf klassische Zufallsobjekte wie Miinze, Wirfel,
Glidcksrad und ReiBnagel fatal, denn

- entweder endet man wegen totaler Symmetrie sofort bei
Laplace, es verschwindet der Gedanke, daB es verschiedene
gleichberechtigte Hypothesen gibt,

- oder man endet wegen vollstdndiger Asymmetrie bei der
Definition von Wahrscheinlichkeiten als Grenzwert rela-
tiver Hidufigkeiten. Es verschwindet der Gedanke, daB8 Wahr-—
scheinlichkeiten Vorhersagen machen und von relativen
Hiufigkeiten prinzipiell verschieden sind.

Der Rickgriff auf teilweise symmetrische Objekte in den Bei-
spielen 1.2.3 und 1.2.4 ist also wohliUberlegt. DaB sich der
Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff als Spezialfall des
subjektiv - hypothetischen einordnen 1&d8t, ist klar. Auch
das Arbeiten mit Wahrscheinlichkeitsbdumen (Additionsregel
und Produktregel) ist sinnvoll, aber nicht als Berechnung
objektiver Wahrscheinlichkeiten, sondern als Methode, wie
man aus einfachen subjektiven Wahrscheinlichkeitsannahmen
(Hypothesen) (vgl. Frank p=1/3, Manfred p=1/4) neue, meist
kompliziertere subjektive Verteilungen herleiten kann, an
denen man interessiert ist. Ein groBer Teil des im bisheri=-
gen Curriculum eingesetzten Materials ist also auch im Rah-
men des subjektivistischen Ansatzes verwendbar.

Der "Blickpunktwechsel™ ist jedoch im Bezug auf Bruners
Prinzipien von Pridfiguration und Fortsetzbarkeit von
entscheidender Bedeutung.
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1.3 Heuristische Begrlindung der Bayesschen Regel

Der in 1.2 geschilderte Ansatz hat gezeigt, daB subjektive
Wahrscheinlichkeiten durch Erfahrung stdndig revidiert wer-
den mlssen. In oft reproduzierbaren Situationen kann dies
durch Angleichung an relative Hiufigkeitsverteilungen erfol-
gen. Doch wie revidiert man im Falle selten, mdglicherweise
nur einmal reproduzierbarer Situationen? Die Antwort darauf
liefert die Bayessche Regel. Wir wollen ihre heuristische
Begriindung an einem Beispiel erldutern, das im Unterricht zu
recht engagierten Diskussionen flhren kann.

1.3.1 Ein Kriminalbeispiel

In einem ProzeBf kommt auf Grund eindeutiger Indizien nur
einer der Herren A, B, C als T4ter in Frage. Der Kommissar
ist sich noch unsicher. Nach den bisherigen Ermittlungen
sagt ihm sein in langer Berufspraxis geschultes Gefiihl: A
war der Tdter mit 50%iger Sicherheit, B mit 30%iger und C
mit 20%iger Sicherheit. Nun tritt ein neues Indiz auf: Der
Tdter hat am Tatort eine Filterzigarette geraucht. Welche
Informationen muB8 sich der Kommissar verschaffen? Er er-
fdadhrt, daB8 C leidenschaftlicher Nichtraucher ist. (C hat
sich vor kurzem scheiden lassen, weil er den Qualm seiner
Frau nicht mehr ertragen konnte.) A und B sind starke Rau-
cher, doch raucht A nach Ausagen der Arbeitskollegen mit ca.
20% nur selten Filterzigaretten, B raucht ausschlieflich mit
Filter. Auf wen tippt der Kommissar nun?

Die Schiller versetzen sich in seine Lage und w&gen ab: Auf
Grund des Indizes I (Tdter hat Rest einer Filterzigarette
hinterlassen) wird C vdllig entlastet, B wird stark be-
lastet. Auch A wird belastet, jedoch lange nicht so stark
wie B. Dafiir sprechen die Indizien, die vor Entdeckung der
Zigarettenreste gefunden wurden stdrker gegen A (50%) als
gegen B (30%). Folgende Tabelle gibt die durch das Indiz
revidierten subjektiven Wahrscheinlichkkeitsverteilungen

dreier Schiiler wider:



29

w A B c
PManfred (<) 0,20 0,80 0,00
Pguido (9) 0,35 0,60 0,05
Pjeanette (©) 0,30 0,70 0,00

Aus den Unterschieden, die trotz gleicher Information fir
alle entstehen, ergibt sich der Wunsch nach einer eindeuti-
gen und rational begrilndbaren Revisionsmethode. Das wird die
Bayessche Formel sein.

Zundchst veranschaulicht man alle verfligbare Information auf
prédgnante Weise durch den umgekehrten Wahrscheinlichkeits-

baum:

Die "zentrale Frage":
"Auf welchen Wegen kann das beobachtete Indiz entstanden
sein? Vergleiche ihre Wahrschenlichkeiten!"

hilft, die oben intuitiv und unstrukturiert geduBerten Ge-
danken zu prédzisieren. Sind die Schiller mit der Pfadregel

vertraut, dann finden sie schnell die

Antwort auf die "zentrale Frage":

1. Weg: A war der Tdter und hinterl&dst Filterreste
Wahrscheinlichkeit: p4=0,5-0,2=0,1

2. Weg: B war der T&ter und hinterl&8t Filterreste
Wahrscheinlichkeit: p2=0,3.1,0=0,3

3. Weg: C war der T&dter und hinterl&8t Filterreste
Wahrscheinlichkeit: p3=0,2-0,0=0,0

Die Wahrscheinlichkeit, daB B das Indiz hinterlassen hat,

also der Titer war, ist somit dreimal so groB8 (75%) wie die
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entsprechende Wahrscheinlichkeit (25%) £fir A.

Allgemeiner erkennt man, daB die Summe p=p;+po+p3 der
Wahrscheinlichkeiten fir die einzelnen Wege die Wahrschein-
lichkeit dafiir angibt, daB das Indiz Uberhaupt beobachtet
werden wilirde (Summenregel). Der Anteil p,/p gibt dann die
Wahrscheinlichkeit an, mit der es von A herrihrt. Und das
ist der Inhalt der Bayesschen Regel. Die revidierte subjek-
tive Wahrscheinlichkeitsverteilung sieht also wie folgt aus:

w A B C

Prev,Bayes (©) pP1/p= pPy/p= pP3/p=
0,1/0,4=0,25 0,3/0,4=0,75 0/0,4=0

Sie stimmt mit den Ergebnissen unserer intuitiven Revision
recht gut Uberein. Die Tatsache, daB Schiiler die Bayessche
Regel mitunter aus dem umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaum
herauslesen, noch bevor man die zentrale Frage stellt, be-
legt die generative Kraft dieses Diagramms.

1.3.2 Bayessche Regel und induktive Logik

Aus einer wahren Implikation A = I und der Wahrheit von I
148t uns ein psychologischer Mechanismus oft auf die Wahr-
heit von A zuriickschlieBen. (In der Werbung macht man davon
bekanntlich oft Gebrauch). Logisch ist das falsch, praktisch
ist der UmkehrschluB vertretbar, wenn mdgliche alternative
Griinde fir I (Al, A,) unwahrscheinlich sind oder (A3, Ay I
nur selten zur Folge haben.

Im folgenden Beispiel hat A vor Beobachtung des Indizes die
Wahrscheinlichkeit 0,2, nach der Beobachtung von I ist die
Wahrscheinlichkeit auf 0,89 angewachsen. I macht also A sehr
viel wahrscheinlicher, und meistens wird man mit den aus
dem UmkehrschluB gezogenen Konsequenzen in der Realité&t
Gliick haben. Man spricht von induktiver Logik, sie hat sich
wdhrend der menschlichen Entwicklung herausgebildet und
gehdrt zum festen Repertoire an bewéhrten Verhaltensmustern
(vgl. [Riedel]).



31

Numerisches Beispiel:

0,2 0,005 0,015 0,3 0,48 a priori
A Aq A, A3 Ay
1 0,8 0,75 0,01 0,015
Indiz I
0,98 0,02 0,05 0,01 0,03 a posteriori

Zu schwerwiegenden Fehlschliissen fiihrt dieser Mechanismus,
wenn man alternative Grinde flir I Ubersehen hat (d.h. deren
a priori Wahrscheinlichkeiten waren zu klein). Dann wird die
nach Revision fiir A erhaltene Wahrscheinlichkeit wesentlich
Zu groB.

Beispiel aus dem Schulalltag: Aus x=3 = x2=9 schlieSen
Schiiler immer wieder nach der induktiven Logik x2=9 2> x=3,
Sie {ibersehen die negativen Zahlen (kleine subjektive
a priori Wahrscheinlichkeit), weil negative LOsungen im
Schulunterricht seltener vorkommen als positive. Ein
Beispiel aus der Rechtssprechung findt sich bei [Schrage].

Ein intuitives Verstdndnis filir den im Laufe der menschlichen
Entwicklung erprobten Mechanismus der induktiven Logik (und
seiner Grenzen) ist wegen der Universalit&dt sicher ein Lern-
ziel ersten Ranges. Es ist nur auf der Grundlage eines
subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriffs zu erreichen.
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1.4 Iterierte Anwendung der Bayesschen Regel

Interessant wird die Bayessche Regel bei wiederholter Anwen-
dung, wenn die a posteriori Wahrscheinlichkeiten vorheriger
Revisionen als a priori Wahrscheinlichkeiten sp&terer Revi-
sionen dienen. Dann wird ndmlich das Funktionieren der in-
duktiven Logik und der prozeBhafte Charakter des Erkennens
experimentell nachvollziehbar und in gewissem Sinne einer
Uberpriifung zugdnglich. Auch die Grundgedanken der Testtheo-
rie beginnen sich aufzudrédngen, denn nach wiederholter An-
wendung der Bayesschen Regel wird man so sicher, daB8 man
bereit ist, Entscheidungen zu fdllen bzw. das Risiko von
Fehlentscheidungen in Kauf zu nehmen.

Wir wollen drei Beispiele geben, von denen sich das erste
auch zur Einfilhrung in die Bayessche Regel eignet.

1.4.1 Beispiel 1
Man fillt drei Titen: I (mit 100% weiBen Kugeln), II {(mit
75% weiBen, 25% roten Kugeln) und III (mit 25% weiBen und

75% roten Kugeln). Dann wird eine der Titen ausgewdhlt. Man
weiB aber nicht, welche. Infolgedessen besitzen wir fir die
Hypothesen Hy, Hyy, Hyyys die durch die Tiiten symbolisiert
werden, zundchst gleiche subjektive a priori Wahrschein-
lichkeiten (1/3). Dann wird der besagten Tiite eine Kugel
entnommen. Sie ist weiB. Das spricht am meisten fir Hy, am
wenigsten flr HIII' Man einigt sich auf die subjektive
Wahrscheinlichkeitsverteilung 55%, 30%, 15%... »

Nach der vierten weiBen Kugel ist man sich ziemlich sicher,
daB Tite I vorliegt (80%, 18%, 2%), doch dann wurde (iiber-
raschenderweise) eine rote Kugel gezogen, wodurch sich die
subjektiven Wahrscheinlichkeiten radikal &ndern. Die folgen-
de Tabelle zeigt links, wie Schiiler einer Klasse 7 ihre
subjektiven Wahrscheinlichkeiten revidierten. Daneben stehen
zum Vergleich die Ergebnisse, die die Bayessche Regel lie-
fert. Wie erwdhnt dienen die revidierten (a posteriori)
Verteilungen gleichzeitig als a priori Verteilungen fiir die
ndchste Revision.
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intuitive Revision: Revision nach Bayes : Rechnung:
{gerundet)
Hyp.1  Hyp.Il Hyp.III Hyp.I  Hyp.11  Hyp.ill
nur w 3/4 w 1/4 w nur w 3/4 w 1/4 w
33,3%  33,3%  33,3% 33,3% 33,3% 33,3% 1/3 1/3 1/3
[T ] [11] 111 1.Weg 4/12
1 3/4 1/4 2.Weg 3/12 8/12
weg /12
55,05 30,08  15,0% 50,0% 37,5% 12,5% 4/8 3/8 1/8
[T ] [11] 111 ] l.Weg  16/32
1 3/4 1/4 2.Weg 9/32 7 26/32
[Indiz w] 3.Meg 1732
60,05 30,03 10,0% 61,5% 34,6% 3,9% 16/26 9/26 1/26
[ 1] [ 11] 111 ] l.Meg  64/104
1 3/4 1/4 2.Meg  27/104 } 92/104
[Tndiz w 3.Meg  1/104
75,08  20,0% 5,0% 69,5% 29,43 1,1% 64/92  27/92 1792
[T ] [11] 111} l.Meg 256/368
1 3/4 1/4 2.Meg  81/368 ;338/368
[Tndiz w] 3.Weg  1/368
80,0% 18,0% 2,0% 75,7% 23,9% 0,4% 256/338 81/338  1/338
[1 ] [11] 111 1.Weg 0/1352
0 1/8 3/4 2.Weg  81/1352) 84/1352
Tndiz T 3.Weg  3/1352
0,08  95,0% 5,0% 0,0% 96,4% 3,6% 0 81/84 3/84

1.4.2 Beispiel 2 (Vertiefung zum Zinkenwlrfel aus 1.2.3)

Bei einem unbekannten Objekt ist zu entscheiden,

ob es sich

um einen Laplace-Wiirfel (Hypothese H;), einen kurzen (Hjp)

oder einen langen Zinkenwirfel (HIII) handelt. Dabeil cha-

rakterisieren wir die Zinkenwiirfel durch die Verteilungen,

die sich in fritheren Versuchen (1.2.3) bewdhrt haben. Ent-

sprechend der gewiirfelten Zahl revidieren wir unsere subjek-

tiven a priori Wahrscheinlichkeiten nach einem der folgenden

Diagramme:

Hp l_HII Hirs
0,166 0,045 0,11 0,166

Hr

Hrrg

0,17

0,065

|Indiz: 1 oder 6|

|Indiz: 2 oder 5|

3 Riemer, Stochastik
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Hyg JHIII
0,2 3/0,24

3

Indiz: 4

Indiz:

Die Indizien 1 und 6 sprechen nach der induktiven Logik am
meisten filr den Laplace-WUrfei, die Indizien 2 und 5 spre-
chen sehr fiir den kurzen und gegen den langen Zinkenwlirfel,
4 spricht am meisten filr den langen Zinkenwlirfel. Den ProzeS8
des Erkenntnisgewinns verfolgt man anhand der untenstehenden
Tabelle:

Hy:Laplace(8) Hyy: kurz(s) Hyyp: lang (8)
1 2 3 4 5 6 1 |2 31415 6 1(2|3 |4 |5|6
16,6|16,6|16,6(16,6 |16,6|16,6( 4,5(17 |23|34|17 |4,5| 11[a8(24|42 |65|11
gewlir-
feltes subjektive Wahrscheinlichkeit fir die Hypothesen:
Indiz:
33,33% 33,33% 33,33%
3 25,00% 33,33% 42,00%
4 12,30% 33,13% 54,75%
4 4,49% 30,18% 64,33%
3 3,58% 25,97% 70,45%
3 2,29% 21,94% 75,76%
4 0,93% 18,12% 80,95%
4 0,37% 14,96% 84,94%
4 0,148 11,773 [88,08%]
5 0,37% 31,75% 67,88%
4 0,15% 26,51% 73,34%
5 0,30% 55,68% 44,02%
3 0,21% 49,74% 50,05%
2 0,31% 77,43% 22,26%
4 0,14% 72,78% 27,08%
2 0,17% 90,24% 9,59%
6 0,568 82,01% 17,43%
3 0,41% 78,39% 21,21%
5 0,46% 7,14%
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Nach 18 Versuchen wird die Beobachtung abgebrochen. Mit
hoher Wahrscheinlichkeit liegt der kurze Zinkenwlirfel vor.
Hitte man sich nach 8 Versuchen fllr den langen Zinkenwiirfel
entschieden, w#re ein Irrtum unterlaufen. Man beachte, wie
sich die Situation durch das wiederholte Auftreten der Indi-
zien 2 und 5 verdndert hat.

1.4.3 Beispiel 3 (Schreibtischlampe)

Eine nicht mehr ganz neue Schreibtischlampe soll angeknipst
werden. Es ist bekannt, da8 der Druckschalter in gewissen
zeitlichen Abstdnden Wackelkontaktphasen hat, sie leuchtet
dann beim Anknipsen mit 30%iger Wahrscheinlichkeit nicht

auf. Auch brennt wegen des zu kleinen Schirmes die Birne
8fter durch als normal. Aufgrund ldngerer Erfahrung (ich war
immer zu faul, den Schalter auszuwechseln), besitze ich
folgende subjektive Wahrscheinlichkeitsverteilung fir den

Lampenzustand:
I: II: III: IV:
Schalter hat Birne ist Schalter hat Alles ist
w Wackelkontakt- | kaputt, Wackelkontakt- | in Ordnung
phase, Birne Schalter phase, Birne
ist ok ist ok ist kaputt
plv)| 0,1 0,01 0,001 0,889

Ich komme ins Zimmer, knipse die Lampe an und es bleibt
dunkel (Indiz). Bevor ich lange nachdenke, werde ich den
wackelkontaktverddchtigen Schalter erneut betdtigen - und
nochmals. Ist wihrend - sagen wir - sechsmaliger Bet#dtigung
des Schalters das Licht immer noch nicht angegangen, werde
ich es mit einer neuen Glihbirne versuchen. Warum? Die
Antwort liefert die Regel von Bayes. Wir benutzen sie sechs-
mal hintereinander zur Revision unserer subjektiven Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen fiir den Lampenzustand durch das
Indiz. Dabei kommt stets der gleiche Wahrscheinlichkeits-
baum zZur Anwendung, nur die a priori Verteilungen &ndern
sich:

3%
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Indiz: Lampe brennt
nach Betdtigung des
Schalters nicht

Es ergeben sich folgende Zwischenergebnisse (pn(u)bezeichnet
die subjektive Wahrscheinlichkeit ftir den Lampenzustand,
nachdem der n'te Druck auf den Schalter die Lampe immer noch
nicht zum Leuchten brachte; H bezeichnet die Entropie der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen):

HCRE 11 111 v H
pg () [0,100 [ 0,010 | 0,001 [ 0,889 [ 0,547
Py (w) [0,732 0,244 [ 0,024 [ 0,000 | 0,957
P, () [ 0,450 0,500 [ 0,050 | 0,000 | 1,234
p3(a) | 0,197 | 0,730 | 0,073 | 0,000 | 1,096
Py (w) | 0,069 | 0,847 | 0,085 | 0,000 | 0,770
Ps (w) | 0,022 | 0,889 | 0,089 | 0,000 | 0,580
Ipg (v) [ 0,007 ] 0,903 0,090 [ 0,000 | 0,494

Nachdem bei der ersten Betdtigung des Schalters kein Licht
anging, schnellte die Wahrscheinlichkeit fir einen Wackel=-
kontakt von 10% auf 73% (weswegen man es sofort nochmals
probiert). Nach sechs erfolglosen Versuchen ist diese Wahr-
scheinlichkeit jedoch auf 0,7% abgesunken, und der Gang zum
Kasten mit den Ersatzbirnen ist sinnvoll., Funktioniert die
Lampe auch nach Einschrauben einer neuen Birne nicht, werde
ich 2zu weiteren Revisionen gezwungen sein und einer anderen
Alternative (etwa AnschluBschnur kaputt oder Sicherung
geldst) eine vorher zu vernachlidssigende Wahrscheinlichkeit
einrdumen missen.

Nur am Rande sei angemerkt, wie man an Beispielen des obigen
Typs Verdnderungen der Entropie einer Situation durch ein-
treffende Informationen studieren kann: Vor dem ersten Betd-
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tigen des Schalters bin ich mir iber den Zustand der Lampe
ziemlich im klaren: "Sie wird hdchstwahrscheinlich funktio-
nieren." Die Entropie H=Y p(v) 1d(l/p(w)) der Situation ist
gering, sie betrigt 0,5477 Nachdem die Lampe nicht angegan-
gen ist, bin ich Uber ihren Zustand unsicher geworden: "Mit
recht hoher Wahrscheinlichkeit liegt der Fehler aber an
einem Wackelkontakt." Die Entropie ist auf 0,975 angewach-
sen. Noch unsicherer macht mich ein erneutes Versagen der
Lampe. "Liegt es womdglich doch an der Birne?" (Entropie
1,234). Die sechsmalige Betdtigung des Schalters liefert
wieder Klarheit . “Hbcﬁstwahrscheinlich liegt der Fehler an
der Birne." Die Entropie der Situation ist auf 0,494 abge-
sunken.

Anmerkung:

Natlrlich kann man in den obigen Beispielen das Endergebnis
auch durch einmalige Anwendung der Bayesschen Regel
erhalten, man hat nur ein "zusammengesetztes Indiz" zu
betrachten, die bedingten Wahrscheinlichkeiten ergeben sich
aus der Pfadregel. So erhdlt man fliir das Beispiel 1.4.1 der
Tdten mit unbekanntem Inhalt folgenden Baum:

1/3 1/3 1/3 &« a priori

Hyp. I Hyp. II Hyp. III

(nur w) (3/4 w) (1/4 w)

1:1:1:1-0 330332 11%13
4 4 (444 4 4444

rindiz: WWWWTI

Rechnung:
l.Weg (1/3) 1 1 1 1 0 =0
2,Weg (1/3)(3/4)(3/4)(3/4)(3/4)(1/4)=27/1024 28/1024

3.Weg (1/3)(1/4)(1/4)(1/4)(1/4) (3/4)= 1/1024

0/28 27/28 1/28 ¢« a posteriori
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Werden die auftretenden Zahlen zu klein, dann betrachtet man
nur Verh#ltnisse von Wahrscheinlichkeiten. Auf diese Weise
wurde die Spalte "Sicherheit" in dexr Tabelle aus 1.2.3
(Zinkenwiirfel) berechnet. So erhdlt man filr die a posteriori
Wahrscheinlichkeiten dafilr, da8 die experimentellen Ergeb-
nisse von einem kurzen bzw. langen Wiirfel stammen, das Ver-
hdltnis

pla post. kurz) [0,045]™/6 [0,17 |"2/5 [0,23]"3 [0,34]™ pl(a pr. kurz)
pla post. lang) | 0,11 0,065 0,24 0,42 pla pr. 1ang)
wobei die Exponenten die absoluten H#ufigkeiten der gewiir-

felten Indizien enthalten.
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1.5 Die subjektiven Wahrscheinlichkeiten werden objektiv

Anfangs, als die betrachteten Situationen beliebig oft re-
produzierbar waren (1.2), revidierten wir subjektive Wahxr-
scheinlichkeiten dadurch, daB8 wir sie mit relativen Hiu-
figkeiten abstimmten. Was wlirde eine wiederholte Revision
unter Benutzuhg der Bayesschen Regel liefern? Diese Frage
soll uns eine Computersimulation beantworten.

1.5.1 Beispiel

Greifen wir das Beispiel 1.2.1 des Vierfachminzwurfs auf und
betrachten wir die Wahrscheinlichkeit w=w(2) fir den Aus-
fall 2 (zwei der vier Minzen zeigen Kopf). Frank, Jeanette
und Arndt hatten hierflir die subjektiven Wahrscheinlichkei-
ten w=0,2, w=0,3 und w=0,5 genannt. In der Sprache der
Statistiker haben sie verschiedene Hypothesen Uber eine
unbekannte Wahrscheinlichkeit aufgestellt:

Hypothese von Frank Hpr: w=0,2
Hypothese von Jeanette Hyet? w=0,3
Hypothese von Arndt Hp,: w=0,5

Nehmen wir die Hypothese hinzu, die wir nach 200 Experi-
menten aufgestellt haben:

Hypothese eines Experimentators Hpy: w=0,4

und geben wir auch Herrn Laplace mit seiner Hypothese eine
Chance:

Hypothese von Laplace Hy ¢ w=0,375

Frage: Wer hat recht? Oder welche Hypothese besitzt die
gréfte Wahrscheinlichkeit? Vor allen Experimenten und theo-
retischen Uberlegungen sind die drei Schiiler unsicher, doch
hdlt jeder seine eigene Hypothese flir die wahrscheinlichste,
sonst h&dtte er sie wohl kaum spontan vorgeschlagen. Sagen
wir der Einfachheit halber: Jeder der drei glaubt mit
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60% iger Wahrscheinlichkeit an seine eigene Hypothese, mit
10% iger Wahrscheinlichkeit an die vier anderen (subjektive
a priori Verteilung auf den Hypothesen). Wir machen nun eine
Reihe von Experimenten und lassen die drei Schiller je nach
Ausgang ihre subjektiven Wahrscheinlichkeitsverteilungen
gemdB der Bayesschen Regel revidieren. Dabei wird einer der
folgenden Bdume benutzt:

Falls 2 von den 4 Miinzen Kopf zeigen:
Hppiw=0,2 |[Hjoiw=0,3 || Hya:w=0,375 |

HEx:w=0,4|L§Ar:w=67§1

0,2 0,3 0,375 0,4 0,5

Indiz A:
2 von 4 Miinzen

zeigen Kopf

Falls nicht 2 von 4 Miinzen Kopf zeigen:
Hpp:w=0,2 |[Hze:w=0,3 |[H5:W=0,375 |[ Hgy:w=0,4[[Ha :w=0,5

0,8 0,7 0,625 0,6 0,5

Indiz B:
nicht 2 von 4
Miinzen zeigen Kopf

Nach zwei tats&dchlich durchgefiihrten Vierfachmﬁnzwﬁrfeh und
den zugehdrigen Revisionen nimmt uns der Computer mit seinem
Zufallsgenerator die Arbeit ab: Er druckt neben der Nummer N
des VierfachmiUnzwurfs (1. Spalte) das im N-ten Versuch ein-
getretene Indiz A oder B (zwei bzw. keine zwel Kopfe). Die
3. Spalte enthdlt die relativen Hiufigkeiten der in den
ersten N Versuchen aufgetretenen Indizien. Daneben stehen
die Folgen der durch die Indizien nach Bayes revidierten
subjektiven Wahrscheinlchkeiten fiir die fiinf genannten Hypo-
thesen. Diese Folgen sind fUr die drei'Schiiler verschieden,
da sie anfangs verschiedene a priori Verteilungen besaBen.
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Ergebnisse der Simulation (S. 42):

(a) Unabhdngig voneinander r&dumen die drei‘Kandidaten nach
gewisser Zeit der Hypothese von Laplace, die den relativen
Hiufigkeiten am n#chsten kommt, die gréB8te Wahrscheinlich-
keit ein. Nach 2000 Versuchen ist sie auf liber 99% ange-
wachsen. ’ ‘

(b) fiir N>800 stimmen die subjektiven Wahrscheinlichkeits-
verteilungen aller drei Kandidaten iiberein, die Ubereinstim-
mung ist besser als 1%. Das bedeutet aber: Die subjektiven
Wahrscheinlichkeiten sind objektiv geworden.

Beziiglich der eingangs gestellten Frage halten wir fest:

(c) Das intuitive Angleichen der subjektiven Wahrscheinlich-
keiten an die relativen Haufigkeiten ist mit einer iterier-
ten Revision nach Bayes gut vereinbar.

(d) Die Laplace-Hypothese kann (zumindest fiir die im Compu-
ter simulierten Miinzen) aufrechterhalten werden.

1.5.2 Variation des Beispiels (S. 43)

Eben haben sich drei Personen zwischen 5 Hypothesen iiber die
Wahrscheinlichkeit von 2 K&pfen in einem Vierfachmiinzwurf
entschieden (linke Spalte untenstehender Tabelle). Wir
kénnen auch folgende Deutung aussprechen: Sie haben sich
zwischen den in 1.2.1 aufgestellten "komplizierteren" Hypo-
thesen Uber die gesamte Verteilung der Kopfzahl (rechte
Tabellenseite) entschieden, dabei allerdings zur Entschei-

Kopfzahl | 2 0 1 2 3 |4

Hpp w=0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 |0,2
Hye w=0,3 0,1 |0,25|0,3 |0,25(0,1
Hpy w=0,4 0,06 |0,24|0,4 |0,24/0,06
Hpg w=0,375 0,0625|0,25 | 0,375|0,25(0,0625
Hpr w=0,5 0,05 |0,2 |0,5 |0,2 |0,05

dung nur die Indizien A (zwei der 4 Miinzen zeigen Kopf) und
B (nicht zwei der 4 Miinzen zeigen Kopf)} herangezogen. Bei
dieser Interpretation haben sie also auf Informationen ver-
zichtet. Wir erwarten, daB sich die Hypothese von Laplace
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Zum Beispiel 1.5.1
5 Hypothesen Uber die Wahrscheinlichkeit von 2 K&pfen beim
Vierfachmlinzwurf:

H Fr H Je H La H Ex H Ar
w=0,2 w=0,3 w=0,375 w=0,4 w=0,5

Als Indiz zur Abwdgung zwischen den Hypothesen beobachtet man
A: 2 von 4 Minzen zeigen Kopf oder
B: nicht 2 von 4 Miinzen zeigen Kopf

N[ E|VERT VON I:| FRANK: JEANETTE: ARNDT:
SUBJ, WK-VERTEILUAG FUER SUBJ. WK-VERTEILUNG FUER SUBJ, WK-VERTEILUNG FUER
A 8 HFR HJE HLA HEX RAR |HFR HJE HLA HEX HAR |HFR HJE HLA HEX HAR
a. priori | 0.600]0.100]0.100[2. 100]0.100 [ 0. 100]0.600]0. 100]0.100]0. 100 0. 100]0. 160]0. 100]0. 100]0. 500
1]8[1.000 0.000] 0.664 0.097 0.087 0.083 0.063 | 0.119 0.625 0.092 0.089 0.074| 0.140 0.122 0.209 0.105 0.524
2|4|0:500 0:500| 01507 0111 0124 0127 0132 [ 01075 0588 0.109 0112 0.117 [ 0:068 0/09 0.100 0:102 0.640
3|4|0:333 0.667 0:340 0112 0156 01170 0222 | 01045 0526 0.122 0.134 0.174 [ 0.031 0,061 0.085 01093 0729
an|0:250 0:750| 0:201 0.05 0.172 0.201 0327 | 0.025 01447 0 130 0151 0.24s | 0014 0.040 0070 0l081 0.795
s|8|0:400 0.600| 0:259 0111 0:173 0194 0263 | 01032 01438 0.129 0145 0.196 | 0021 0.053 0.083 0092 0.752
6|A|0:333 0:667 | 0:144 0:093 0’181 0216 0365 | 01018 01415 0135 0.161 0:272( 0.009 0.034 0.067 07080 0810
7|8|0:a29 0:571 | 07190 0107 0:187 01214 0302 | 01023 01467 0135 0:155 0.219 | 0l013 0l0de 0l079 0091 0:771
8[a[0'500 0:500| 0:224 07121 0187 0:206 0:242 | 01029 0.517 01134 0:147 0173 | 0020 0.060 0.093 01102 0.724
9|a|0:444 0556 | 01136 01101 0196 01230 0338 [ 01016 01435 0141 0165 0.243( 0 009 0l039 0l076 0089 0787
10|8(0.500 01500 0:179 0116 0.201 0.226 0.278 | 0021 0.487 0.140 0,158 0,194 | 0013 07052 01090 0.101 0.744
1180:545 0.as5 | 0229 0130 0201 0217 0.222 | 02026 01535 0138 0.149 0.152| 02020 0.068 07105 0113 0.694
12|4|0:500 07500 0:128 0109 0:211 0.243 0.310| 0.015 0454 0.126 0.169 0.216 | 03009 0045 0.086 0.099 0.761
13|8|0:538 0162 | 0167 0.125 0.215 0238 0.254 | 0.019 0.505 0,145 0.161 0.171 [ 07013 0059 0101 0:112 0.715
134)0:500 07500 | 0:090 0100 0216 0255 0339 | 07010 0421 0.151 0.179 0.238] 0.0 0/038 0/082 01097 0.776
158(0:533 0/467 | 0120 0117 0.225 0.255 0.283 | 0013 0472 0152 0.172 0.131 [ 0/009 0/050 0:097 0110 0.733
18|8(0:563 07438 | 0:156 0:134 0.230 0:250 0.231 | 0:017 0:521 0.1ag 0.162 0.150| 07013 0085 0113 0.123 0:684
17|8|0:588 07412 | 0199 0:149 0229 0239 0.184 | 0:02) 0:566 0.145 0.151 0.117 | 07019 0085 0130 0136 0:629
18[4[0;356 07444 | 0:111 0125 0.240 0267 0257 | 0lol2 01489 0.156 0174 0.168 | 0008 01057 0:109 0.122 0.703
19]8(0/579 0la21| 0145 0.142 0244 0.261 0.209 | 0:015 0536 0.153 0.164 0.131 [ 07013 07074 0127 0135 0.652
20|4|0:550 07450 01078 0115 0.245 01280 0281 | 0:009 0456 0.163 0.186 0:136 | .00 0.049 0,105 0120 0721
21/8|0:271 0;a29 | 07103 01133 0254 0:278 0232 | 07011 0.505 0.161 0.176 0.147| 0 008 0.064 0.122 0.134 0.672
9280591 0,409 | 07133 0151 0257 0270 0135 | 01014 01550 0157 0:165 0:115| 0012 0.082 0.141 0.148 0.617
23|8(0:609 0.391 | 0:170 07168 0255 0.258 0150 | 0:017 01593 0.151 07152 0088 [ 01013 0 104 0159 0160 0559
22|8(07625 0375 | 0211 07183 01249 0231 01117 | 0020 01631 0.143 07139 0:067 [ 01025 0:130 07177 0171 01497
258(07640 0:360 | 0258 07195 0237 0.221 0,089 | 0:024 01665 0.135 0/125 0051 [ 01035 0 159 07193 0179 01434
26|a|0:615 0.385 | 01156 01176 0:268 01265 0134 | 01015 0,604 0.153 0152 0.076 | 0017 0115 0.174 0.173 0.522
27(8/0:630 0:370| 07194 01132 01261 0°249 0104 [ 01018 0.641 0145 0138 0058 | 0024 0.141 0.192 0.183 0.460
28(8(0.643 0.357| 0237 0206 0249 0.226 0.080| 002z 0674 0.136 0.124 0.044( 0 033 02171 0:208 0190 0.398
29[8l0:655 0.385| 07285 0°216 01234 0.205 01060 | 01026 01708 01127 0111 0032 | 0085 0.204 0.220 0.193 0.338
50|B|0:667 0.333| 0.3 0/223 0.215 0.182 0044 | 0.030 0729 0.117 01099 0.024 | 0053 0.237 0229 0.193 0.261
3180677 0:323| 0389 01226 0135 0.158 0032 | 01036 0.751 0.108 0.087 0.018( 0075 07271 0:233 0189 0229
32|8|0"628 0.313| 0.343 0!226 0174 0.135 0023 | 0.042 0.770 0.099 01077 0:013 [ 01099 0.303 0233 0181 0.183
33(80.697 0:303| 07497 0221 0:152 0113 0016 | 0:049 0785 0.090 0067 0009 0 124 01333 01229 01170 0:143
32 0.676 0-324 | 07360 0240 0.207 0.163 01029 | 01037 0756 0.109 0.086 0.015( 0071 0!285 01245 0.195 0205
35[8[0:636 0.318| 07212 0l241 0185 0!191 0.021 | 07037 0.777 01099 01076 0011 | 02090 0:317 0.243 0.186 0.163
3684|0767 0.333| 0.283 01249 0 238 0I134 0036 | 01028 01743 0.119 0097 0.018 1264 0.253 0,206 0,226
371810676 0.378| 07331 0.250 0.218 0.170 0,026 | 07028 0.765 0.109 0,085 0.013) 0065 0.298 0.255 0.199 0.183
38(80:688 0:316 | 0:382 0256 01196 0147 0019 [ 07032 0783 0.100 0.075 0.010 1331 0.253 0190 0.145
39|8|0’692 0.308 | 0,333 01258 0:174 0.125 0013 | 0,038 01799 0,091 01065 0.007 1381 0.246 01177 0/113
a|4|0/675 0.325 | 0308 0!268 01229 0.176 0,023 | 0.024 0.771 0.110 01084 0011 1311 0265 0204 0.162
a140:659 0:341 | 01197 01260 0.278 0228 0038 | 0015 0731 0.130 0.106 0.018( 01032 01254 0271 0.222 0.22)
a2|4|0.623 0,357 0:119 0:236 0314 0.275 01057 | 07010 0/680 0.151 0.132 0027 [ 0017 0/199 0/265 0.232 0.288
a3|alo.e28 0,372 | 0.068 01202 0:336 0313 0.081 | 0:006 0-620 0.172 0.161 0.042 0.008 07150 07249 0.232 0361
a2|80l636 0,364 | 0086 0.223 0.331 0.297 0064 | 0007 0.654 0.162 07145 0031 1178 0.265 0238 0,307
as|a 0’622 0.378 1 0;048 0/185 0:326 0.33) 0089 | 0,008 0891 0,183 0175 0.047 "132 0246 0.235 0.360
a8[8[0:630 0:370] 0061 0:208 01345 0.316 0.0 5 01627 0.173 0159 0.036 1159 0.264 01242 0.326
a7 80’538 0.362 | 0077 07229 0.340 0.299 0.0 6 0660 0.163 0141 0.027 "188 0,279 0.246 0.276
ag|a 0:375| 01083 0.101 01355 0.333 0[0 4 01598 0.185 0.173 0.081 1141 01262 0:206 0.345
asla 01367 | 07054 0:213 0.353 0.313 0,06 4 01633 0.175 0157 0.031 1169 0279 0.251 0,292
5|8 0360 07088 0,235 0,347 0.300 0,04 5 0,656 0,164 0.142 0023 | 0.010 0,198 0,293 0.253 0,247
100| [0.600 0.400| 0.000 0049 0.414 0.473 0,05 0 0.238 0.332 0.379 0.051 .038 0.315 0.359 0.288
200| 07580 07420 | 0:000 0001 0.316 0.627 0.0 0 01007 0/314 0823 0.056 1001 028 0489 0.265
500| [0:810 0:390( 07000 0002 0.479 0513 0’0 0 0:013 0.473 0513 0.000( 0/000 0/002 01478 0518 0.002
300 02603 07398 | 07000 0.000 0396 0604 0.0 0 0001 0395 0604 0/000 | 01000 01000 0395 0604 0.0
s00| |0-620 07380 0000 0000 0597 0403 0.0 0 01002 0595 0.402 0.000( 0.000 0/000 01597 0/403 0000
600| (0623 07377| 01000 01000 0.664 0335 0000 | 05000 0:001 01663 0.335 0.000| 0000 0.000 0664 0.336 0.000
700| |0-631 0:369 | 07000 01000 0801 0139 0000 0000 0003 0799 0.198 0.000( 02000 0/000 0:801 0:199 0000
800| (07632 0.368| 0000 01000 0843 07157 0000 | 0000 01001 0832 0157 0000 | 0000 0.000 0:843 0.157 0000
900! 10.626 0.374 | 0,000 0,000 0774 0226 0,000 | 02000 0.000 0.774 0,226 0000) 0.000 0.000 0.7 0.226 0.000
1000| (07625 0:375| 0:000 0.000 0.788 0.212 0.0
1100| [07622 0:378| 0:000 07000 075 0.255 0.0
1200| (0623 0:378| 0.000 01000 01779 0.221 0.0
1300| (07631 0:369| 0.000 07000 07524 02076 0.00¢
1200| (0633 01367 | ¢.000 0.000 0:952 0.048 0.000
1500| 07630 0370 01000 0:000 01940 0060 0.000
1600| 07633 0367 02000 0 000 01370 0:030 0,00
1700| (0635 0:354| 0.000 0.000 0.985 0.015 0.00
1800| (0635 0:385| 0:000 0000 0:98 0.012 0.00
1900| 02633 0367 01000 0:000 0:984 0:016 0.00
2000| [0:640 0360|0000 0.C00 0.957 0.003 000




Zum Beispiel 1.5.2

(Variation von 1. 5.1)
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5 Hypothesen Uiber die Verteilung der Kopfzahl beim
Vierfachminzwurf:
H Fr H Je H La H Ex H Ar
0 Kopfe: 0,2 0,1 0,0625 0,06 0,05
1 Kopf: 0,2 0,25 0,25 0,24 0,2
2 Kopfe: 0,2 0,3 0,375 0,4 0,5
3 Kopfe: 0,2 0,25 0,25 0,24 0,2
4 Kopfe: 0,2 0,1 0,0625 0,06 0,05

Als Indiz zur Abwidqung zwischen den Hypothesen beobachtet man
die gefallene Kopfzahl

N[ 1| vERTEILUNG DER INDIZIEN [: | FRANK: JEANETTE: ARNDT:
SUBJ. WK-VERTEILUNG FUER SUBJ. WK-VERTEILUNG FUER SUBJ. WK-VERTEILUNG FUER

b 1 2 3 4 HFR HJE HLA HEX HAR| HFR HJE HWLA HEX HAR| HFR HOE HLA HEX W AR

a priori 0.60] 0. 100] 0. 100[ 0. 100] 0. 100 0. 100 0.600] 0. 100 0. 100[ 0. 100 0.100]0. 160] 0. 100] 0. 100] 0. 600

1] 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000] 0.561 0.117 0.117 0.112 0,093 0.084 0.528 0.105 0.100 0.084] 0.093 0.117 0.117 0.112 0.561

2| 0.000 01500 0.5 0:000 0:000 | 0:397 0.124 0:155 0,19 0:168( 0:051 0,577 07120 0.123 0.128) 0,044 0083 0:104 01106 O_¢63

2 ocoo0 0.333 0.687 0000 0.000) 0.2¢7 0:116 018l 0:19@ 0:258| 01030 01506 0 132 0:144 0:138] 0020 0.056 0 087 0.085 0742

2 1250 0.750 02000 0000 07137 0097 0:189 0.220 0.358| 0.017 0.423 0138 01161 0.261| 0.009 0036 0.071 0.082 0-803

4 1250 0:200 :000 0:200| 0:343 0:321 0:147 3:568 0.75| 0:043 0:85 0:113 0:138 0:530| :031 0:06¢ b.0ab .09 0: 3

2 1167 0.667 0000 0.167( 0:203 07107 0:164 0195 0.331| 0.025 0.471 0.120 0143 0.242| 0.014 0,043 0.066 0.079 0. 739

3 1143 0571 0.143 0.143 0:183 0 1212 0.299( 0.021 01500 0,127 0.146 0.206] 0l013 1079 0,090 0766

1250 00500 0.125 0.125| 00364 27 0.267| 0,018 0.527 0.134 0.147 0.174] 0.012 1094 0:103 01729

1222 0.55 10111 0lo8s 42 0.356] 0.010 0.442 0.141 0.16S 0.243] 0005 1076 0,089 0.789

1 2300 02500 0.100 0:100 02078 58 0.316| 0.008 0.469 0.149 0.168 0.206 0.00 1091 01102 01754

1 7364 0,455 0.091 0,091 | 0.068 71 0.277| 0,007 0,493 0.157 0.170 0.173 0.00 08 0,116 0.714

1333 01500 0,083 0.083 [ 02035 75 0.352| 0.004 0408 0.162 0.187 0.239] 0. 87 0101 0,773

1385 0.462 0.077 0.077( 0030 90 0.308| 0.003 0432 0.172 0.190 0.202| 0.0K 04 0115 01735

1357 01500 0.071 0.071 [ 02015 85 0.379| 0.002 0.349 0.173 0.208 0.272| 0. 584 02099 0.788

£100 0.467 0.067 0.067( 0013 00 0, 1002 0.372 0.185 0209 0. X 00 0.113 02753

7438 01438 0.063 0. Kt 14 0.230( 0.001 0.394 213 0, X 1118 0,129 02713

1412 02412 0.118 0, {010 25 0, 2001 0,414 1215 0.165 0.0¢ 1139 0.135 01669

8 1389 0,444 0,111 0. 1005 J32 o, .01 0,336 1232 0.223] 0. 13 0126 0.730

1368 0.421 0,158 0. 1002 1333 0. 1000 0355 1236 0. X 31 0,143 0,687

©350 02450 0.150 0. 1002 25 0.326 1282 0.219 0.2 X 1108 0,124 0,744

1333 01429 0.190 0. 1002 1339 0.283 1300 0:233 0.2 1000 28 01140 0. 704

1318 0,409 0.227 0. 1002 1350 0,248 1316 0.246 0.25¢ X 1150 0.158 0. 66!

1348 0391 0.217 0. 1001 1359 0. 1000 0.332 0,257 0.2 X *174 00176 0. &1

1333 0.375 0.208 0. 1004 347 0. 2000 0,458 0.222 0.2 X 95 0,189 0.54

5 1320 0360 0.200 0. 1013 22 0, .01 0,588 0178 0. 101 ‘211 0196 047!

6 8 0.385 0.192 0.038( 02007 36 0. .001 0/514 0. X 1184 00183 0.55

7 1333 0370 0.185 0,037 | 07006 39 0! 1528 X 1209 0.199 0. 501

1321 0357 0.179 0.071| 02017 06 0.10 1653 0. X 1220 0.201 0,42

1310 0,325 0,207 0069 0.014 05 0,08 1662 X 1242 0213 0.37;

7 0.333 0,333 0.200 0.067 | 02012 03 0.07 1673 1001 1265 00223 0. 32

5 0.323 1226 0. 1010 99 0.061 1681 0 1001 1286 0.231 0.28

3 0.344 0.313 0:219 0. 1008 95 0,050 1688 0. 0.001 1306 0238 0,24

1 0.333 0.303 0.242 0. 1007 90 0,041 1695 0. 2001 1325 0.242 0.20

9 0.324 0.324 0.235 0. 1004 17 01056 1636 0,188 X 1313 0.249 0,262

5 7 0.343 0.314 0.229 0. 1003 2 0.046| 0000 0.643 0.190 X 1333 0,255 01224

6 6 0333 0.333 0.222 0.056 | 0.002 7 0.062( 0000 01573 0.214 . 1316 0.258 0.28

7 54 0,351 0.324 0,216 0.054 | 0,001 2 0,051 1587 0,217 X 1339 0265 0.24

3 0,342 0,316 0211 0.079 0.004 1 0,037 701 X 1328 0.246 0. 188

3 1 0,333 0,308 0231 0.077 0.003 5 0,030| 0000 0,706 X 1345 0.248 0.15

2 0 0,325 0325 0.225 0.075 | 0,002 1 0,042 1649 X 1338 0.260 0.20

2 9 0,317 0,341 0220 0,073 | 0,001 9 0.056 1586 X 1323 0265 0.263

42| 20048 0. 57 0,214 0.071 | 0,000 10,075 1519 023 X 0.300 0.263 0.326

7 0,302 0,372 0,209 0,070 | 0.000 8 0.098 1449 0.25 . 1272 0,254 033

5 0295 0,364 0.227 0.068 | 0.000 6 0.081 1459 0.25 X 1299 0.267 01326

5 4 0.289 0.378 0.222 0.067 | 0.000 0 0.305 1390 0.271 . 1268 0.256 0.313

6 3 1065 | 02000 9 0,087 1300 0,28 . 1295 0271 01365

7 3 1064 | 0.000 6 0.072 1409 0.28 . 1322 0,284 01318

8 2 1063 | 0.000 0 0.094 | 0,000 0.344 X 1290 0273 0.382

a9 1 1061 | 0.000 8 0.078 1353 0,311 0.281 0,055 0.00 1318 0287 0.335

50 0 X 1000 4 0,064 1361 0319 0.276 0.045| 02000 0.345 00299 0.291

1 0 0 3 0.066 | 0.000 0.058 0,411 0.469 0.063| 0.000 0.325 0.371 0.297

2 0 0 7 0,057 | 0.00 0000 01246 0.489 0.265

3 0 1000 0 0.000 | 0.00 0.000 01479 0.519 0.002

4 8 1000 04 02000 0200 6 0.5 02000 07000 0-395 0.508 0.001

5 0 ‘000 3 0:000| :000 0:000 0:395 0.403 0:000| 0:000 0:000 0:387 0.403 o060
00 2 1000 5 0.000
7 3 0 9 0,000
B 0 .000 7 0.000
9 7 1000 6 0.000
10 5 1000 2 02000
11 2 1000 5 0000
12 3 1000 1 02000
13 6 0 6 0000
13 ~000 1048 0.000
1500 9 0 50 0,000
16 1 +000 30 01000
17 2 1000 15 0.000
18 1 0 014 02000
19 9 0 016 0.000
20, 1 0 1003 9.000
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schneller durchsetzt, wenn die ganze Information, also die
tatsdchlich beobachtete Anzahl von K8pfen zur Revision nach
Bayes benutzt wird. Die zugehdrige Computersimulation best&-
tigt diese Erwartung, wenn auch die Unterschiede zur ersten
Simulation mit wachsender Versuchszahl verschwinden. Das ist
nicht verwunderlich, denn die Hypothesen sind in diesem
Beispiel symmetrisch. Deswegen kommt im wesentlichen nur die
Information dber die Indizien 0 und 4 hinzu, welche aber fiir
eine Entscheidung zwischen Hg, und Hy, viel weniger relevant
ist als die (schon in der ersten Simulation verwendete)
Information iber das Indiz 2.

In beidén Simulationen wurde die gleiche Folge von Zufalls-
zahlen benutzt. Immer, wenn bei der ersten Simulation das
Indiz A auftaucht, beobachtet man in der zweiten Simulation
das Indiz 2.
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1.6 Testen von Hypothesen

Mit 1.4 und 1.5 befinden wir uns schon mitten in der Stati-
stik und der Schritt zum Testen von Hypothesen ist bestens
vorbereitet. Im folgenden Abschnitt soll er der Vollst#dndig-
keit halber an einem Beispiel skizziert werden.

Wir messen die "Weichheit" eines Lehrers durch einen Softy-
Parameter

nj-o 0 £ s
Nj-2 * N5_¢

n
[

dabei ist n;_, die Anzahl der Noten im Bereich 1 und 2, die
der Lehrer verteilt, analog Ng_g+ und der Softy-Parameter s
gibt den Anteil der guten Randnoten an der Gesamtheit der
Randnoten an. s=0 bedeutet, der Lehrer ist extrem hart, er
gibt nur 5 und 6, aber keine 1 und 2. Bei s=1 ist er extrem
weich, er gibt nur 1 und 2, aber keine 5 und 6. Natlirlich
kann der Parameter filr verschiedene Klassen schwanken, aber
Lehrer, die gleichzeitig in verschiedenen Fdchern einer
Klasse oder nacheinander im gleichen Fach unterrichten,
lassen sich durchaus miteinander vergleichen.

von einem Deutschlehrer A ist bekannt, daB er den Softy-
Parameter 0,5 besitzt. (Das ist schon recht hart). Es ist
kein Geheimnis, daB Schiller trotz anders ausgeprigter Inter-
essen oft den Kurs des Lehrers mit dem h&heren Softy-Parame-
ter wdhlen. Ein Kollege B (mit dem gleichen Fach) behauptet,
er besitze den Parameter 0,8. Die Schiller haben zu entschei-
den, ob B tatsichlich besser benotet als A oder das nur
vorgibt. Sie haben zwischen folgenden Hypothesen zu ent-
scheiden

H;: B.hat auch nur den Parameter s=0,5
(eine Umwahl wlirde sich nicht ™"lohnen")
Hy: B hat den Parameter s=0,8
(man sollte eine Umwahl versuchen).
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vor der Entscheidung stellt man einige Recherchen an, man
macht (etwa 20) "Randnoten" (1,2,5,6) des Lehrers B ausfin-
dig und beschlieBt, bei einem hohen Anteil guter Noten
(1;2), etwa k314, die Hypohese H; zu verwerfen. Schiller, die
mit dem umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaum gearbeitet ha-

ben, skizzieren die Situation wie folgt: 1

Hy: s=0,5] [Hy: s=0,8] Hy: s=0,5| [Hy: s=0,8

R = 1_P= 1-d= p:

0,05766 0,91331 0,94234 0,08669
I: Indiz, das zum I: Indiz, das zum
Verwerfen von Hy Akzeptieren von Hj
(Akzeptieren von H,) (Vverwerfen von H,)
fuhrt: k » 14 fiihrt: kg13

Man erkennt nach der induktiven Logik, da8 das Eintreten des
Indizes I tatsdchlich sehr flUr H, und gegen H;y, das Eintre-
ten von I sehr flr Hy und gegen H, spricht. Eine Aussage
ber die Wahrscheinlichkeit von H; bzw. H, ist jedoch nicht
mdglich. Besitzen wir aber Informationen {lber den Kollegen
B, so besitzen wir eine subiektive a priori Verteilung p fiir
die Glltigkeit von H; bzw. H,. Stammt das Gericht Uber den
Parameter s=0,8 aus einer Klasse, in der B lange unterrich-
tet hat, gilt vielleicht p(H;)=0,1, p(H;)=0,9. Der Schul-
leiter, der die Meinung zu vertreten hat, die Noten wiirden
von allen Kollegen in gleicher Weise vergeben, d.h. auch der
Parameter von B liegt in der N&he von 0,5, muB sich die
Verteilung p(Hy)=0,9, p(H,)=0,1 zueigen machen. Ein unvor-
eingenommener Beobachter bewertet beide Hypothesen viel-
leicht mit 0,5.

1) Die bedingten Wahrscheinlichkeiten, die zu den Pfeilen
gehdren, werden mit der Binomialverteilung berech-
net; =« und ﬁ haben die Bedeutung von Fehlerwahrscheinlich-
keiten erster und zweiter Art (s.u.).
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Wir k8nnen jetzt unsere Diagramme ergdnzen

P(H1)=011 P(H2)=019 P(H1)=orl P(H2)=019

Hq: s=0,5| Hy: s=0,8 | Hq: s=0;§] |H?: s=0,8

o = 1-P= 1-A= P:

0,05766 0,91331 0,94234 0,08669
I: Indiz, das zum I: Indiz, das zum
Verwerfen von Hq Akzeptieren von Hq
(Akzeptieren von H,) (Verwerfen von H,)
fiuhrt: k > 14 fiuhrt: kg13

und je nach Auftreten der Indizien I bzw. T unsere subjekti-
ven Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach Bayes revidieren.
Fiir die drei erwdhnten a priori Verteilungen sehen die

numerischen Ergebnisse folgendermaBen aus: K
L H,; H, Hq H, Hq H,
p (o) 0,1 0,9 0,5 0,5 0,9 0,1

falls I eintritt:

Previdiert (&) 0,007 0,993 0,941 |[0,362]|0,638

falls T eintritt:

Previdiert (¢) 0,547|0,543| | 0,916|0,084] 0,990
P(H{)x +p(Hy) R 0,084 0,072 0,061

Die qualitative Aussage, daB I sehr fiir H,, I sehr fiir Hy
spricht, best&tigt sich natlirlich auch quantitativ. Wichtig

1) Die prinzipielle Symmetrie zwischen den Hypothesen wird
durch die unterschiedliche Vorbewertung aufgehoben., Hier
dr3¥ngt sich der Begriff der Nullhypothese auf. Es ist dieje-
nige Hypothese, deren fdlschliches Verwerfen die schlimmeren
Folgen hat, die man also vom Bayesschen Standpunkt tunlichst
mit der hheren a priori Wahrscheinlichkeit bewerten sollte.
So hat in der linken Spalte H, die Bedeutung der Nullhypo-
these, in der rechten Spalte ist es umgekehrt. In der linken
Spalte wird H; gegen H,, in der rechten Spalte H; gegen Hj
"getestet".
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ist, daB der begriffliche Unterschied zwischen Bayesschem

Prinzip und Hypothesentesten deutlich wird:

a)

(b)
(c)

Das Indiz, auf dessen Beobachtung es ankommt, hat eine
v8llig andere Form bekommen, aus einem Punkt ist ein
Intervall (kritische Region) geworden.

Es ist vor der Untersuchung festzulegen.

Es entscheidet jetzt unmittelbar iber Annahme bzw. Ab-
lehnung von Hl bzw. H2 und dient nicht mehr blo8 zum

Abwdgen zwischen Alternativen.

Wegen (c) erhalten die vertrauten, bei Anwendung der Bayes-

schen Regel anfallenden Wahrscheinlichkeiten neue und iber-

raschende Interpretationen, es sind Irrtumswahrscheinlich-

keiten geworden:

(da)

(d)

(e)

%X ist die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums unter der
Voraussetzung, da8 H; gilt (=Signifikanzniveau),Rist die
Wahrscheinlichkeit eines Irrtums unter der Voraus-
setzung, daB8 H, gilt.
Deswegen ist p(Hl)a +p(H2)p die a priori Gesamtwahr-
scheinlichkeit eines Irrtums.
Im Gegensatz dazu haben die eben berechneten Gr&fen
Prev.(H;) bzwW. proy. (Hy) die Bedeutung von a posteriori
Irrtumswahrscheinlichkeiten erhalten. Genauer ist:
prev.“ﬁ) die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums unter
der Voraussetzung, das Hy abgelehnt wurde,
Prev.(Hy) die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums unter
der Voraussetzung, daB H, abgelehnt wurde.
Die Zahl pp.y (H;) gibt ndmlich die Wahrscheinlichkeit
fiir die Gultigkeit von Hl an, nachdem I eingetreten
ist, also H, verworfen wurde. Noch umgangssprachlicher
ist prevJﬁl) die Wahrscheinlichkeit, daB8 die nach Ein-
treten von I gefdllte Entscheidung, Hy zu verwerfen,
falsch war. Analog fir p,.y, (Hy).

Es ist auBerordentlich schwierig, Schitilern, die mit der
Bayesschen Regel nicht vertraut sind, den Unterschied zwi-
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schen den Irrtumswahrscheinlichkeitenv(d) bis (e), insbeson-
dere die Bedeutung des Signifikanzniveaus, zu vermitteln.
Diese bedingte Irrtumswahrscheinlichkeit wird ohne den
Bayesschen Rahmen von Schiilern intuitiv oft als Wahrschein-
lichkeit fiir die GUltigkeit von Hypothesen gedeutet, wie das
eingangs erwdhnte Zitat belegt. Ebenso st8B8t der Unter-
schied, den die Testtheorie zwischen Nullhypothese und
Alternative macht, ohne Vorbereitung oft auf Unverstindnis.

Das umgekehrte Baumdiagramm ist zur Vorbeugung gegen solche
Fehlvorstellungen insofern hilfreich, als es erstens die
Diskussion ilber die Bedeutung von % und @ auf visuell ein-
gdngige Weise unterstiitzt. Die funktionalen Abhdngigkeiten
vom kritischen Bereich werden deutlich und nach dem Prinzip
der induktiven Logik sieht man: Je kleiner « und 8 , desto
mehr spricht das Auftreten von I fir H,, gegen H; und das
Auftreten von I fir Hl gegen H2. Zweitens wird klar, daB «
und p nichts mit Wahrscheinlichkeiten zu tun haben, mit de-
nen Hypothesen gelten. Aussagen iber solche Wahrschein-
lichkeiten sind nach Eintreten der Indizien nur méglich,
wenn schon subjektive a priori Verteilungen gegeben waren.
Das Eintreten von Indizien kann nur zur Revision schon
vorhgndener Wahrscheinlichkeitsverteilungen benutzt werden,
nicht aber zu ihrer Bestimmung. Drittens 148t sich die in
der Testtheorie auftretende Asymmetrie zwischen Hypothese
und Alternative im Bayesschen Rahmen als unterschiedliche
Vorbewertung deuten.

Resumé:

Unsere Darstellung darf nicht als Plddoyer gegen die klassi-
sche Testtheorie miBverstanden werden, im Gegenteil: Erst
die Bayessche Betrachtungsweise schafft eine intuitive
Grundlage, auf der ein fundiertes Verstdndnis der Testtheo-
rie wachsen kann. Zu dieser Grundlage gehért, daB8 Entschei-
dungsprobleme frilh angesprochen werden. Wdhrend man bei der
Testtheorie die Verteilungen "komplizierter" TestgréfSen

bentigt, weswegdgen sich der Unterricht auch auf h&heren

4 Riemer, Stochastik
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Stufen meist auf Binomialtests beschrdnkt, braucht man zum
quantitativ fundierten Abwd&dgen zwischen verschiedenen Hypo-
thesen nach Bayes ausschlie8lich die Pfadregel. Die Hypothe-
sen k&nnen dabei "beliebig kompliziert"” sein (1.4.2, 1.5.2).
Aus diesem Grunde eignet sich die Bayessche Regel bei
geeigneter Darstelung auch schon auf unteren Stufen sehr gut
zur Vorbereitung entscheidungstheoretischer Grundgedanken.

AbschlieBend sei mitgeteilt, da8 bei der erwidhnten Untersu-
chung der Kollegen A und B das Indiz I auftrat. Spdtere
Nachforschungen lieferten fiir den Softy-Parameter von Herrn
A das B80% Konfidenzintervall [0,52;0,64], fUr Herrn B das
Intervall [0,87;0,94]. Das 80% Intervall des Autors betrug
[0,79;0,89]. Alle Gr88en beziehen sich auf die gleiche Klas-

se.
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2 Primire Intuitionen, sekundire Intuitionen und
heuristische Modelle aus der Sicht Fischbeins

Der Aufbau der Stochastik auf der Grundlage eines subjekti-
ven Wahrscheinlichkeitsbegriffs wurde schon im vorigen Kapi-
tel unter Berufung auf das Brunersche Spiralprinzip mit
seinen Forderungen nach Pridfiguration und Fortsetzbarkeit
begriindet. Diese Theorien sind so bekannt, daB8 wir auf sie
nicht n&her einzugehen brauchen. Weniger Beachtung scheinen
unterdessen Bruners Ausfithrungen zu Fragen des intuitiven
Denkens zu finden. Sie haben ihre Fortsetzung in den lern-
psychologisch orientierten Arbeiten Fischbeins zu Intuitio-
nen und heuristischen Modellen. Wir wollen sie heranziehen,
um das heuristische Vorgehen bei Begriindung der Bayesschen
Regel unter Einsatz des umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbau-
mes zu rechtfertigen. Gleichzeitig werfen die Ausfithrungen
Licht auf die Bedeutung der Modelle in den folgenden Kapi-
teln.

2.1 Primdre Intuitionen

Der Mensch besitzt auf Grund seiner Alltagserfahrung eine
groBe Zahl von Intuitionen, die es ihm erlauben, auf Umwelt-
situationen addquat zu reagieren. Was wir dabei mit dem
Begriff der Intuition inhaltlich verbinden wollen, wird von
Fischbein wie folgt umrissen:

"Our main hypothesis is that human cognition is fundamen-
tally unitary. It is unitary by virtue of its original
adaptive character, and by virtue of the fact that .on any
level it envisages a single reality and provides essen-
tially concordant sets of information, even though they may
be expressed in different codes. Consequently our starting-
point is that intuition and intelligence (or intuition and
reasoning) tell us about the same reality... ."

"The feeling of conviction, of certitude, which accompanies
intuition, expresses a stabilized, and therefore long-veri-
fied mental organisation. This certitude or immediacy which
characterizes intuition does not result, as Kant held, from

4%
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its a priori nature, but from the stability of patterns
broadly verified through active contact with reality.”

"It should be stressed that it is their close relation to
effective action that causes intuitions to be so specific,
as compared to other cognitive modalities. It is not their
global nature, as such, that is the distinctive feature of
intuitions, but the fact that they synthesize experience in
the service of action. Intuitions is the means whereby
cognition meets the requirements of speed, fluency and cohe-
rence of effective action. Intuitions, then, to this point
of view, are nothing but intelligence in action. They deve-
lope along with the individual; they are changed and modi-
fied through contact with the reality which otherwise could
not be effectively coped with." [Fischbein 1, S. 6 bis 14].

Wie sich diese Intuitionen im Bereich der Stochastik mit
wachsendem Lebensalter (4 bis 12 Jahre) entwickeln, wurde in
einer Reihe empirischer Untersuchungen erforscht 1), sie
haben in Ergdnzung zu den ersten Ans&tzen durch Piaget
ergeben, daB die Entwicklung im Rahmen gewisser endogen
bedingter Grenzen durch gezielte Umweltanregungen gefdrdert
werdeﬁ kann. In manchen Fillen sind solche Anregungen zur
Vérmeidung von spidter schwer korrigierbaren Fehlintuitionen
unerlislich 2). Das 148t das Einsetzen des Stochastikunter-
richts schon auf der Primarstufe ratsam erscheinen. Es ist
klar, daB ein solcher Unterricht "unter verzicht auf jeden
formalen Apparat" [Mﬁller/Wittmann, S. 241]"von guten Spie-
len lebt" [Winter zitiert nach Heitele 2, S.229], weil ja
zu fdrdernde Intuition und Handlung in engstem Zusammen-

1) Vvgl. etwa [Daviesl, [Doherty], [Falk/Falk/Levin], [Fisch-
bein/Pampu/Minzat], [Goldberg], [Gratch], [Hoemann/Ross],
[Leake], [Leffin], [Yost/Siegel/Andrews]und andere. Eine
Ubersicht iber die Forschungsergebnisse findet sich in [Hei—
tele 2, S. 146f]oder in [Kitting, S. 70£f].

2) Vgl. z.B. die Analyse zu sampling-effect und recency-
effect in [Fischbein 1, s.11, s. 126]oder die Ausfiihrungen
zur Unabh&ngigkeit in [Heitele 2, S. 242ff].
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hang miteinander stehen. Der an diesen Fragen interessierte
Leser sei auf [Kﬁtting]und die Arbeit "Didaktische Ansdtze
in Grundschule und F&rderstufe" [Heitele 2, S. 229ff|ver-
wiesen. Da sich unsere Ausflihrungen auf Kinder der an-
schlieBenden Entwicklungsstufe (Stadium der formalen Opera-
tionen) beziehen, wollen wir nur festhalten:

"Alles das, was das Kind im Alter von 12 Jahren Uber Zufall,
Wahrscheinlichkeit, Kombinatorik ... weiB, ist gegrindet auf
vom Kind erlebte konkrete Handlungen. Die stochastischen
Erfahrungen wurden an irgendwelchen Situationen (innerhalb
oder auBerhalb des Schulunterrichts, Anm. d. Verf.) gewonnen
und filhren zu Intuitionen, die man als Restsubstrat von
vergessenen konkreten Situationen ansehen mag [Heitele 2,
S. 160].

Auf Grund dieser Intuitionen sind die Schiller (etwa in den
Beispielen 1.2.1, 1.3.1, 1.4.1) spontan bereit, subjektive
Wahrscheinlichkeitsverteilungen 2u formulieren bzw. nach
Kenntnisnahme von Indizien zu revidieren. Da diese Intuitio-
nen ohne systematische Schulung durch langfristigen Kontakt
mit der Realitidt erworben wurden, bezeichnet man sie als
primdre Intuitionen.

2.2 Sekundidre Intuitionen

Davon zu unterscheiden sind die sekunddren Intuitionen. Sie
werden in systematischen Lehr- und Lernprozessen erworben
und erlauben es dem Individuum, die engen Grenzen zu Uber-
schreiten, die ihm die prim&ren Intuitionen setzen, bzw. sie
verfeinern die primdren Intuitionen und geben ihnen den
Charakter wissenschaftlicher Wahrheiten. "The formation of a
natural intuitive substrate must be distinguished from the
development of secondary intuitions which are the result of
systematic instruction. Since the intuitive substrate of
probabilistic thinking is relatively poor (and contradicto-
ry) the problem of the formation of secondary probabilistic
intuitions is particularly important from the point of view

of mathematics curricula." "Secondary intuitions ... enable
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the individual to transcend primary cognitive acquisitions.
They convey the products of social experience in the form,
mostly, of scientific truths." [Fischbein 1, S. 18 u. S. 9].
Die Bayessche Regel

P(Aj|B) = p(A;)P(B|A;)/ 3 p(AK)P(B|Ay)

hat den Charakter einer solchen "wissenschaftlichen Wahr-
heit" und unsere heuristische Behandlung (1.2 bis 1.6) hat
zum Z2iel, sie in den Rang einer sekunddren Intuition zu
erheben, die in der Lage ist, die priméren Intuitionen,
welche in den subjektiven Revisionen 'zum Vorschein kommen,
bewuBt zu machen und zu prédzisieren. Durch Deduktion aus den
Axiomen kann der Bayesschen Regel jedenfalls nicht der Sta-
tus einer sekunddren Intuition gegeben werden.l) Beispiel:

Bei der Entwicklung einer Formel fiir die Berechnung von P (A|B) aus den GréBen

P(A). P(A), P(B|A) und P(B|A) — man spricht hier von einem Umkehrproblem —

geht man von der Zerlegung des Ergebnisraums Q in die Ereignisse A und A aus:
Q=AuUA. Dann gilt:

B=Bn0O=Bn(AUA)=(AnB)U(ANB) =
= P(B)=P(AnB)+P(AnB)=P(A) P(BIA)+P(A)- P(B|A)

Daraus gewinnt man die nach Bayes' benannte Formel fir die Zerlegung von Q in
2wei Ereignisse:

- P(A)-P(BJA)
P(AIB) = P(A)-P(B[A) +P(A) P (BA)

Allgemein gilt

Satz 6.2.
Sei {A,, Az, ..., A,} eine Zerlegung eines Ergebnisraums €, so gilt
P{A))-P(BJA,)
Srmopeiay

P(A(B) = (ie{1.2,....n};, P(B)>0).

(Aufgaben: siehe Anhang, S. 248)

' Thomas Bayes, 17021761

1) Natlirlich schlieBt unsere Darstellung eine Deduktion
nicht aus, doch sollte diese erst nach der intuitiven Ein-
sicht in die Gliltigkeit der Bayesschen Regel erfolgen.
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Bruner denkt wohl an solche Beispiele, wenn er schreibt: "In
den vorhergehenden Kapiteln war oft die Rede davon, wie
wichtig es ist, daB ein Schiiler die Gegenstéinde, mit denen
er in Berfihrung kommt, intuitiv - im Gegensatz zu formal -
versteht." "Leider hat der Formalismus im Schulunterricht
die Intuition etwas abgewertet. Es kann von hdchster Wich-
tigkeit sein, flir ein intuitives Verstdndnis von Unter-
richtsstoffen den Grund zu legen, ehe wir unsere Schtiler mit
den mehr traditionellen und formalen Deduktions- und Beweis-
methoden bekannt machen. [Bruner 1, 5. 64 u. 67]. Und Fisch-
bein prédzisiert:

"simple theoretical explanation is not sufficient to convert
the information into stabilized acquisitions, involving the
basic features of intuition." [Fischbein 1, S. 11].

Wie kann man nun ereichen, daB fiir fundamental erachtete
mathematische Zusammenh&dnge (hier das Bayessche Prinzip und
seine Bedeutung flir den ProzeB des induktiven SchlieBens)
den Status von sekunddren Intuitionen erhalten?

2.3 Modelle

"In our viev, generative models (for example, tree diagrams,
in the case of combinatorial operations) are the best
teaching devices for the construction of secondary intui-
tions." [Fischbein 1, 8. 129].

Das ist - schon vorweggenommen - die Antwort, die Fischbein
auf die oben gestellte Frage gibt. Die Rolle von didakti-
schen Modellen umreiBt Fischbein in seinem Artikel "Image
and concept in learning mathematics" wie folgt: "The essen-
tial roles of a model are:

(a) to faciliate the interpretation of certain given facts;
(b) to help solve problems according to the original facts.”

Besonders wertvoll sind solche Modelle, die intuitive Zziige
tragen - d.h. deren Beziehung zur Realitit selbst den Cha-
rakter einer Intuition besitzt - und die gleichzeitig heuri-
stische Eigenschaften haben. Damit ist gemeint, daB sie ein
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Problem nicht nur darstellen, sondern implizit auch L&sungs-
wege generieren, die m&glichst allgemein, also auch auf
benachbarte Probleme iibertragbar sind. (Deswegen nennt
Fischbein heuristische Modelle auch generativ.)

"If a model is an intuitive one, it has an ... important ad-
vantage. The human mind is inclined, naturally, to visualize
facts. We think more easily with images because we are used
to thinking of material objects. An intuitive model offers a
spatial version of different types of facts... . In order to
be useful, the model must be essentially heuristic.”

"It must have the capacity to stimulate the process of
reasoning and permit its progress by their own means. In
~ other words, in order to be really efficient, the model must
be a generative one. Such a generative capacity is based on:
consistent isomorphism with the original, natural inner
consistency (which is equivalent to autonomy with regard to
the original) and intrinsic structure." [Fischbein 2, S. 155
u. 164 ].

"A good generative model possesses also a specific prolife-
rative capacity. A good model is open and flexible enough to
be able to inspire the invention of new related models
adapted to new types of problems. [Fischbein 2, S.159].

Wir machen in diesem Buch von solchen Modellen wiederholt
Gebrauch. So ist die Miinzdarstellung von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen im ndchsten Kapitel ein enaktives genera-
tives Modell, das Engel in abgewandelter Form fiir seinen
Wahrscheinlichkeitsabakus einsetzt [ Engel 4, 5]. Bei uns
fiihrt es auf den Faltungsabakus und wegen seiner generativen
Eigenschaften in sehr naheliegender Weise auf den varianz-
abakus. Auch die Ratterkiste trdgt als Modell fir die Brown-
sche Bewegung generative Ziige, denn sie legt das mathemati-
sche Irrfahrtmodell nahe, erzwingt die sonst oft willklirlich
erscheinende Normierung der Binomialverteilungen und den
stark verallgemeinerungsfdhigen Ubergang von der Differen-
zengleichung zur Differentialgleichung. Der elastische Stab
hat als Modell zwar intuitive Ziige, ist aber in Bezug auf

die Stochastik weniger generétiv als das Miinzmodell.
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2.4 Der umgekehrte Wahrscheinlichkeitsbaum

Nach diesem Vorgriff auf folgende Kapitel wollen wir auf die
Bayessche Regel und das umgekehrte Baumdiagramm zurickkom=-
men. Zum normalen Baumdiagramm duBert sich Fischbein: "It
is, in fact, more than a graphical transcription of given
facts. ... It is a heuristic model because it is internally
consistent and generative." ",., it can correctly represent
an unlimitd number of different situations, using a limited
number of elements and rules." [Fischbein 2, S. 158 u. 155].

Bei praktischen Erprobungen zu den Kapiteln 1, 3, 5 und 7
dgewinnt man den Eindruck, daB auch der umgekehrte Wahr-
scheinlichkeitsbaum ein generatives Modell darstellt, und
daB es sehr hilfreich ist, ihn im Unterricht begrifflich
klar vom normalen Wahrscheinlichkeitsbaum zu trennen. Der
Unterschied besteht in einem Blickpunktwechsel:

Wihrend man beim normalen Wahrscheinlichkeitsbaum die "Ursa-
che" als feststehend auffaBt und von ihr ausgehend die
mdglichen "Wirkungen" und deren Wahrscheinlichkeiten be-
trachtet (deduktiver Standpunkt), wendet man beim umgekehr-
ten Wahrscheinlichkeitsbaum den Blick von einer festen "Wir-
kung" auf mdgliche "Ursachen"” und bestimmt bzw. vergleicht
die Wahrscheinlichkeiten, mit denen sie die "Wirkung" zur
Folge haben (induktiver Standpunkt). Die "gedanklichen
Pfeile" filhren nicht mehr von der Spitze des Baumes weg,
sondern zu ihr hin. Weiter geht - obwohl die im letzten
Zitat angesprochenen "Elemente" die gleichen sind - in den
umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaum zusdtzlich zur Multipli-
kationsregel auch die Additionsregel ein. Und was Fischbein
Uber den generativen Charakter des normalen Wahrscheinlich-
keitsbaumes schreibt, gilt auch fiilr den umgekehrten:

"The model is actually active as an intellectual tool: it
solves the problem, and not only describes the solution.
With such a model we can learn to think effectively and
understand actively.” [Fischbein 2, S. 158].
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Am eindrucksvollsten wird das belegt durch die in 1.3 fest-
gehaltene Beobachtung, daB Schiiler in der Lage sind, die
Bayessche Regel aus dem Baumdiagramm herauszulesen. Auch der
Forderung nach Universalitdt wird das umgekehrte Baumdia-
gramm gerecht. Es reprdsentiert nicht nur, wie wir sahen,

(a) das Bayessche Prinzip,

(b) die Idee des Hypothesentestens,

sondern leistet auch ausgezeichnete Dienste bei

(c) der Berechnung von Faltungen und

(d) der rekursiven Berechnung endlicher Markoffketten.

Wir wollen (c¢) und (d) nur kurz erl&dutern, da wir hierauf
spdter niher eingehen werden.

Zu (c): Rekursive Berechnung von Faltungen

Ein Glticksspieler dreht nacheinander die R&der A bis D, dann
noch einmal A bis D und summiert seine 8 Punktzahlen. Die
Summe wird zwischen -2 und 14 schwanken.

o 1 o 1
o 2 2 3
Verteilung p Verteilung gq Verteilung r Verteilung s

Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung pg haben wir fir die
Summe aus den 8 Punktzahlen anzusetzen, wenn fir die
Verteilungen p, q, r und s Laplace-Hypothesen gerechtfertigt
sind? Wirden wir einen normalen achtstufigen Wahrscheinlich-
keitsbaum benutzen, hdtten wir 2:3-4:-4-2:3-4-4=9216 Aste zu
verarbeiten. Bei einem Abstand von 0,5 cm wiren das 46 m
Papier filir die letzte Stufe. Die rekursive Berechnung ist
wesentlich effektiver: Ihr Kernstlick ist die Frage: Auf wel-
chen Wegen entsteht aus den Ergebnissen des k-fachen Summen-
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experimentes im k+l-fachen Summenexperiment die Augenzahl w?
Welche Wahrscheilichkeit haben diese Wege?

Sie wird (etwa fiir k+1=4 und k+1=8, wenn der k+l-te Summand
durch das Glicksrad D gegeben ist) durch den umgekehrten
Wahrscheinlichkeitsbaum

Py (w=3)  Py(w-2) py(w-1) py(w)

*s w3 w2z L1 [y ]
1/4 1/74 \1/4 |1/4
W
pk.;.l(w)

beantwortet, der die Rekursionsformel

Py+1 (W) =(1/4)py (w=3}+(1/4) py (w-2) +(1/4) py (Ww=1}+ (1/4) py (W)
=(1/4) (py (w=3) +py (Ww=2) +py (w=1) +py (W) }

symbolisiert. Besonders einfach ist sein Einsatz, wenn
Laplace~Hypothesen vorliegen. Wie unser Beispiel zeigt, kann
man sich dann auf Verarbeitung der 2&hler zu pk(w) beschrin-
ken und die Nenner gesondert notieren. Anschaulich gespro-
chen (vgl. die folgende Tabelle) erh&lt man die Zihler der
k+l-ten Summenverteilung einfach durch "Entlangschieben" des
umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaumes zum k+l-ten Summanden
an der k-ten Summenverteilung und entsprechender Addition.
Optisch eindrucksvoll demonstriert man das mit verschiebba-
ren Folien am Tageslichtprojektor. Die umgekehrten Wahr-
scheinlichkeitsbdume werden zu ikonischen "Faltungsmaschin-
chen". In Kapitel 7 wird die rekursive Berechnung den Ansatz
zur Herleitung des zentralen Grenzwertsatzes liefern. Zur
Veranschaulichung seiner Aussage enthdlt die untenstehende
Tabelle neben pg auch die Werte der zugehdrigen Normalver-

teilung ‘Pﬂ o -
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Zu (d):

[1,...,n} sei der Zustandsraum einer endlichen Markoffkette,
P (i), i=1,...,n seil die Wahrscheinlichkeit, daB sich das
System zur Zeit k im Zustand i befindet. pk(i,j) sei die
Ubergangswahrscheinlichkeit vom Zustand i in den Zustand j
zur Zeit k. 2ur Berechnung von pk+1(j) verwendet man analog
zu (c) das linksstehende Diagramm:

pk(l) PP pk(l) cee pk(n) S(l) see S(l) cesn s(n)

Pk (3,1) Pk {3} p(3,1) j , 1 p(j,n)

Es stellt die Multiplikation des Verteilungsvektors py mit
einer Zeile der Ubergangsmatrix dar. Die stationé&re
Verteilung s(i), i=1,...,n ergibt sich bei nicht zeitabh&n-
gigen Ubergangswahrscheinlichkeiten ebenso aus dem rechts-
stehenden Diagramm. Es besagt, daB s ein "Fixvektor" der
Ubergangsmatrix ist (vgl. auch 5.6).

Zu (a), (¢) und (d) gehdren die Formeln

p(B|Aj) p(A)

(a) A;|B
PIB) T ey b (ay)
7

(€) Prs1(i) = (P*py) (1) = 27 pr(1)py(m)
Limed
(d) Pr4pli) = 3> peli,jIpg(3)  und
|
s{i) = 2 pli,3)s(3).
1

Sie leiten sich aus den entsprechenden Baumdiagrammen her
und formalisieren nur die am kognitiven Schema des Baumdia-
gramms intuitiv einsichtig gewordenen Zusammenhinge.
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Was Fischbein Uber normale Baumdiagramme schreibt, trifft
auch auf unsere umgekehrten zu:

"What the diagram provided was a principle of construction
which synthesized induction and deduction in a single opera-
tion - a working formula which was at the same time a con-
ceptual, cognitive schema. Extrapolation follows naturally
from such a schema; it follows from the working formula
itself but not from the mathematical formula which derives
from it, and which only formalizes an accepted truth.”
[Fischbein 1, S. 116 ].

Aus dem Blickwinkel der Brunerschen Darstellungstheorie kann
der umgekehrte Wahrscheinlichkeitsbaum umschrieben werden
als ein ikonisches Hilfsmittel, das die enaktive Berechnung
von Markoffketten und Faltungen durch Engels Wahrscheinlich-
keitsabakus bzw. unseren Faltungsabakus (3.2) verbindet mit
der formalen Berechnung durch Matrizenalgebra und Faltungs-
produkt. Sein Einsatz macht fliir Lernende von Anfang an
deutlich, daB etwa das Pascalsche Dreieck nur der Spezial-
fall einer sehr allgemeinen Berechnungsmethode fliir Vertei-
lungen zu Summenexperimenten ist und daB8 dieser Berechnungs-
methode die gleiche Struktur zugrunde liegt wie der rekursi-
ven Berechnung endlicher Markoffketten.
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3 Der Varianzabakus

"Die Aussagen von Fachwissenschaftlern, u. a. Freudenthal
und Dinges legen es {lberhaupt nahe, auf einen deduktiven
Aufbau der Stochastik mit Hilfe der Mengenalgebra zu ver-
zichten und stattdessen zu versuchen, das, was man als
fundamental ansieht, unmittelbar zu elementarisierenﬂ'[ﬂei—
tele 2, 8. 220 f]. Kapitel 1 hat gezeigt, daB dieser Rat-
schlag nicht notwendig zu "didaktischem Flickwerk" flihrt. Im
Gegenteil gab er AnlaB zu einem curricularen Rahmen, der
durch inhaltlich tragende Ideen strukturiert und in sich
konsistent ist. Der Leser mag jedoch einwenden, daB - trotz
des schdnen Rahmens - Stochastik nicht nur aus ihren induk-
tiven Teilen besteht, und daB Mengenalgebra, Produktriume
und Zufallsvariable spdtestens beim Themenkreis Varianz,
Tschebyscheff-Ungleichung, schwaches Gesetz der groBen Zah-
len unverzichtbar sind. Das folgende Kapitel zeigt jedoch,
daB es durchaus méglich ist, auch diese zentralen Themen
schon auf tiefen Curriculumstufen !) ohne Formalismus anzu-
gehen und Brunerschen Leits&tzen entsprechend "intellektuell
ehrlich" zu préfigurieren.

3.1 Vorbemerkung

Widhrend es sehr einleuchtend ist, den Mittelwert einer rela-
tiven H&ufigkeitsverteilung oder den Erwartungswert einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung zu definieren als

n
M= X595
i=1
erscheint es recht willkiirlich, die Varianz

. 1) 2934
V=Vy= (xi—pm) “4i

1:4

1) Im AnschluB an die Orientierungsstufe, wenn Erfahrungen

mit der Bruchrechnung vorliegen.
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als MaB flir die Streuung zu widhlen. Ist nicht
[
Vi= 3 xgmplay
A=1
viel naheliegender? Tatsdchlich k&nnte man ebensogut
n
Vp= Z |Xi-/‘“|pqi
4=4
oder sogar die Spannweite
H
V,= sup | x;- ]
4=4
als MaB fiir die Streuung heranziehen. DaB man sich in der
Mathematik flir \P) entscheidet, hat zwel Griinde, einen ge-

wichtigen, der durch das Stichwort "Additivit&t" gekenn-

zeichnet ist und einen &sthetischen, der als Minimalité&tsbe-

dingung charakterisiert werden kann. Wir wollen das erl&u-
tern und erinnern dazu an einige gidngige Notationen:

Flir einen Wahrscheinlichkeitsraum (f,A,q) (41 Grundmenge,
A 6-Algebra, q WahrscheinlichkeitsmaB) bezeichnet (Lp,llﬂﬂ
den Banachraum der p-integrierbaren Funktionen X:9- R mit
Ixl_ = PYfIxIP aq = Gp (1¢{p<=0). Fiir p=2 hat man speziell
ix i, =KX = 6",, wobei (X]Y) ={ XY dq das Skalarprodukt in
L, ist. FUr p=wsei (L, ! §) der Banachraum der beschr&nk-
ten A-meBbaren Funktionen mit [Xl.= sup X(w).

Die Argumente fir V, kdnnen wir nun wie folgt formulieren:

3.1.1 Additivitdt

Unabhdngige Zufallsvariable X und Y sind unkorreliert, d.h.
X~ M(X) und Y- m(Y) stehen beziglich des L2—Ska1arproduk—
tes orthogonal. Der Satz des Pythagoras liefert daher:

Vo (X+¥) =lX=p(X) + Y-p¥) 2 = [ x-p(X) 2 4 [ ¥=pui¥) 2
= Vo (X)+V, (Y) .

FUr p#2 geht die Additivitit VP(X+Y)=Vp(x)+Vp(Y) verloren,
wie ein einfaches Gegenbeispiel zeigt: Sind n&dmlich X und Y

Bj,1/2 verteilt, so ist X+Y verteilt nach B, ;,,. Man hat
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dann Vp(X)=Vp(Y)=(1/2)p, Vp(X+Y)=l/2 und Vp(X+Y)=Vp(X)+Vp(Y)
(=>2(1/2)P=1/2 &>p=2. Dies macht Vp fUr p#2 als Streuungsmas
unbrauchbar. (Man denke nur an die Normierung bei Formulie-
rung von Grenzwertsitzen flir Summen unabhdngiger Zzufallsva-
riablen.)

3.1.2 Minimalitdtseigenschaft des Erwartungswertesl)

Wir identifizieren Zahlen kéR mit konstanten Zufallsvariab-
len k: {l» R, w= k und suchen zu einer beliebigen Zufalls-
variablen X: 2 -> R nach einer konstanten, die von X minima-
len Abstand hat, also thka minimiert.

FUr p=2 stammt die Norm | Hp von einem Skalarprodukt und k

ist die eindeutige Projektion von X auf den eindimensionalen
Unterraum U={1)> der konstanten Funktionen, also wegen

k={x}1)= [x-1 aq =[x aq = (%)

mit dem Erwartungswert identisch. Der Abstand ist dann

] 7
-0 5 = VI x-px)2 aq ' = Yv0 = 650 ,
also gerade die Standardabweichung.

FUr p#2 geht dieser Zusammenhang zwischen u und 6b verloren.

Wegen der Vollstdndigkeit von L, und der Abgeschlossenheit

P
von U gibt es zwar immer noch konstante Zufallsvariable k,
die ﬂx-kﬂp minimieren; auch ist flr peéJ1;0] k immer noch
eindeutig bestimmtzh aber i.a. von M verschieden. Fllr p = 1

~ geht auch die Eindeutigkeit verloren3).

1) Diese Uberlegung wurde angeregt durch [Scheid 1].
2) FUr 1<p<«o folgt dies aus der gleichmdBigen Konvexitdt von
L, (vgl. z. B. [Hirzebruch/Scharlau, S. 74]).

p
3) k ist der nicht notwendig eindeutig bestimmte Median.

5 Riemer, Stochastik
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3.2 Der Faltungsabakus

Spieler X dreht nacheinander folgende Glicksridder

Laplace-Hypothese Laplace-Hypothese Laplace-Hypothese
w -1 0 1 (3] -1 1 w -2 2
p(w) [ 1/74]1/2(1/4 q(w) 1/2(1/2 r(w) 1/2(1/2

und addiert die drei Punktzahlen, die er erhalten hat.
Y dreht viermal hintereinander das Glicksrad B und addiert
ebenfalls seine Ergebnisse. Beide Spieler erhalten Punktzah-
len zwischen -4 und 4, beide erhalten im Mittel 0 Punkte.
Wer eine Punktzahl erh#dlt, die um 3 oder mehr von 0 ab-
weicht, (+3, 24), bekommt einen Preis. Mdchtest Du lieber
Spieler X oder Y sein?

Um diese Frage beantworten zu kdnnen, ben8tigen wir die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen zum Summenexperiment von A,
B und C bzw. zum Vierfach-Summenexperiment von B. Wir be-
zeichnen sie mit p*q*r bzw. g*q*q*q und benutzen zu ihrer
Bestimmung 16 Minzen, von denen jede einzelne die Wahr-
scheinlichkeit 1/16 reprisentieren soll.

Vor Spielbeginn haben beide Spieler sicher (mit Wahrschein-
lichkeit 16/16) 0 Punkte:

Spieler X (Verteilung n) Spieler Y (Verteilung n)

g F

T T T T T — T T T T

— | Y—
-4-3-2-1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2-1 0

[y
N o
w4
g
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Beim Drehen des ersten GlHicksrades A bzw. B teilt sich die-
ser Mnzturm (d. h. die Wahrscheinlichkeit 1) gemi8 der Ver-
teilung p bzw. g auf. Das wird durch die Pfeile in den obi-
gen Skizzen angedeutet.

Spieler X (Verteilung p) Spieler Y (Verteilung q)
A@é-[‘]:@}* 4@ ~|§
— ———— A
-4 -3-2-1 0 1 2 3 4 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4

Hat ein Spieler durch Drehen des ersten Gliicksrades die
Zahl 1 erreicht (X mit Wahrscheinlichkeit 1/4, Y mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2), so wird er durch das Zusatzexperiment B
in der Hédlfte aller Fille einen Punkt mehr (2), in der
Hilfte der Fidlle einen Punkt weniger (0) erhalten, d. h.
beim Drehen des GlUcksrades teilt sich der Turm der Stelle 1
auf gemdB der Verteilung gq. Weil das Ergebnis das Glicksrad
B liefert, unabhdngig ist vom Ergebnis des ersten GlUcksra-
des, gilt eine analoge Uberlegung auch fiir die tibrigen
Trme. Fiir die Verteilungen p*q bzw. g*q erhdlt man (wie
oben durch Pfeile angedeutet):

p*q : q*q

T T 4

b
ﬁ8§§/§\8—- L
-4 -3-2-1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2-~-1 0 1 2 3 4

Nochmaliges Drehen und Aufteilen gemd3B r bzw. g liefert:

p*q*r q*g*q
Q 8 8 8 8 8 8 8 0 *_8—+:j§ :jg *_8—*
-4-3-2-10 1 2 3 4 -4-3-2-1 0 1 2 3 4

5%
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g*q*qg*q

1
-y
I
w
U
[\8
|
=
(=]
=
[\
w
F

Anmerkung: Wlrde man zuerst das Experiment A, dann C und
zuletzt B ausfilhren, so ergdbe sich linksstehende Folge von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Ein Vergleich mit obigen
Skizzen liefert (p*q)*r=(p*r)*q.

p q
~4-3-2-1 0 1 2 3 4 -4-3-2-1 01 2 3 4
p*r d*q
88y gfg B F B
“4-3-2-1 0 1 2 3 4 -4-3-2-101 2 3 4

{(p*r)*q (a*q) * (g*q)

-4-3-2-1 01 2 3 4 -4 ~3 -2 -1

08888888 o Lg 8
0

Wie die rechtsstehende Folge von Verteilungen belegt, lie-
fert auch (g*q)*(g*q) dasselbe Ergebnis wie ({(gq*q)*q)*q.
Kommutativitidt und Assoziativitdt der Faltungsoperation sind
durch solche Beispiele auch auf unteren Curriculumstufen
leicht zu entdecken.

Natiirlich lassen sich all diese Operationen auch ikonisch
unter Benutzung des umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaumes
(2.5) durchfihren:
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-4-3-2-101234J -4-3-2-101234T
p 1/ 172 174 q 12| pr
s 1B\ 1 *a 14N
2 I 0 0 R A W
*q M~ _—TT2 | [*ana) Tr~"—n
(p*req 1/16|1/8[1/8|1/8|1/a[1/8|1/8|1/8|1/16J (q*q)*a*q) 1/1ﬂ_‘4/16| [6/16’ |4/16| 1/16

Die Miinzen {ibernehmen bisher nur die Rolle einer simultanen
“Divisions- und Additionsmaschine". Ihre generative Kraft in
Bezug auf ein StreuungsmaB werden sie erst in 3.3 entfalten.

Doch zurfick zur eingangs gestellten Frage: "Mochtest Du
lieber Spieler X oder Y sein?" Lieber Spieler X, denn er
erhdlt mit 6/16 gegeniiber 2/16 dreimal so oft die erwiinsch-
ten groBen Abweichungen vom Mittelwert 0. Modifiziert man
die Gewinnregel, und verteilt man einen Preis bei Abweichun-
gen um mindestens 2 Punkte vom Erwartungswert 0, dann haben
X und Y gleiche Gewinnchancen; bei Abweichungen um 1 oder
mehr Punkte ist jedoch wieder X im Vorteil. Daher scheint
die Aussage gerechtfertigt, das8 die Punktzahlen des Spielers
X eine gréBere "Streuung” 1} aufweisen als diejenigen des
Spielers Y.

1) Wir verwenden den Ausdruck "Streuung" zun#dchst rein in-
tuitiv. Spdter stellt sich heraus, daB das Streuungsmas8,
welches durch den folgenden Abakus definiert wird, mit der
Varianz identisch ist. Daher der Name Varianzabakus.
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3.3 Der Varianzabakus

Wir wollen nun versuchen, ein MaB zum Vergleich von Streu-
ungen beliebiger Verteilungen zu definieren. Benutzen wir
dafir den Buchstaben S, so sollte nach der eben gemachten

Bemerkung gelten
(1)  s{g*q*g*q) < S(p*q*r).

Weiter sollte S die Beobachtung widerspiegeln, daB rein
intuitiv die Streuung von Verteilungen zu Summenexperimenten
(wie bei den Spielern X und Y oder den Binomialverteilungen)
mit wachsender Summandenzahl 2zunimmt. Wir h&tten neben (1)
die Gliltigkeit folgender Ungleichungen zu fordern:

(2) 0=S(n) < S(p) < S(p*q) < S(p*g*r)
(3) 0=5(n) < 5(q) < s(g*q) < s(g*g*q) < S(g*g*g*q).

Aber um welchen Betrag nimmt S bei jedem Schritt dieser Un-
gleichungskette 2zu? Eine plausible Antwort finden wir, wenn
wir bedenken, daB die Verteilungen in (2) und (3) i#lber den
Faltungsabakus durch eine eindeutig bestimmte Anzahl von
Milnz-Doppelspriingen auseinander hervorgehen, oder - was das
gleiche ist - durch eine wachsende Zahl solcher Springe
aus der Anfangsverteilung n "aufgebaut" werden kbnnen. So
entsteht etwa g*q aus q durch insgesamt 8 und aus n durch
insgesamt 16 Doppelspriinge von der Form

NN

1-1 i ie1

um je eine Einheit. p entsteht aus n durch 4, p*q entsteht
aus n durch 12 Doppelsprilnge der gleichen Form.'p*q*r
entsteht aus aus p*q durch 2 Doppelspriinge von der Form

RN

T i-2 i-1 i i+ i+2

um je zwei Einheiten. Was liegt ndher, als unser Streu-
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ungsmaf S in Ubereinstimmung mit (2) und (3) Uber diese
Sprungzahlen zu definieren? Wenn wir eine Einheit festlegen
durch S(gq)=1, dann haben wir der unten aufgefihrten
Verteilung qq den Streuungswert 1/8 zuzuordnen:

n q=dg
S(n)=0 S(q)=1
T T a0 1 101
d1 q7
é S(qq)=1/8 Slq7)=7/8
———a 8 o ﬁ..§85 .
-1 0 1 -1 0 1

Wihrend ndmlich q aus n durch 8 Doppelspringe um je eine
Einheit hervorgeht, entsteht q; aus n nur durch einen dieser
Doppelspriinge. Allgemeiner sollte gelten S(qi)=i/8 (insbe-
sondere wegen p=qu: S(p)=1/2), und wir halten als Ergebnis
unserer bisherigen Uberlegungen fest:

Provisorische Regel: Ein Doppelsprung um je eine Einheit
erh6ht den Streuungswert S (einer durch 16 Minzen darge-
stellten Wahrscheinlichkeitsverteilung) um 1/8.

Sie liefert mit S(q)=8/8=1, S(q*q)=16/8=2, S(g*qg*q)=24/8=3,
S({g*q*q*q)=32/8=4, S(p)=4/8=0,5, S(p*q)=12/8=1,5 die ersten
Indizien fir die Additivitdt des StreuungmaBes S.

Zur Feststellung der StreuungsmaBzahl einer beliebig vorge-
gebenen Verteilung , von der wir nicht wissen, ob sie Uber-
haupt durch Faltungen entstanden ist, wird man natirlich
nicht mit n starten, sondern mit dieser Verteilung. Man wird
versuchen, durch Doppelspriinge in umgekehrter Richtung -
jeweils eine Einheit aufeinander zu - die Streuung abzu-~
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bauen, bis sie zu Null geworden ist. Dabei ist darauf zu
achten, daB die beiden Mlnzen des umgekehrten Doppelsprunges
jeweils auf derselben Stelle landen.

3.3.1 Beispiel 1 ]
Als Beispiel legen wir nach der eben aufgestellten Regel

S{p*q*r) durch eine Folge von umgekehrten Doppelspriingen um
je eine Einheit fest. Der umseitigen Tabelle entnimmt
man, daB8 p*q*r durch 44 umgekehrte Doppelspringe um je eine
Einheit in n Uberfihrt werden kann. Mit S(p*g*r)=44/8=5,5
erhalten wir ein Ergebnis, das mit der eingangs erhobenen
Forderung S(p*g*r) > S(g*gq*g*qg) in Einklang steht. (Der
Leser Uberzeuge sich davon, daB p*g*r tatsichlich die Vvari-
anz 5,5 hat.)

Die Anwendung der Regel ist aber durch Beschrédnkung auf
Doppelspriinge um je eine Einheit recht langwierig, ja der

E x
2

3 4

Verteilung

T Y T T T

-4 ~-3-2-1 0 1

kdnnen wir auf diese Weise gar keinen Streuungswert S(r)
zuordnen, wir brduchten Doppelspriinge um 2 Einheiten. Doch
um welchen Betrag reduzieren sie S5?

Kreative Schiler k¥nnen durchaus auf die lIdee kommen, die in
den Beispielen beobachtete Additivitdt zu nutzen: Da wir flir
p,g und p*q*r die StreuungsmaBe kennen, erhalten wir mit

S(p*q*r)=S(p)+s(q}+S(r}, also
5,5 =0,5+ 1 +5(r)

fir r den Streuungswert 4, Da r durch 8 Doppelspringe um je
2 Einheiten auf n reduziert werden kann, wirde jeder einzel-
ne dieser Spriinge den Streuungswert S um (1/8}-4 =(1/8)-22
reduzieren. Dieses Resultat weist den Weg 2zu einer "kiUhnen"

Verallgemeinerung der provisorischen Regel:
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Verdnderung
Verteilung Sprungbewegung von S
prg sr
- 2 Doppelspriinge um
gr\ : 3 8 é-\',j 1 Einheit -2 (1/8)
4 Doppelspriinge um
@1\0“*18 8 8}“‘{-@ 1 Einheit -4 (1/8)
2 Doppelspriinge um
g\ 1 Einheit -2 (1/8)
2 Doppelspriinge um
8 g 8]2'—_[8 g 8 1 Einheit -2 (1/8)
4 Doppelspriinge um 41
g g]—”—[g}_‘ [g 8 1 Einheit - (1/8)
A y} 6 Doppelspringe um
o 8 1 Einheit -6 (1/8)
4 Doppelspriinge um
é .(\{g]—\' 1 Einheit -4 (1/8)
L Doppelspriinge um
g gyrlf{g g 1 Einheic -4 (1/8)
8 Doppelspriinge um
g}—ﬂ—[ '—[§ 1 Einheit -8 (1/8)
8 Doppelspriinge um
1 Einheit -8 (1/8)
Summe
~44/8 = -5,5
Ergebnis: S(p*g*r)=5,5
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Ein Doppelsprung um k Einheiten reduziert den Streuungswert
S einer (durch 16 Milnzen dargestellten) Wahrscheinlichkeits=-
verteilung um (1/8)-k2.

Und tatsi#chlich liefert auch diese Verallgemeinerung (wie in

folgender Skizze angedeutet) fir p*qg*r:

{6y

-4 -3-2-1 01 2 3 4
S(prq*r)=(1/8) 4%+ (2/8)32+ (2/8) 22+ (2/8) 12=5,5.

Wir geben noch einen einfacheren Weg zur Verallgemeinerung
unserer provisorischen Regel an. Betrachten wir die Vertei-
lungen q, q*q, q*q*q, g*gq*q*q, deren Streuungswerte schon

bestimmt wurden,

—s §(n) =0
SN S S s(q)=1

— g . E . g . S{q*q)=2

—8 g . é —8 S(q*q*q) =3
e & 0 0 S({g*q*q*q) =4
“4-3-2-1 01 2 3 4
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so £f411t uns auf, daB8 g*q nicht nur durch 16 Doppelspriinge
um je 1 Einheit, sondern auch durch 4 Doppelspriinge um je 2
Einheiten in n Uberflhrt werden kann:

Ein Doppelsprung um je 2 Einheiten reduziert S um
4/8=(1/8)+22.

Ebenso kann man g*g*q durch 6 Doppelspriinge um je 1 Einheit
und 2 Doppelspriinge um je 3 Einheiten in n tiberfihren. Da
die 6 .Doppelspriinge um je eine Einheit die Streuung S{(g*g*q)
um 6(1/8) auf 18/8 reduzieren, bleiben fir die beiden Dop-
pelsprtinge um je 3 Einheiten nur noch 18/8 tibrig, also:

Ein Doppelsprung um je 3 Einheiten reduziert S um
9/8=(1/8) *32,

Das Uberftihren von g*g*g*q in n durch 4 Doppelspriinge um je
2 Einheiten und einen Doppelsprung um je 4 Einheiten liefert

v8llig analog:

Ein Doppelsprung um je 4 Einheiten reduziert S um
16/8=(1/8)- 42, '

Wenn wir g nicht durch 16 sondern allgemein durch N Miinzen
darstellen, dann haben wir zur Uberfiihrung von q in n (statt
8) N/2 Doppelspriinge um je eine Einheit durchzufithren. Wegen
Unabhdngigkeit des Streuungswertes S(q)=1 von der Miinzdar-
stellung muB jeder dieser Spriinge S um (2/N)-12 (statt
(1/8)-12) reduzieren. Entsprechendes gilt flir die anderen
Sprungweiten und wir fixieren als Ergebnis unserer bisheri-
gen Uberlegungen die Spielreqgeln des Varianzabakus, eines
Spiels zur Festlegung eines Streuungswertes S flir eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, die durch N Minzen dargestellt
ist:




76

{l) Versuche durch eine Folge von symmetrischen Doppelspriin-
gen (die jeweils auf derselben Stelle enden missen),
alle Mlnzen auf einem Punkt zu konzentrieren.

(2) Jeder Doppelsprung um k Einheiten reduziert S um
(2/N) - k2. '

(3) Addiere alle diese Betrdge und Du erhdltst den Streu-
ungswert S der urspriinglichen Verteilung.

Wir wollen das Funktionieren des Abakus, insbesondere die
Unabhdngigkeit seines Ergebnisses vom Spielverlauf testen an
einer nicht symmetrischen Verteilung, die durch N=12 Mfiinzen
dargestellt ist: '

3.3.2 Beispiel 2 (érster Spielverlauf)

Verteilung Sprungbewegung Ver&dnderung
von S
1/—\{5 3 Doppelspriinge um
, §]Ao 8 8 |2 Einheiten 3(1/6) 22
3 Doppelspriinge um
———5 .fig g . |! Einheit -3(1/6) 12
2 Doppelspriinge um
8 1 Einheit +2(1/6) 12
E 2 Doppelspriinge um
2 Einheiten -2 2
r T 8] T 1 T 8 T T (1/6) 2
Summe:
-21/6=-3,5
r 1 T T L} T T T T
-2-1 0 1 2 3 4 5 6

Ergebnis: Die Streuung der urspriinglichen Verteilung betr&gt
$=3,5.
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Andere Spielverldufe fiihren zum gleichen Ergebnis:

Verteilung Sprungbewegung Verédnderung
von S
1 Doppelsprung um
@r\v[\, 8 1 Einheit -(1/6) 12

Y

If‘ 4 Doppelspriinge um
grver—"\ 8 2 Einheiten -4(1/6) 22
4 Doppelspriinge um
8}/81[8 1 Einheit -4(1/6) 12

Summe :
~-21/6=~3,5

Das Ergebnis S=3,5 stimmt
mit demjenigen des ersten

Spielverlaufs uberein.

Der Erwartungswert der urspriinglichen Verteilung liegt bei
Mo==1(3/12)+1(1/12)+3(6/12)+4(2/12)=24/12=2,

also gerade dort, wo der letzte Minzturm steht, und fiir den
Leser sei angemerkt, daB ihre Varianz

V=(-1-2)2(37/12) +(1-2) 2 (1/12) +(3~2) 2 (6/12) + (4-2) 2(2/12)

=42/12=3,5

tatsidchlich wieder mit dem Ergebnis des Abakus {iberein-
stimmt. (Die Schiiler filhren diese Kontrolle erst spiter
(3.4) durch, wenn sie die Formel fiir die Varianz aus den
Spielregeln hergeleitet haben.)
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Unser Abakus "geht flr jede diskrete Verteilung (Uber 2)
auf", d4.h. es ergibt sich zum SchluB ein Turm auf der Stelle
des Erwartungswertes, sofern dieser eine ganze Zahl ist.
Andernfalls kann man das Spiel stets so weit spielen, bis
zwei eindeutig bestimmte Tlirme nebeneinander (auf zwei ganz~
zahligen Stellen a, a+l des Zahlenstrahls) stehen.

3.3.3 Beispiel 3 (mit N=10 Mlnzen)

Verteilung Sprungbewegung Verdnderung
' von S

///~\\//A\\ 1 Doppelsprung um
@ o 8 g 0 o 2 Einheiten -(1/5) 22
1 Doppelsprung um

//ésxélfh\\ 2 Einheiten -;ii/S) 22

o 4
-
N
w
-~
5,
-}

Unterteilt man das Intervall[a;a+l] in N gleichlange Teile
(in unserem Beispiel N=10), so kann man das Spiel unverin-
dert nach obiger Regel fortsetzen, nur daB die Sprungweite k
keine natlirliche Zahl mehr ist, sondern ein Vielfaches von
1/N.

Wir beenden das oben abgebrochene Spiel wie folgt:

g}/////g\\{////—\\{g 4 Doppelspriinge um

) 2.5 3 [5/10 Einheiten -4(1/5) (5/10)2

1 Doppelsprung um
0gV 1/10 Einheiten + (1/5)(1/10)2
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je
1 Doppelsprung um

z{}ij\\xli 2/10 Einheiten - (1/5)(2/10) 2
——l Q. - (1/5)(3/10) 2

3/10 Einheiten

8 2 Doppelsprilnge um
l‘B 8 1/10 Einheiten  |-2(1/5)(1/10)2

g § 2 Doppelsprilnge um
: Wy 1/10 Einheiten -2(1/5) (1/10) 2

4 Doppelspriinge um
glg g 1/10 Einheiten -4(1/5) (1/10) 2

Summe: =-1,84

Der letzte Turm der Miunzverteilung steht auf der Stelle 2,6,
und unser BAbakus liefert eine Streuungsmafzahl S=1,84. Wie
man nachrechnet, hat die Verteilung, mit der wir gestartet
sind, tats#dchlich einen Erwartungswert von 2,6 und die
Vvarianz 1,84.

3.3.4 Beispiel 4
Auch fir die Binomialverteilung 3171/3 stimmen die Ergebnis-

se des Abakus mit dem Erwartungswert‘#=1/3 und Varianz V=2/9
Uberein:

1 Doppelsprung um

m o 1/3 Einheiten +(2/3) (1/3)2
d////—\\f//f\\\b 1 Doppelsprung um
¢ -(2/3) (2/3)?

; T Y T Y T 2/3 Einheiten

) Summe: -6/27
g S

o
-
~
w
=
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3.4 Herleitung der Formel flir die varianz aus den

Spielregeln des Abakus

Die Beispiele zeigen, daB fiir eine beliebige Anfangsvertei-
lung der letzte Turm des Abakus stets auf der Stelle/L ste-
hen wird, die sich durch die Formel

M =X1Pp{xX1)+X9p (X9) +.. . +X P (X))
des Erwartungswertes vorhersagen ld8t.

Ist es mdglich, eine Vorhersage. auch fiir die StreuungsmaB-
zahl S zu machen, die der Abakus liefern wird? Ja! Wenn der
letzte Turm sowieso auf der Stelle 4 stehen wird, k®nnten
wir versuchsweise auf symmetrische Spriinge verzichten und
jede Milnze fiir sich sofort auf die Stelle/Lhﬂpfen lassen.
Fir das Beispiel 3.3.2 mit 4=2

-2-1 0.1 2 3 4 5 6

widren 3 Einzelspriinge um k=3 Einheiten, 2 Einzelspriinge um
k=2 Einheiten und 7 Einzelspriinge um k=1 Einheiten n&tig. Da
ein Doppelsprung um k Einheiten den Streuungswert S um
(2/N)k2 reduziert, vermuten wir, daB8 S durch einen Einzel~-
sprung zur Stellesum die Hdlfte (1/N)k2 verkleinert wird.
In der Tat liefert diese Vermutung mit

(3112)32+(1/12) 12+ (6/12) 22=42/12=3,5
das gleiche Resultat wie der Abakus. Andere Beispiele bestd-
tigen die Vermutung, und es ist kaum zu bezweifeln, daB S
bei bekanntem Erwartungswert stets durch die Formel

S=(x1-p) 2p(xq) + (Xp= ) 2P (x5) +. . o+ (x,-) %p (%)

vorhersagbar ist, also mit der varianz llbereinstimmt.
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3.5 Beweise zum Varianzabakus

Beim Spiel des Abakus faszinieren immer wieder die Tatsa-

chen,

(a) daB er stets aufgeht, egal wie "krumm" die Anfangsver-
teilung auch aussehen mag,

(b) daB die Ergebnisse, also die Stelle des letzten Turmes,
insbesondere aber die StreuungsmaBfzahl S vom Spielver-
lauf unabhidngig - ja durch die Formeln u-= %} xip(xi)
und S=V= %: (xi-ﬁ)zp(xi) vorhersagbar - sind.

Wir wollen sie mit (b) beginnend beweisen:

Behauptung 1:

Wenn der Abakus aufgeht, d.h. wenn sich die Ausgangsvertei-
lung durch symmetrische Doppelspriinge in einen Turm Uberfiih-
ren 1ld8t, dann steht dieser auf der Stelle des Erwartungs-
wertes uund das Spielergebnis S stimmt mit der Varianz V
der Ausgangsverteilung i{iberein.

Beweis: In jedem Schritt unseres Spiels werden zwei
Minzen (vom Gewicht 1/N) symmetrisch um je k Einheiten
aufeinander zubewegt. Haben sie sich vorher auf den Stellen
i+k und i-k befunden, liegen sie nachher auf der Stelle i.
Ihr Beitfag zum Erwartungswert ist
vorher: (1/N) (i-k)+(1/N) (i+k)
nachher: (1/N) i +(1/N) 1.
Der Erwartungswert der Verteilung &ndert sich also durch
diese Bewegung nicht. Die Stelle, auf der der Turm schlieg-
lich steht, ist daher der Erwartungswert.
Der Beitrag der betrachteten Minzen zur Varianz V ist
vorher:  (1/N) ((i-k)=m)2 + (1/N) ((i+k)=-p)2=
(l/N)((i—,u.)-k)2 + (l/N)((i1M)+k)2=
(2/N) (i=w) 2 + (2/M)k? + (2/N) (i-w)k - (2/N) (i-m k=
(2/8) (i) 2 + (2/N) k2 Lo
nachher: (2/N) (i-m) 2.
Wie man sieht, ist die Varianz V der Verteilung mit (2/N)k2

um den gleichen Betrag abgebaut worden wie die StreuungsmafB-
zahl S. Die Gleichheit von S und V folgt nun aus der Tat~

6 Riemer, Stochastik
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sache, daB bei Spielende (Konzentration der Minzen auf einem

Turm) sowohl S als auch V verschwinden.

Der "Trick" des Abakus besteht darin, daB8 sich bei der
vorgeschriebenen Bewegung die Ver#dnderungen (*) der Varianz
aufheben, die von der Lage des (noch unbekannten) Erwar-
tungswertes abhé&dngen.

Zu (a): Wir beweisen nun, daB8 der Abakus stets aufgeht, d.h.
bis zur Konzentration aller Minzen in einem Punkt gespielt
werden kann. Gegeben sei eine Anfangsverteilung A von N
Minzen (N)3)1) auf ganzzahligen Stellen des Zahlenstrahls.
Springt man zundchst nur um ganze Einheiten, so hat man

Behauptung 2:

Man kann die Miunzen durch symmetrische Doppelsprilnge soweit
konzentrieren, daB8 entweder ein Turm entsteht (falls uc¢ 2)
' oder zwei benachbarte Tiirme (fa115/A¢ 2).

Beweis: Wir betrachten eine Verteilung M mit minimaler Vari-
anz V, welche aus der anfédnglichen Verteilung A durch
symmetrische Doppelspriinge um ganze Einheiten zu konstruie-
ren ist. Es gilt

(i) M besteht aus h8chstens zwei Tlrmen.

Beweis (indirekt): Angenommen, M hdtte mehr als zwei Tlirme,
dann wdhle man drei Tdrme aus. Mindestens zwei dieser drei
Tidrme haben einen geradzahligen Abstand auf der Zahlengera-
den. Mit den Miinzen dieser Tiirme ist daher ein ganzzahliger
symmetrischer Doppelsprung méglich, welcher die Varianz der
Verteilung M reduziert. Das steht aber im Widerspruch zur
Minimalit&t von M.

(ii) Falls M aus zwei TUrmen besteht, liegen diese benach-
bart (auf den Stellen a, a+le€ 2).

Beweis (indirekt): Wir nehmen an, die Tiirme befdnden sich
auf den Punkten a und a+k des Zahlenstrahls mit k>1. Nach
1) Die F&dlle N=1 und N=2 sind trivial.
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der Minimalit#tseigenschaft der Verteilung M muB k ungerade
sein, insbesondere muB k>2 gelten. Bei geradem k w#re
ndmlich ein symmetrischer Sprung von zwei Mlinzen auf die
Stelle a+k/2 m¥glich, der die Varianz sofort reduzieren
wlirde. Es sei also k>2 ungerade. Da M nach Voraussetzung aus
mindestens drei Minzen besteht, enthdlt einer der Tlrme,
etwa derjenige auf der Stelle a, mindestens zwei Mlinzen. Die
folgenden symmetrischen Minzbewegungen

a-1 a T as(k+l)/2 a+k

reduzieren die Varianz um

<&,
N

1
o i(uﬂ T (k1) -4 16 -4
DV = IR N 2 ) = TN 2 TN

wobei die Ungleichung aus k>3 folgt. Damit haben wir wieder
einen Widerspruch zur Minimalit&t von M erhalten.

Wir nehmen an, daf sich beim Spiel #iber ganzzahligen Stellen
der Zahlengeraden zwei Tlirme in den Punkten a und a+l erge-
° ben haben (a, a+lc¢ Z).

Behauptung 3:
Nach Unterteilung des Intervalls[é;a+1]in N Teile kann man

das Spiel bis zur Konzentration aller Minzen auf einem Turm
im Erwartungswert fortsetzen.

Beweis: Nach Behauptung 2 (nun flilr Schrittweite 1/N statt 1)
kann man das Spiel soweit fortsetzen, bis entweder ein Turm
entsteht oder zwel benachbarte Tiirme, jetzt in Punkten von
der Form p/N und (p+1)/N. Die zweite M&glichkeit entfallt
jedoch hier, da dexr Erwartungswert einer Verteilung von N
Miinzen auf ganzzahiigen Stellen des Zahlenstrahls von der
Form k/N sein muB, also nicht zwischen p/N und (p+l)/N
liegen kann. Der Beweis fiir das Funktionieren des Varianz-
abakus ist damit erbracht.

6x*
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3.6 Bewelis der Additivit&t von Erwartungswert und Varianz

dber den Faltungsabakus und den Varianzabakus

Die Additivitdt der Varianz unter Faltungen V(p*qg)=V(p)+V(q)
wurde bereits bei Einfllhrung des Varianzabakus in 3.3 de-
monstriert. Sie soll nun anhand zweier einfacher Beispiele
bewiesen werden, die wiederum auf die Sekundarstufe I 2zuge-
schnitten sind, aber alle wesentlichen Gedanken offenlegen.

Erstes Beispiel mit/L(q)=0:

Ein Mensch Krgere Dich Nicht Spieler versucht, seine gewiir-
felte Punktzahl durch anschlieBenden Minzwurf aufzubessern.
F411t Kopf (£1), dann geht er zusdtzlich zur gewtirfelten
Augenzahl einen Schritt weiter, f&#llt Zahl (%-1), so muB er
einen Schritt zuriick. Wir stellen die erste Wahrscheinlich-
keitsverteilung p (Wilrfel) durch N=6 und die zweite Wahr-
scheinlichkeitsverteilung gq {(Miinze) durch M=2 Miinzen dar:

Q0 Q Q Q Qp Qo O g
-1 0 1

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der gesamten Punktzahl
(Summenexperiment) entsteht durch Faltung von p und g, indem
wir jeden Miinzturm von p der Verteilung g entsprechend
aufteilen. Zur experimentellen Durchfilhrung dieser Auftei-
lung stellen wir p durch N-M=12 MUnzen dar und erhalten:

IEEEE N

Falten von p mit q:

_%C%Cg/:@f .

0

[ONNG)
0128 P*q

O]

:

Sl SO

® @
6 7
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Denkt man sich die Faltungsoperation, die von der Verteilung
p zur Verteilung p*q. flhrte, in umgekehrter Richtung durch-
gefithrt, dann sieht man ein, daB gilt V(p*q)=V(p)+V(qg).

FallS/A(q)=0, wie in unserem Beispiel 1, kann man ndmlich
diese Rickfilhrung sofort auch als N-fache Anwendung des
Varianzabakus zur Verteilung q deuten. Da er jeweils mit
Mlinzen vom Gewicht 1/(N-M) (und nicht 1/M) ausgeflihrt wird,
verringert sich dadurch die Varianz um (1/N)V(g)-N=V(qg).

@@8%8@@@ p*q
1 2 3 4 5

6 7

[=]

N (=6)-fache Anwendung des Varianzabakus fir q:

N NN
O—O— B—*
0o 1 2 3 4 5

Z’)
o]
8

(=)}
~

188

2 CC)

a8t

LSS
o

Nun liefert die Anwendung des Abakus auf p die gesuchte
Gleichung V(p*q)=vV(p)+V(q).

Falls ﬂjq)#o, kann man die RiUckflihrung auch als N-fache
Anwendung des Varianzabakus zur Verteilung g und
anschlieBende Verschiebung der Verteilung um =-u(g) deuten.
Zusdtzlich zur Formel V(p*q)=V(p)+V(q) ist damit die Formel
p(P*a) =(p) +u(q) bewiesen.

Zweites Beispiel mit u(q)#0:

Wie oben, nur das8 der Spieler beim Wurf einer Zahl nicht um
eine Einheit zuriickzugehen braucht (K21, 220) .
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Verteilung p dargestellt Verteilung q dargestellt
durch N-M=12 Mlinzen durch M=2 Miinzen

8 88 8 3 8 o 0o

1 2 3 4 5 6 7 0 1

Falten von p mit q

[
w
S
(8]
=)
~3

50
0
'
0
- o %@>
DR 8@>
()
S0 DG,
>

(9]
=)
~

(2)
@ O
1 2 3

Umkehrung der Faltung durch N=6-fache Anwendung des Varianz-

abakus zu q

SN BNV BV,
1 2 3 4 5 6 7

und anschlieBende Verschiebung um & (q)=-1/2

mope; Pac e pe pac

7

liefert die Verteilung p

8 8 8 8388

Die Varianz des Mittelwertes
Warum macht man zur Bestimmung von Gr¥8en oft mehrere Mes-
sungen und bestimmt deren Mittelwert? Das Wissen um die

Additivitdt der Varianz erlaubt eine Antwort:
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Simulieren wir MeBfehler (Wahrscheinlichkeitsverteilung p)
durch ein Gliicksrad

‘ 0 bedeutet kein MeBfehler .
1 bedeutet eine Einheit zu viel gemessen
’ -1 bedeutet eine Einheit zu wenig gemessen,

so erhalten wir die Wahrscheinlichkeiten der Fehler zur
Summe aus zweli und drei unabh&dngig ausgefilhrten Versuchen
wieder durch Faltung von p mit sich selbst:

—8 8
g]__. (1) Verteilung p der
g Fehler zu einer Messung
1 2 3

-3 =2 -1 0 (27 Miinzen)

Fehler zur Summe zweier

18
,/'[ H (2) Verteilung p*p der

3 -2 -1 0 1 2 3 Messungen, V(p*p)=2V(p)

(3) Verteilung p*p*p der
o § § o Fehler zur Summe dreier
0 1 2

=3 -2 -1 3 Messungen, V(p*p*p)=3V(p)

(4) Verteilung (1/3)op*p*p

égg des Mittelwertes aus drei
o § § MeBfehlern,
0

2 3 V((1/3)ep*p*p)=(1/3)V(p)
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Auch ist leicht einzusehen, daB die Verteilung des Mittel=-
wertes aus drei Messungen (Schreibweise (1/3)c p*p*p) durch
Kontraktion der Tlrme von p*p*p (3) mit dem Faktor 1/3 in
Richtung der Lingsachse hervorgeht (4). Der Varianzabakus
fir (4) ist mit demjenigen fir (3) identisch - bis auf die
Tatsache, daB die Sprungweite bei (4) um den Faktor 1/3
kleiner ist als bei (3). Das Gewicht der Sprlnge zu (4)
betrdgt also jeweils nur 1/9 des Gewichtes der entsprechen-
den SprUnge zu (3)}. Damit ist

V({(1/3)ep*p*p)=(1/9)V(p*p*p)=(1/3)V(p) , analog
13
V((1/k)e ¥, p)=(1/k)}Vip).

Die Varianz der Verteilung des Mittelwertes aus k Messungen
nimmt also mit dem Faktor 1/k ab. Und das ist die Antwort
auf die oben gestellte Frage.

Nebenbei fdrdert die enaktive Darstellungsweise das Entste-
hen eines intuitiven Gefihls fiir den zentralen Grenzwert-
satz: Egal wie die Anfangsverteilung aussieht, die Vertei-
lungen 2zu den Summenexperimenten erhalten Glockenform.

3.7 Die Ungleichung von Tschebyscheff

Kehren wir zum Ausgangspunkt unserer Uberlegungen, dem
Gliicksspieler X aus 3.2 zurick. Seine Gliicksmaschine hatte
den Streuungswert V{(p*g*r)=5,5 und sie lieferte mit Wahr-
scheinlichkeit 6/16 die Punktzahlen }|x]3»3. Kann er durch
Konstruktion eines neuen Gliicksspiels mit gleichem Erwar-
tungswert 0 seine Gewinnchancen verbessern, ohne die Varianz
5,5 zu iiberschreiten? :

Wenn man mit den 16 Minzen an der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung des gewlinschten Glicksspiels herumexperimentiert, dann
erkennt man schnell, daB8 die Gewinnchancen optimal werden,
wenn man so viele Mlnzen wie die Varianz gerade zuldB8t, auf
den Stellen 3 und -3 placiert und die restlichen auf der
Stelle des Erwartungswertes -~ wo sie keinen zusitzlichen
Beitrag zur Varianz liefern.
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8 Minzen, zu gleichen Teilen auf die Stellen 3 und -3
verteilt, ergeben einen Beitrag von V=(8/16)-32=4,5<5,5. 10
Miinzen, zu gleichen Teilen auf die Stellen 3 und -3
verteilt, liefern aber schon einen Beitrag von V=(10/16)-32
=5,625>5,5, der zu groB ist.
25
2 3

-2 -1 0 1

v=4,5 v=5,6

3 .

-3 -2 -1 0 1

Vielleicht sollte man es mit 9 Minzen versuchen? Wo bringt
man die neunte unter? Entweder man teilt sie in zwei
Hidlften, die ebenfalls in 3 und -3 deponiert werden (tat-
sdchlich hat man dann V=(9/10)-32=5,0625<5,5) oder man legt
sie ganz auf die Stelle 3 und sorgt durch 3 Miinzen in -1 fiir
einen Erwartungswert 0. Auch dann gilt noch V=(9/10)-32
+(3/10) - 12=5,25¢5,5,

v=5,0625 v=5,25
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

aber die erste Position ist gilinstiger, denn sie liefert bei
gleichen Gewinnchancen geringere Varianz.

Deuten wir 8/16, 10/16 und 9/16 wieder als Wahrscheinlich-
keiten P=P{|x-u/>»3) fUr eine Abweichung um 3 oder mehr
Einheiten, so erkennt man, daB gelten muB P'32<5,5 oder
P<5,5/9=22/36 bzw. allgemein:

P-d%2 ¢ V bzw. P¢V/d%2 {(Ungleichung von Tschebyscheff).

Dabei bezeichnet d die gewlinschte Abweichung vom Erwartungs-
wert, V die gegebene Varianz, die nicht Uberschritten werden
darf und P=P({x-4/2d) die Wahrscheinlichkeit der Abweichung
um mehr als d Einheiten.
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Unser Glicksspieler X wird also bei der gegebenen Gewinnre-
gel seine Zufallsmaschine so einrichten, daB sie folgende

Verteilung erzeugt:
v=5,5

110°

-3 -2 -1 0 1 2

Sie wird realisiert durch das rechtsstehende Gliicksrad und
liefert mit Wahrscheinlichkeit 22/36=0,61 fast doppelt so
viele Abweichungen |x{ 23 wie das alte Zufallsexperiment

p*q * r,

Natiirlich kann man die Ungleichung von Tschebyscheff auch in
den Zusammenhang mit 3.6 stellen: Da die Varianz V der
Verteilung des Mittelwertes aus k Messungen mit dem Faktor
1/k abnimmt, nimmt auch die obere Schranke V/d2 der Wahr-
scheinlichkeit fiilr Abweichungen um mehr als d vom Erwar-
tungswert mit dem Faktor 1/k ab. Und das ist das schwache
Gesetz der groBen Zahlen, das wir hiermit auf weitgehend

enaktivem Niveau hergeleitet haben.



91

4 Der elastische Stab

Dieses Kapitel beschreibt einen im Vergleich zu 3. nicht
weniger interessanten heuristischen Zugang zum Themenkreis
Varianz und Tschebyscheff-Ungleichung. Diesmal wird ein

physikalisches Modell verwendet.

4.1 Das Modell

Wie bekannt, kann der Schwerpunkt eines mit Gewichten bela-
steten Stabes 2zur Veranschaulichung des Erwartungswertes
herangezogen werden. Wenn man statt eines starren Stabes
einen elastischen verwendet, dann nimmt dessen Durchbie-
gungswinkel mit weit vom Schwerpunkt (Erwartungswert) ent-
fernten Gewichten (Wahrscheinlichkeiten) zu, so daB er in-
tuitiv naheliegend als Maf flir die Streuung einer Verteilung
dienen kann. Uberraschenderweise erweist sich dieses MaB8 als
proportional zur Varianz.

Den Durchbiegungswinkel des elastischen Stabes kann man iber
Lichtstrahlen und auf dem Stab befestigte Spiegel sehr genau
bestimmen. Folgende Methode ist jedoch einfacher und ein-
drucksvoller: An den Enden des Stabes werden tangential
dinne Aluminiumrohre befestigt; sie spreizen sich bei Bela-
stung auseinander und gestatten an ihrem Schnittpunkt das
Ablesen des Durchbiegungswinkels (am besten in Schattenpro-
jektion).

Die Fotoserie 1 auf der folgenden Seite zeigt die symmetri-
schen Verteilungen q, p*q*r und q*q*q*q der Spieler X und Y
aus 3.2. Sie werden am elastischen Stab durch 16 Gewichts-
stlicke vom Gesamtgewicht 16 N dargestellt. (Die Einheit auf
dem Stab betrdgt 6 cm.) Die Fotoserie 2 auf der {ibernichsten
Seite zeigt die unsymmetrische Verteilung aus 3.3.2, darge-
stellt durch 12 Gewichtsstiicke vom Gesamtgewicht 12 N. (Die
Einheit auf dem Stab betrigt hier 8 cm.)
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Fotoserie 1 zum elastischen Stab

Einheitsverteilung q
pDurchbiegungswinkel
o (q)=5,5°

Verteilung p*q*r
Durchbiegungswinkel
o (p*qrr) =29°

Verteilung g*q*q*q
Durchbiegungswinkel
* (q*q*qrq) =21°




Fotoserie 2 zum elastischen Stab

93

Einheitsverteilung q
Durchbiegungswinkel

 (@)=7,0°

Verteilung t
Durchbiegungswinkel
« {t)=25,0°
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Wie den Varianzabakus (3.3) so kann man auch den elasti-
schen Stab sofort 2zum quantitativen Vergleich zweier
Streuungen benutzen. Man stellt die Verteilungen, die
verglichen werden sollen, durch eine gleiche Anzahl von
Gewichtsstlicken dar und "hdngt sie an den Stab", welcher im
Schwerpunkt unterstiitzt wird. Die Verteilung, welche den
gr3B8eren Durchbiegungswinkel 1liefert, hat die gr¥Bere
Streuung. Wenn wir eine Verteilung mit Einheitsstreuung
festlegen (die Verteilung q aus 3.2 mit q(-1)=q{(l)=1/2),
dann kénnen wir auf diese Weise jeder beliebigen Verteilung

eine streuungsmaBzahl S zuordnen.

So liefert etwa Fotoserie 1 mit x(p*q*r)=29°, d(q*q*q*q)=21°
und q(q)=5,5°die StreuungsmaB8zahlen

S(p*q*r) =« (p*g*r)/*(q)=5,3,
S(g*gq*g*q) =« (g*a*q*q) /«(q)=3,8.

Fotoserie 2 liefert mit.d(t)=25,00, q(q)=7bdie Streuungs-

mafzahl
S(t)= o« (t)/x(q)=3,6.

Diese Ergebnisse stimmen mit den Varianzen V(p*qg*r)=5,5,

Vig*q*q*q)=4, V(t)=3,5 recht gut Uberein.

4.2 Herleitung der Formel flir die Varianz

Wir wollen versuchen, filr eine beliebige Verteilung das ex-
perimentelle Ergebnis vorherzusagen. Zu diesem Zwecke stu-~
dieren wir, wie sich der Durchbiegungswinkel wunseres
Stabes

a) bei konstantem Hebelarm 1 und variabler Belastung g

b) bei konstanter Belastung g und variablem Hebelarm 1

dndert:
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MeBreihen zur Abhdngigkeit des Durchbiegungswinkels X von

der Belastung q und dem Hebelarm 1 flir einen symmetrisch
belasteten Stab:

1. MeBreihe:

1 = 2ofcm], q variabel
9 A [Raexfg|heX /2912
[Ny | T9] |To/NT [[o/N ami]
0.5 2.6 | 5.2 |0.0065
1.0| 6.6 | 6.6 |0.0083
1.5 10.6 | 7.1 | 0.0088
2,0 14.5 | 7.3 | 0,0091
2.5(18.5| 7.4 | 0.009%
3.0|22.0 | 7.3 | 0.0092
3.5| 26.0| 7.4 | 0.0093
L,o| 30.0 | 7.5 | 0.0094
4,5(33.5| 7.4 | 0.0093
S.0| 37.0| 7.4 | 0.0093

Mittlerer Wert:

=[]
£

401
30 4
20

10

k = 0.0095[O/Ncm2]

9[N]

2. Mefreihe:
q = 4[N],1 variabel
L X |y =X/ k=X/2 o
[em] | [°1 [[°/cnd]| [O/Nnem?]
koo | 1.0 |0.063 | 0.0078
6.0 2.5 | 0.069 | 0.0087
8.0 4.5 0.070 | 0.0088
10.0 7.5 | 0.075 | 0.0094
12.0 |10.8 | 0.075 | 0.0094
1,0 [14.5 | 0.07% | 0.0092
16.0 |19,5 | 0.076 | 0.0095
18.0 |24.0 | 0,074 | 0.0093
20.0 |30.0 | 0.075 | 0.0094
22.0 | 36.0 | 0,074 | 0,0093
2bh,0 (42,5 0,074 | 0.0092
«[*]
404 [ ]
L ]
304 [
o
20 °
o
10 ]
[.]
o
°l. T T T T
§ 10 15 20 25
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Den Tabellen entnimmt man, daB sich bei Verdoppelung (Ver-
dreifachung) von g auch« verdoppelt (verdreifacht). Wenn
man dagegen 1 verdoppelt (verdreifacht), dann vervierfacht
(verneunfacht) sich« .x hdngt also linear von g und quadra-
tisch von 1 ab, was in Ubereinstimmung mit unserem Experi-
ment beschrieben wird durch die Funktion

q—— o =kj'q B ki~7,3
1— o =k,-12 ,  k,=0,074.

FaBt man die Abhidngigkeiten in einer Gleichungrx=k3-q~12
zusammen, dann liefern unsere MeBreihen flr k3=«/(q-12)
einen mittleren Wert von 0,019. Da der Stab mit zwei Gewich-
ten 1) belastet wurde, trdgt ein einzelnes im Abstand 1 vom
Schwerpunkt mit der H&lfte, ndmlich «=k-q'12, k=“/(2q12)
=k3/220,0093 zur Durchbiegung bei. Deswegen sollte sich bei
Belastung mit mehreren Gewichten, die (nicht notwendig sym-
metrisch) in Abst&dnden li=xijp-vom Schwerpunkt/Laufgehéngt
sind, insgesamt ein Durchbiegungswinkel von

®=kZ q;-1;%2 = k T q; (k-2 , k~0,0093
1 4
ergeben. Tatsdchlich liefert diese Formel fiir die unsymme-

trische Verteilung t der Fotoserie 2 mit
3 N bei x=-3 E =-24 cm,

1 N bei x=-1 E =- 8 cm,
6 N bei x= 1 E = 8 cm,
2 N bei x= 2 E = 16 cm einen Durchbiegungswinkel

® =0,0093[3.(~24)2+1-(-8)2+6-82+2-162]= 24,9°, der mit dem
gemessenen Wert voncx=25°gut Ubereinstimmt. Die Streuungs-
maBzahl einer beliebigen Verteilung p erhalten wir, indem
wir den Durchbiegungswinkel « (p) durch den Durchbiegungswin-
kel x(q) der zugehdrigen Einheitsverteilung teilen. Ist p

1) Man kann den Stab natfirlich auch im Auflagepunkt horizon-
tal einspannen und das Experiment mit einseitiger Belastung
durchfilhren. Zweiseitige Belastung liefert wegen des doppel-
ten Durchbiegungswinkels aber hdhere MeBgenauigkeit.
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durch Gewichtsstlicke p; vom Gesamtgewicht P dargestellt,
dann wird q durch die Gewichte P/2 an den Stellen -1 und 1
reprisentiert. Unsere Formel liefert ot(q)=k-P, und die
StreuungsmaBzahl

(p) kg (xg-p) ® Pi (v -2
= (p“‘ 'Z'q_)"(x{. /u')

$(P)= o) n

entpuppt sich wiederum als die Varianz.

4.3 Physikalischer Hintergrund

In der Sekundarstufe I wird der Zugang zum Gesetz
X=k Z_qi(xijn)z rein experimentell sein, in der Sekundar-
stuf; II ist eine Herleitung aus dem Hookeschen Gesetz
méglich. Ein elastisches Material ist dadurch definiert, das
die Verformung der Belastung proportional ist (Hookesches
Gesetz). Betrachten wir einen einseitig horizontal einge-
spannten Stab, der an der Stelle 1 durch ein Gewicht ¢q
belastet ist. Er wird sich solange verformen, bis wieder
Gleichgewicht besteht:

Stab vor — dx t
Verformung "X

9

dx

Stab nach b
Verformung

7

dx

7 Riemer, Stochastik
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Auf einen Punkt des Stabes, der bei x liegt, bt die Kraft g
ein Drehmoment g{l-x) aus. Nach dem Hookeschen Gesetz er-
fghrt der Stab auf dem Abschnitt dx daher eine Verbiegung um
den Winkel 1)

dx =¥ q{l-x) dx.
Der gesamte Durchbiegungswinkel ist dann
'3 £
%« =f ax =3[ q(1-x) ax =% q.12,
bt 2
0
Er ist der Belastung gq direkt proportional und nimmt gquadra-
tisch mit der Li&nge 1 des "Hebelarmes" zu. Belastet man den
Stab mit Gewichten d1192s++,9p an den Stellen X11XgpeearXp
und spannt man ihn an der Stelle m horizontal ein, so erhdlt

man durch Uberlagerung den Durchbiegungswinkel

w
& =k 2 (xi-m)2 qj, wobei k=%/2.
a=1

1) Die Proportionalitdtskonstante X ist gegeben durch
X=§%-, wobei E den Elastizitdtsmodul des verwendeten
Stabmaterials, J das Trigheitsmoment des Stabgquerschnittes
bezeichnet. So gilt fur Stahl E=2,1~106 kp/cmz, fir einen
Flachtrdger mit rechteckigem Querschnitt der Breite b und
Hohe h: J= ﬁT“J [ Hitte, s. 873, 688, 1003].
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W&hlt man als Einspannpunkt den Schwerpunkt m=x, dann kann
man statt der Einspannung auch eine drehbare Lagerung vor-
nehmen, der Stab hat dann im Lager automatisch horizontale

Neigung.

Analyse der systematischen Fehler

Aus den MeBreihen entnimmt man, daB sich fiir sehr kleine und
sehr groBe Belastungen experimentell etwas zu kleine Winkel
(zu kleine Werte fir k=K/2q12) ergeben.

(a) Bei starker Belastung ist ndmlich die durch die Neigung
des Stabes (gegen die Horizontale) verursachte Anderung der
Drehmomente zu bericksichtigen. Der Hebelarm 1-x, mit dem
ein bei 1 sitzen?es Gewicht an der Stelle x angreift, ist zu
ersetzen durch {cosd(t)dt. Die sofort integrierbare Diffe-
rentialgleichung

i—?i =% g(1-x)

geht dadurch Uber in die Integro-Differentialgleichung
det () ¢
149
—— =X cosx(t)dt
= q:[ (t)dt,

aus dem man durch Differenzieren die Differentialgleichung
zweiter Ordnung

A%

i = -#g cosx%(x)
x

erhdlt, welche nur noch numerisch zu l&sen ist.

(b) Bei schwacher Belastung, also kleinen Drehmomenten ist
das Gegendrehmoment, das die tangential befestigten Alumi-
niumstdbe erzeugen, nicht mehr zu vernachldssigen. Messungen
des Durchbiegungswinkels ilber die Ablenkung von Lichtstrah-
len durch Spiegel, welche auf dem Stab befestigt werden,
liefern bessere Ergebnisse.

7%
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In der Praxis sind die systematischen Fehler (a) und (b)
unbedeutend, da sie sich erst bei sehr kleinen und sehr
groBen Winkeln (x<4°, d>40°) auswirken. Bei der experi-
mentellen Bestimmung von Varianzen kann man sie durch geeig-
nete Wahl der Einheiten auf dem Stab leicht umgehen. Trotz-
dem mag man sich fragen, welchen didaktischen Vorzug der
elastische Stab gegeniiber der bekannten und durch keinen
systematischen Fehler behafteten Veranschaulichung der vari-
anz als Trdgheitsmoment eines belasteten starren Stabes hat.
Die Antwort f&llt leicht: Der Durchbiegungswinkel ist sofort
abzulesen, das Tridgheitsmoment 148t sich nur Uber eine
gleichmdBig beschleunigte Drehbewegung als Proportiona-
litdtskonstante zwischen Winkelbeschleunigung und Drehmoment
ermitteln. Es ist dem Erlebnishorizont kleiner Schiiler nicht
zugdnglich.

Die Gleichung 2;(xi-m)2 q; = %]xi1#)2 q; +(m1ﬂ)2 Q, aus der
die Minimalitdtseigenschaft des Erwartungswertes (3.1.1)
folgt, ist in beiden Modellen Uberpriifbar. Flir den elasti-
schen Stab besagt sie, daB der Durchbiegungswinkel minimal
wird, wenn man den Stab im Schwerpunkt horizontal einspannt,
fir das Trédgheitsmoment ist sie als der Steinersche Satz
bekannt.

4.4 Die Ungleichung von Tschebyscheff

Wir filhren einen im Schwerpunkt #=0 unterstiitzten elasti-
schen Stab vor, dessen Massenbelegung (etwa 10 gleichartige
Massenstiicke vom Gesamtgewicht Q) verdeckt ist. Der Durch-
biegungswinkel ist an den gespreizten Stidben der Messung
zugiinglich. Wie viele Massenstlicke mit Gesamtgewicht g
k&nnen sich im Bereich B auBerhalb des Intervalles ]-4;d[
aufhalten? Durch Experimente unterstiitzt finden Schiller
schnell heraus, daB bei einem festen, nicht zu Uberschrei-
tenden Durchbiegungswinkel am meisten Massenstiicke dann in

dem fraglichen Bereich unterzubringen sind, wenn man gleich
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viele an den Stellen -d und 4 aufhdngt, die restlichen im
Schwerpunkt, so daB sie zur Durchbiegung keinen Beitrag mehr
leisten. Wegen k-dz-qsxmus dann geltern

94 =
kad?

und das ist eine "physikalische Form" der Tschebyscheff -
Ungleichung. Erinnern wir uns, daB der Streuungswert S einer
Verteilung mit Durchbiegungswinkelx und Gesamtgewicht Q
gegeben war durch S=«/kQ, so erhalten wir

9 N

4_
a = d?

also die "mathematische Form" der Tschebyscheff-Ungleichung.

4.5 Curriculare Aspekte

Vergleicht man die beiden Methoden zur Einffihrung eines
StreuungsmaBes (Varianzabakus und elastischer Stab), dann
wird man auf der Grundlage der Ausfilhrungen von Kapitel 2
geneigt sein, dem Minzmodell den Vorzug zu geben, weil es
sich um das Musterbeispiel eines generativen Modells han-
delt. Es ist - mit dem Faltungsabakus beginnend - heuri-
stisch und in sich konsistent. Das generative Potential
gestattet nicht nur die Einfihrung eines StreuungsmaBes,
sondern auch die Erklédrung filir das Auftreten quadratischer
Summanden (xi-ﬂ)z-q-

i
vitdt von Streuungsmaf und Erwartungswert unter Faltungen.

und damit zusammenhdngend die Additi-

Auch der elastische Stab ist im Sinne von Fischbein und
Polya ein heuristisches Modell, doch sind seine generativen
Eigenschaften in Bezug auf die Stochastik nicht so ausge-
prédgt wie die des Miinzmodells; sie erschdpfen sich in der
Herleitung der Varianzformel, der Tschebyscheff-Ungleichung
und der Minimalit&dtseigenschaft des Erwartungswertes. Eine
intrinsische Begriindung der Additivit#t unter Faltungen
liefert nur das Minzmodell, Daflir 1&d8t sich der elastische
Stab auch ohne den Zusammenhang mit der Stochastik hervorra-

gend zu einer beziehungshaltigen Einfilhrung quadratischer
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Funktionen in der Sekundarstufe I verwenden:

Dreisatzrechnungen haben zusammen mit einer prop&deutischen
Behandlung des Funktionsbegriffs einen festen Platz im Cur-
riculum am Ende der Orientierungstufe:

Es werden Fahrzeiten bei variablen Wegl&ngen

X — t=kx , direkte Proportionalité&t

und variablen Geschwindigkeiten

x —— t=k(1/x) , umgekehrte Proportionalitédt

berechnet.

Auch der Durchbiegungswinkel eines symmetrisch belasteten
Stabes ist bei festgehaltenen Angriffspunkten der Belastung
proportional. Variiert man statt der Gewichte ihre Aufhidn-
gungspunkte, dann gilt offensichtlich wieder: Je gr¥Ber die
Entfernung vom Schwerpunkt ist, desto gr&Ber ist auch der
Durchbiegungswinkel. Wieder tippt man auf Proportionalit&t.
Doch welche Uberraschung, wenn man statt der erwarteten
linearen Abhdngigkeit x r—kx die quadratische x —— kx2
entdeckt.

DaB dieses Modell spiter fir den Ausbau der Analogie Erwar-
tungswert - Schwerpunkt zur Analogie Varianz - Durchbie-
gungswinkel herangezogen werden kann, steigert die Anwen-
dungsmdglichkeit. Es wird didaktisch noch beziehungshalti-
ger, wenn Schiller das entsprechende Modell mit einem starren
Stab zur Ldsung von Produktgleichungen eingesetzt und dabei
(neben der Mathematik) ein intuitives Gefiihl fiir Schwerpunkt
und Drehmomente gewonnen haben [Bruner 2, S. 66f].
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5 Brownsche Molekularbewegung im elastischen Zentralkraft-

feld, der Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace

5.1 Vorbemerkung

Es ist {iblich, die Binomialverteilung mittels kombinatori-
scher Uberlegungen einzufilhren und den Grenzwertsatz von de
Moivre-Laplace mit der Stirlingschen Formel zu beweisen.
Dieser Beweis, der auf die Originalarbeit von Laplace zu-
riickgeht, gilt als recht schwierig. Eine Begriindung, die dem
Schulniveau eher angemessen ist, geben [Béhme] ’ [Bangen],
[Heigel] und [Strehl], indem sie die Binomialverteilungen
logarithmieren und plausibel machen, daB8 die entstandenen
Funktionen durch Parabeln angendhert werden.

Hier soll eine projektorientierte Alternative zu diesem The-
menkreis ausgearbeitet werden, in deren Zentrum der Prozef
des Mathematisierens steht. Der MathematisierungsprozeSg
liefert die Binomialverteilung (ohne Kombinatorik) als sta-
tiondre Verteilung einer Irrfahrt. Er findet seinen Abschlug
durch eine genetische Begriindung des Grenzwertsatzes von de
Moivre-Laplace, die durch das zu mathematisierende Problem
strukturiert ist.

DaB sich die Uberlegungen auch konsequent an die Ausfithrun-
gen der Kapitel 1 bis 3 zum umgekehrten Wahrscheinlichkeits-
baum (vgl. 2.5) anschlieBen lassen, wird 5.6 am Ende dieses
Kapitels belegen. Doch zundchst ein kurzer Uberblick:

Z2u 5.2: Ausgangspunkt ist die "Ratterkiste" 1), ein Modell
zur Brownschen Molekularbewgung in einem elastischen Zen-
tralkraftfeld. Die quantitative Auswertung der Molekiildichte
in Abhingigkeit vom Ort liefert eine glockenférmige Vertei-
lungsfunktion. Dieses Phdnomen soll qualitativ und quantita-
tiv erkldrt werden.

1) Der Name kommt vom hohen Gerduschpegel beim Betrieb.
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5.3: Dazu konstruieren wir in einem ersten Schritt ein dis-
kretes mathematisches Irrfahrtmodell, das fir die (im Ex-
periment beobachtete) stationdre Verteilung s die Diffe-
renzengleichung sp,q= —%&%; Sk liefert. Sie fihrt unmittel-
bar auf explizite Formeln flir die Binomialkoeffizienten und
die binomiale Grenzverteilung.

5.4: Bel Verfeinerung der Diskretisierung zur besseren An-
passung des Modells an die kontinuierliche Realitdt geht die
Differenzengleichung iiber in die (sofort integrierbare) Dif-
ferentialgleichung OAW(X)+X¢(X) der Normalverteilung. Damit
sind sowohl das experimentelle Ergebnis wie auch der Grenz-
wertsatz von de Moivre-Laplace (fiir p=q=1/2) begriindet.

In 5.5 wird die Begrindung auf den Fall p#1/2 ibertragen.

Es sei erwdhnt, daB8 sich die Irrfahrt 5.3 auch bei dem be-
kannten Ehrenfestmodell zur Diffusion ergibt, doch ist in
unserem Zusammenhang wichtig, daB8 nur die Brownsche Intexr-
pretation einen intrinsisch motivierten Ubergang zum Grenz-
wertsatz von de Moivre-Laplace erméglicht. Nur hier ist
ndmlich die Verfeinerung der Diskretisierung und der Zwang
zur Normierung der Binomialverteilung problemimmanent, d.h.
durch den MathematisierungprozeB bedingt. In der Ehrenfest-
schen Interpretation hat sie keinen Sinn.

Man erkennt: die Ratterkiste ist mehr als ein bloBes Demon-
strationsobjekt. Ihre Mathematisierung steuert vergleichs-

weise komplexe und verallgemeinerungsfdhige 1)

Uberlegun-
gen. In diesem Sinne scheint es durchaus gerechtfertigt, ihr

Ziige eines generativen Modells 2zuzusprechen.

1) Vgl. Kapitel 6, [Feller 1, S. 354 £, 377 £], [Kac, s.
396 f]. Die Arbeiten der genannten Autoren zum zeitlichen
Ablauf von Diffusionsvorgidngen gaben den AnstoB8 fiir das
vorliegende Kapitel.
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5.2 Simulation der Brownschen Bewegung im elastischen
Zentralkraftfeld

5.2.1 Physikalischer Hintergrund
Die eindimensionale Brownsche Molekularbewegung in einem
elastischen Zentralkraftfeld ist dadurch definiert, daBR auf

ein durch zufillige ZusammenstdBe gestdrtes Teilchen eine
Kraft wirkt, die proportional zur Auslenkung aus der Ruhe-

lage ist 1L
Skizze:
F(x)=- x Auslenkung: X
—
T T Rlickstellkraft: -X
x=0 X Potentielle Energie: E(x)=-§5-x2

Nach dem Bolzmannschen Verteilungssatz wird die Wahrschein-
lichkeit dafir, da8 sich das Teilchen an der Stelle x befin-
det, beschrieben durch die Dichte 2)

EGx)

4
B - - X _ 1
fo=Foe ™ =foe BE 0 for yrr e

die eine Normalverteilung mit #=0 und 62=kT/x darstellt. In
einem Gas kann man diese Wahrscheinlichkeit auch als Teil-
chendichte interpretieren.

1) Z. B. der Spiegel eines empfindlichen Galvanometers in
der thermisch bewegten Luft [Pohl, S. 287]. Obwohl wir uns
im folgenden mit der Ratterkiste auf Gaspartikel beschrédnken
werden, haben die anhand des Irrfahrtmodells gewonnenen
Ergebnisse Gliltigkeit auch fiir beliebige gestdrte, elastisch
gegengekoppelte Systeme wie stabilisierte Spannugsquellen,
drehzahlstabilisierte Motoren, zielende Schiitzen u.s.w.. Sie
liefern neben dem Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace, die
Erkenntnis, daB8 solche Systeme normalyerteilte Zustandsdich-
ten besitzen.

2) K ist die Bolzmannkonstante, T die absolute Temperatur.
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5.2.2 Experiment

Die Brownsche Bewegung wird durch einen Kasten mit kreis-
f8rmig gebogenem Boden simuliert, in dem sich mehrere Kugeln
eines Modellgases befinden. Jede einzelne dieser Kugeln kann
als mathematisches Pendel aufgefaB8t werden, das einer zur
Auslenkung proportionalen Rickstellkraft unterliegt.

Skizze:
Glasdeckel

(7 cm x 32 cm)
ZE:::::::_ 17 kreisférmiger Boden
(Kriimmungsradius 50 cm)

A Vi > X

X=0

Der Kasten wird auf einen Vibrator geschraubt, welcher fir
stédndige "thermische" Bewequng der Modellgaskugeln sorgt.
Eine quantitative Auswertung der Kugeldichte in Abh&dngigkeit
vom Ort ist durch Auszdhlen einiger Momentaufnahmen 1leicht
m&glich. Dariiberhinaus kann man durch Markieren einer einzi-
gen Kugel ihre Bahn verfolgen und erkennen, daB8 die rdum-
liche Verteilung der Kugeldichte gleichzeitig die Aufent-~-
haltswahrscheinlichkeit fir eine festgehaltene Kugel angibt.

5.2.3 Quantitative Ergebnisse

Zur Auszdhlung von 10 Momentaufnahmen mit je 100 Kugeln
wurde das IntervallFlG;lQ]der x-Achse in 16 Teilintervalle
der Breite 2 zerlegt. Die quantitativen Ergebnisse sind der
Tabelle auf der folgenden Seite zu entnehmen. Die relative
Hiufigkeitsverteilung rijgog der insgesamt 1000 Kugeln lie-
" fert ein Stichprobenmittel 4=-0,002, eine Stichprobenstan-
dardabweichung 6 =4,175, und ein Vergleich mit fp-f,¢ belegt
eindrucksvoll, wie gut die experimentellen Ergebnisse mit
der theoretisch zu erwartenden Normalverteilung iibereinstim-
men. Es sei angemerkt, daB der %2 Test die Testgr&Be 6,9
liefert. Die 95%Grenze liegt bei 21, so daB die experimen=-
tellen Ergebnisse auch im Sinne der Statistik der Normalver-

teilungshypothese nicht widersprechen.
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Auswertung von 10 Aufnahmen mit je 100 Kugeln

Mittelpunkte der Teilintervalle
Nro der | _q5 | q3|-11| -9 | =2 | -5 [-3 [-1 | 1 5|2 11
Aufnahme - - 3 9 13 | 15
Py i
*
d .
4 )
L] L
. L3
1 1 1 31 8[15 |as 11 71 5| 2 1 1
2 4 710 [11 {21 |25 9| 10| 3
3 3 41 81186 [1e [21 | 18| 8| 4 | 1 1
4 1 2 2|1 9|11 |22 [ 19 8| 4 | 1
5 1 2| 5| af19 {16 |15 [ 15| o[ 7|2
6 1 8| 8 |12 |23 |21 10| 10| 3| 2 2
? 1 1 50 9116 (16 [21 | 14| 11| & | 1 1
8 2| 3 4111 (11 [19 |12 | 6| 11| 5| & 2
9 1 S| & [16 [20 |16 | 14| 10| 9| 2 2
10 1] 2 51 9115 (19 |17 | 17| 9| & | 1
84000 3 S |20 | 49| 85 | 142199188 |141| 931 uE |16 9 1
Tio0e |90 .003 [.005/.020(. 042, 065|.143/.19S (. 188 |. 141| .02Y .0l 8. 016|.002|.001|. 000
Yo .co0 |.c01 |.006[.019.ck?|.093|,148[.185(.186(.14%| .097. 0l7|.019|.006 |.001|.c0c
Stichprobenmittel Yigoo —— ©
M= -0.,002 Yo —,

Stichprobenstandard-
abweichung

¢ = 4.175
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5.3 Diskretes Modell der Brownschen Bewegung, die Binomial-

verteilung als stationdre Verteilung

Wie 148t sich das experimentelle Ergebnis ohne Rickgriff auf
den Bolzmannschen Verteilungssatz erkliren?

5.3.1 Diskretes Modell
Wir greifen eine Kugel unseres Gases heraus und machen iber

ihre Bewegung folgende Modellannahmen:

(a) Die Kugel kann sich nur an diskreten Stellen xk=k6,6>0,
k=0,...,N des Zahlenstrahls aufhalten.

(b) Sie soll je Zeiteinheit einen Sprung der Weite § machen,
und zwar von der Stelle x; aus mit der Wahrscheinlich-
keit 1p=1(xy) um ¢ nach links, mit rp=r(xy) um § nach
rechts. Fiir k=0 kann sie nur nach rechts springen, also
r(xg)=1, 1(xg)=0, entsprechend r(xy)=0, 1l(xy)=1.

(c) Je weiter rechts die Kugel sich befindet, desto gré&Ber
wird die Wahrscheinlichkeit sein, daB sie (wegen der
elastischen Kraft) nach links springt. Auf Grund des
linearen Kraft-Weg Gesetzes nehmen wir an, daB diese
Wahrscheinlichkeit linear vom Ort des Teilchens abhé&ngt.
Mit obigen Randbedingungen ergibt sich 1p=k/N und

rk= (N-k) /N.
—
Skizze: 1(%y4q)
——
r(xk)
X Xy Rker XN

Anmerkung: Diese Irrfahrt im Zustandsraum {0,...,N](s=1)
liegt auch dem Ehrenfestmo-
dell zu Grunde: Gegeben sind

L T 1 N Kugeln in einem Behé&lter,

© ,:@ ®@ der in zwei H&lften unter-
E@ teilt ist. In jeder Zeitein-

N=k: Zustand k=1 heit wechselt eine Kugel,

deren Nummer zuf&llig ausge-
wdhlt wurde,die Seite des
Behdlters. k se~i der Zustand, der dadurch beschrieben ist,
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daB sich k Kugeln in der H&lfte I befinden und N-k Kugeln in
der Hdélfte II. Bezeichnet man mit 1, bzw. r) die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten vom Zustand k in den Zustand k-1 bzw.
k+1, dann gilt wieder 1y =k/N (denn mit Wahrscheinlichkeit
k/N liegt die ausgewdhlte Kugel, die ihren Platz wechseln
muB, in der H&E1lfte I) und rk=(N-k)/N.

Wie [Kac] mitteilt, wurde das Ehrenfestmodell von [P. und T.
Ehrenfest] 1907 im Zusammenhang mit dem Bolzmannschen H-
Theorem konstruiert, der Zusammenhang mit der Brownschen
Bewegung im elastischen Zentralkraftfeld wurde erstmalig
1926 von [Schrbdinger und Kohlrausch]erwéihnt.

5.3.2 Binomialverteilung

Es sei sk=s(xk), k=0,...,N, die "stationdre" Wahrscheinlich-
keitsverteilung daflir, daf sich unser Teilchen an der Stelle
xk=k8 aufhdlt. Da es im Mittel genauso oft von der Stelle Xy
zur Stelle x),, springen wird wie zurick, hat man das Glei-
chungssystem

Sk+1'lk+e1 = Sk Tk
das wegen ry= (N-k) /N, 1k+1=(k+1)/N tibergeht in
_ N~k
Sk+1 —W- Sk (o<k<N_1) .

Die Ldsung kann man sofort hinschreiben:

s 4 S

2 = '\;.-4 81 = % Sg

S3 =,N3-3 sy .=Wso

: N-k+1 N(N-1... (N-k+1)
Sk TR Skl T 2., & so -

Die Faktoren sind die Binomialkoeffizienten, deren explizite
Form sich hier "gleichsam von selbst" ergibt. Aus der Be-



110

dingung Sgt..etsy=1 folgt so=(1/2)N, und als stationire Ver-
teilung erh3lt man die Binomialverteilung

S =5 (%) =({‘(’)(1/2)“.

5.3.3 Normierung

Das diskrete Modell paBt noch nicht zur Ratterkiste, denn
der Erwartungswert der empirischen Verteilung aus 5.2 liegt
bei /1.=0, die Varianz ist &2. Der Erwartungswert unserer
{durch den Faktor § gestauchten) Binomialverteilung liegt
bei (N/2)§, die Varianz ist (N/4)s2 .

Wir w&hlen deshalb in unserem Modell § (bzw. N) so, daB gilt
(N/4)62=62 ($=67/(1/2)YN) und verschieben unsere gestauchte
Binomialverteilung um (N/2)6 nach links. Es entsteht eine
Verteilung s(x), die jetzt an den Stellen

x=xp=(k-(N/2))6 = G'J/ETN/AZI'— definiert ist mit

s (0 =s (6 ) = () 2™ .

Wir drlicken auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten durch die
Variable Xy aus:

“k_1 1 = — 3
l(xk) N~ 2 &N Xk 2 4-(,‘ka
N‘k 1 1 1 S
r(xy)= =g = X =7 - 157 Xk

Aus der Gleichgewichtsbedingung
r(xp)s(xp)=1(xp, 1) s (Xp,q) ergibt sich

1 .6
s (xy) (%-%xkhs(x}“l) (3 7 k1) -

1) Fiir § =1 ist dies die iibliche Normierung der Binomialver-
teilung durch Verschiebung um N/2 (ftir den Erwartungswert
0) und Stauchung um (1/2)'/? (fiir die Varianz 1l). Hier ist
die Normierung durch den ModellbildungsprozeB8 motiviert.
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5.4 Verfeinerung der Diskretisierung, Normalverteilung

Um unser diskretes Modell der kontinuierlichen Realit&t bes-
ser anzupassen, verkleinern wir die Sprungweite § . Ist
([’g (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte fir den Aufenthaltsort
eines Teilchens, so gilt s(xk)z ‘{’5(xk) § , und die Genauig=-
keit der Anndherung wird mit kleiner werdendem § immer grd-
Ber., Die Gleichgewichtsbedingung geht iiber in

69, %) (£ = Byx) =8 (x48) ( £+ o7 (x+5))  baw.

frx) (3 - 22rx) = o (x+s) (F+ 5 (x+8))

und wir kSnnen wegen §- 0 eine Entwicklung von % vornehmen.
Dabei vernachlissigen wir alle Terme zweiter Ordnung:

) a0 = (Fe(x)+ 8% () (s jor (x48))
1
e 00 = S K el x f )
1
aliraa xfplx) = Yo "(x) .

Ergebnis: Die Wahrscheinlichkeitsdichte Y& (x) fir den

Aufenthaltsort des Teilchens wird der Differentialgleichung
' - Ye'(x) __ 4

Y6' (x) =~ g7 x Ys(x) bzw. 4oy~ gz X gentgen.

Integration liefert

4 e
1n( ‘fe(x))=-m x2+k, also Pelx)=c-e 207

Wegen f e (x) dx=1 muB gelten c=1/V‘2_71'6v . Dies ist die Dichte

der Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 62,

Das im Experiment beobachtete Auftreten der Normalverteilung

ist damit begriindet. Gleichzeitig haben wir die Formel von

de Moivre-Laplace hergeleitet: "<
§ 4 (i"ﬂ_N_ )2
1 Tz 6
'BN’%(k)=S(Xk)xS Fer (e VF_T'S‘ e
Nj2 ) 2
77

):
a1 (T
g VT € -
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5.5 Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace, allgemeiner Fall

Natirlich kann man die Differentialgleichung §'(x)=-x §(x)
{jetzt ¥=1) auch ohne Ruckgriff auf die Brownsche Molekular-
bewegung herleiten, und zwar auch flir p#1/2: Die Binomial-
verteilung

BN,p(k)=(f) p¥ q¥ ¥ nmit u=Np, 6=yNpg
ist nach Normierung (Verschiebung um M nach links, Stauchung
mit Faktor 1/6=:6 in x-Richtung, Streckung mit Faktor 6=1/§
in y-Richtung) definiert an den Stellen
k- . N -
Xy = G.—'“ =6(k-/u.) mit s(xE)=6 () pk qN k,
Sie geniigt der Rekursionsformel

4 N-k
s (X4 ) kp; = sixg),

die wir fiir p=g=1/2 als Gleichgewichtsbedingung interpre-
tiert haben. ,Wegen

X X
k= S—" +/u=s—'< +Np, N-k=Ng- % PR S A §
kann man die Rekursionsformel umformen zu

s (X +8§) [XS“—;SH\IJ: [ —%J s{xy)

bzw. nach Division durch N:

s(xk+8) [1+S;N (xk+8)] = s(xg) [ l—g‘;ﬁxk].

Wegen 82=1/Npq, also 1/spN=8q und 1/5gN=6p folgt
s(xc+s) [1+ salmers) [= stmo) [1-6p x |.

Wir bezeichnen die Grenzfunktion 2zu den normierten Binomial-

verteilungen, deren Existenz wir voraussetzen, mit ‘f(x). Es
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gilt ¢ (x)»s(x), wobei die Niherung mit wachsendem N (N -9,
§-0) immer besser wird. Aus der letzten Formel folgt dann
nach Entwicklung von ¢(x) und Vernachldssigung von Termen
hsherer Ordnung in 6 :

[‘f (x)+ & (x)”1+8qx] = Y(x) [ l—pr]
¥ (x)+ S[sﬂ' (x) +ax ?(X)] =P (x) -§pxf(x)
und hieraus wegen p+g=1
Prx) =-x P(x)
_4)(2'
mit der Standardnormalverteilung Sﬂ(x)=c e 7 ; c=1/Y2m

als Lo&sung.

5.6 Der umgekehrte Wahrscheinlichkeitsbaum und Einfiihrung

der Binomialverteilung ohne Kombinatorik

Wie in 5.2 und 5.3 gezeigt, 148t sich die Binomialverteilung
sehr einfach und ohne Rlckgriff auf kombinatorische Uberle-
gungen als stationidre Verteilung einer Irrfahrt konstruie-
ren. Die Gleichgewichtsbedingung, die sofort auf die ex-
plizite Formel fiihrt, ist dem Graphen der Irrfahrt unmit-
telbar zu entnehmen. In diesem Abschnitt soll abschlie8end
skizziert werden, wie man diesen Zugang in einen gré Beren
Zusammenhang stellen und zu einer beziehungshaltigen Einfiih-
rung der Binomialverteilung ausbauen kann, in dessen Mit-
telpunkt rekursive Berechnungen stehen. Die Darstellung
durch den umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaum schlie8t dabei
nahtlos an den Faltungsabakus aus Kapitel 3 an. Sie 1ld48t,
wie schon in 2.4 angedeutet, die strukturellen Gemeinsamkei~
ten zwischen Faltungen (Spezialfall: Pascalsches Dreieck)
und der rekursiven Berechnung beliebiger Markoffketten her-
vortreten.

Wir erinnern uns an den Vierfachmiinzwurf, der in 1.2 auf der

8 Riemer, Stochastik
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Grundlage des subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriffs behan-
delt wurde. Die zugehdrigen Laplace-Wahrscheinlichkeiten
PN(k) (fir k KOpfe in N Wirfen) kdnnen wir durch Faltung mit
einem umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaum rekursiv berech-

nen:

Py (k) Py (k+1) "Zentrale Frage:"

Welche Wege fiihren zu k+1 K Spfen
in N+1 Versuchen?

Antwort:

1. Weg: k Kopfe in N Wilrfen und
ein weiterer im N+1 ten Wurt,

Wahrscheinlichkeit p-Py (k).

2. Weg: k+1 KOpfe in N Wiirfen und
kein weiterer im N+1 ten Wurf,
Wahrscheinlichkeit q-Py (k+1).

Er reprédsentiert die Rekursionsformel

(1) Py4p (k+1) = p Py(k) + q Pylk+1),

die folgende Tabelle liefert (Pascalsches Dreieck):

faire Minze (»=q=1/2) gezinkte Miinze

Anzahl der Kopfe Anzahl der Kopfe

o |1 |2 |3 |4 o 1 2 3 b
P, 1/2 |1/2 1q [1p
\; P, m.\lm. ISNE

)p?=p1.p1 1/7,1/2 ]1/# L‘, 1q2 @—]17)2 [ }
N

‘ > P,] 11\]#1
oo [ b A [ [k ]
» P, i~z e

P, =P PP P, 1/16 L+/16}6/16 \ﬂ% ‘1/16 1qL+ \Lq}p \6q2p2{‘+qp3 ‘w“
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Die Ubertragung der rekursiven Berechnungsmethode auf das
Irrfahrtmodell, hier filr N=4

1(1)=1/k 1(2)=1/2 1(3)=3/4 1(4)=1

oulllls O Wl © Sl O -l O

r(o)=1 r(1)=3/4 r(2)=1/2 r(3)=1/4

stellt ein angemessenes Problem dar. Bezeichnet w,(k) die
Wahrscheinlichkeit, sich zur Zeit n im Zustand k aufzuhal-

ten, dann hat man

wn(k-l) wn(k+1) Zentrale Frage:
Welche Wege fllhren zu einem Auf-
r{k-1) 1{k+1) enthalt im Punkt k zur Zeit n+1?
Antwort:
1. Weg: Aufenthalt im Punkt k-1
wn+1(k) zur Zeit n und Sprung nach rechts

2. Weg: Aufenthalt im Punkt k+1
zur Zeit n und Sprung nach links.
Rekursionsformel:

(2) Wpyp (k) =r(k=1)wp (k=1) +1 (k+1) wy, (k+1)

N-k+1 W+ 1
L g (k1) +

wy, (k+1)

FUr einen Start in 2 bzw. 0 erhdlt man die Tabellen auf der
folgenden Seite.

Der Unterschied zum vertrauten Faltungsprinzip besteht nur
darin, daB sich die Wahrscheinlichkeiten des umgekehrten
"Faltungsbaumes" beim Entlangschieben an einer Zeile verdn-
dern. Der Tabelle kann man entnehmen,

- daB der EinfluB der Anfangsverteilung sehr schnell abnimmt

~ daB8 man (hier) zwischen zwei Verteilungen w LT hin- und

14
g iy

herpendelt, je nachdem ob n gerade oder ungerade ist

1) Es liegt eine irreduzible periodische Markoffkette vor;

8%
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Start in 2 Start in o ‘
[} 1 2 3 4 o 4 2 3 4
W 1.00 1.00
N~ n N
" [Soo[ [Seo] [ o] [ ]
W 7% (A

A N ) W W e
a~_ NN
] O N G W L)

n

3
B | P )
w,, 4125 L:AAAL, [4475 .156 .7561 .09k
NGl
Wg L5oo L—Boo L 1—| | .l+69—|
S~

W .125| “‘1.750 “1;135 1%‘1447‘1‘7561 1-117
™~
o .500 +500 —ILOS —|7’+92—|

w_[1/8 3/4 1/8

W 1/2 1/2

16 fiss [5/8 [17s [1716 ] (s = Fug+ 3 W)

Stellt man eine Beobachtung in einem zuf&llig ausgew&hlten
Zeitpunkt n an, dann wird n in der H&lfte aller F4lle gera-
de, in der anderen H&lfte ungerade sein, woraus sich fiir die
zeitunabhdngige Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Kugel an
der Stelle k ergibt: s(k)=0,5wg(k)+0,5wu(k).

Man kann sich die Uberraschung beim Vergleich der stationd-
ren Verteilung s(k)=s4(k) mit der Verteilung P4(k} zum Vier-
fachmiinzwurf einer Laplace-Miinze vorstellen. Besteht die
Gleichheit s4(k})=P4(k) auch fir andere Werte N#4?

solche Ketten besitzen eindeutige stationdre Verteilungen s,
aber nicht flir alle Anfangsverteilungen w, hat man Konver-

genz WO - S,
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Zur Beantwortung dieser Frage bedenkt man, da8 die Rekur-

sionsformel (2)

N- K44
Whey (k) = N* Wp(k=1) + K

wp (k+1)

flir die station#re Verteilung s(k)=sy(k) (N bezeichnet im
Gegensatz zu n die Anzahl der Zustdnde) Uibergeht in

() sy = B ke1) s BT spiken)

oder ausgeschrieben:

sy (0)= - sy(1) | sn(l)= N sg(0) |
sn(l)= - sy(0) + = sy(2) sp(2)= 2L sg)
sy(2)= Ttey(1) + S sy(3) | (3)  sy(3)= Lgi sy(2) | (4)
sy (N)= ——sy (N=1) | sn= L sy(N-1)

Durch Einsetzen einer Gleichung in die jeweils folgende
erhdlt man das rechtsstehende Gleichungssystem (4) fUr die
stationdre Verteilung, das in 5.3 unmitelbar dem Graphen der
Irrfahrt entnommen wurde, und das die explizite Darstellung
der Binomialverteilung sN(k)=( t’ )0',5N liefert 1) .

Die vermutete Gleichheit von sy (k) =Py (k) folgt nun daraus,
das sN(k) auch die Rekursionsformel (1) der PN(k) erfillt.

Zur experimentellen Uberpriifung der eben durchgefiihrten
Berechnungen simulieren wir die Irrfahrt fir N=4:

Die erste Tabelle gibt ihren Verlauf {iber 100 Zeiteinheiten
wider (Start im Zustand 2). Die zweite Tabelle zeigt die

relativen Besuchshidufigkeiten der einzelnen Stationen nach

1) Hinter den Rekursionsformeln (1) und (4) fiir PN(k) bzw.
. . Ned)_ [NY [N N | N-kef
sy(k) stehen die Rekursionsformeln (k: )'(k)f(kml bzw.(k‘,,):-b—,l(kJ.

¥y
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100 bzw. 1000 Zeiteinheiten - und die Binomialverteilung zum
Vergleich:

Protokoll der Irrfahrt:

234323232101232323432343%4
32123234343212123212323273
2323212123232101232101012
32321012123 432321212101273

relative Besuchshdufigkeiten und Binomialverteilung:

k 0 1 2 3 4
r1°°(k) o0.0600 0,200 0.370 0.300 0.0700
r1ooo(k) 0.0720 0.253 0.361 o0.244 0.0650
34'1/2(k) 0.0625 0.250 0.375 0.250 0.0625
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6 Brownsche Molekularbewegung im konstanten Zentralkraftfeld

Dieses Kapitel ist eine Ergdnzung zu Kapitel 5. Es soll
skizziert werden, wie sich das Experiment und die Theorie
zur Normalverteilung auf die Exponentialverteilung idbertra-

gen lassen.

6.1 Simulation der Brownschen Bewegung im konstanten
Zentralkraftfeld

6.1.1 Physikalischer Hintergrund
Wir betrachten die eindimensionale Brownsche Molekularbewe-

gung, diesmal nicht in einem elastischen, sondern in einem
konstanten Zentralkraftfeld gemdB der folgenden Skizze:

F(x)=% F(X)=-% Auslenkung: x
Riickstellkraft: F(x)=-sign(x) o
T T ——
-X 0 be Potentielle Energie: E({x)=«x], «x 6 R*

Nach dem Bolzmannschen Verteilungssatz ist die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit eines Teilchens wiederum gegeben durch
die Dichte

G -
\P(x)=(l"0 e X7 =LI"0 e f‘-rl"l

die eine zweiseitige Exponentialverteilung mit #=0 und
€=1/(V7¢0)=V§'KTAX darstellt. Man kann sie auch schreiben in
der Form
Vz
1 -5 I%l
‘f’(x)=ﬁ e & -

Anmerkung: L4Bt man Bewegungen mit x<0 nicht zu, dann hat

man stattdessen eine einseitige Exponentialverteilung

% x
Vore &t , x>0 . Lf’,,

Ll T , %<0
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mit/»=6’= KT/% , Man kann sie auch schreiben als
4 X
Y (x)=E e U fur x3o0, Y(x)=0 £fir x<0.
Wir werden uns auf die zweiseitige Exponentialverteilung
konzentrieren; ergidnzende Anmerkungen zum einseitigen Fall

finden sich in 6.4.

6.1.2 Experiment

Zur Simulation der Brownschen Bewegung im konstanten Zen-
tralkraftfeld ersetzen wir den kreisfdrmigen Boden unserer
Ratterkiste durch einen ebenen, der zur Mitte hin geneigt
ist.

Skizze:

Linge der Kiste: 1=32 cm
Neigungswinkel: «= 57 Z;;; ZE:::::;

6.1.3 Quantitative Ergebnisse

Die Ergebnisse der Auswertung, diesmal von 14 Momentaufnah-
men mit je 50 Kugeln, sind der Tabelle auf der folgenden
Seite zu entnehmen. Die relative Hiufigkeitsverteilung r700
der insgesamt 700 Kugeln liefert ein Stichprobenmittel
#=0,008 und eine Stichprobenstandardabweichung 6 =4,413. Wie
ein Vergleich mit der zugehdrigen Exponentialverteilung
zeigt, stimmen die experimentellen Ergebnisse mit den theo-
retisch zu erwartenden wieder gut dberein, von der "zuge-
hérigen" Normalverteilung weichen sie dagegen betrdchtlich
ab.
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Mittelounkte der Teilintervalle
Nr. der
Aufnahmg 19 “V3 -1 -9 -7 -5 -3 -1 W 3 5 9| 11| 13 1s
1 1 1 2 2 2 3 1o 1 6 1 1
2 A 9 1 2 3 8 12 9 32 1
3 1 3 5 12 W 7 5 3
4 N1 9 2 2 5 13 100 5 8 1 1 1
5 2l 6 3 2 15| 6 & 3 3 1 1
6 A 2 1 3 100 9o 71 8§ s 1 1 =2
7 2l 3| 2 2| 1 10 & & 2 1
8 1 2l 3 5| 70 11| 8 s & 2 4 1
[} 1 1 1 34 6] B 16 6 YN 2
10 6 5 5| 13 7| 6 5 2 1
11 1 6| 5| 13 16| 4 2| 1 2
12 1 6 4 13| 17 4 2 1 2
13 1 U 1 2] 9| | 8 9 4 1
14 1 2 1 & & 11| 1| 9 & 2] 1
%900 2| 6| 8 14 30| 47| 75/168| 149 91| 59 21 19| ¢ s
T200 .003.005.011L020/, 043,067} 107} 2ol 213|. 130/ 084|.030]. 027|. 00 9. 007|000
% .003].005/.009L018[. 034 065.123.233.233.123.065.034.018.009.005.003
P .001|.002L008L023|.051 095 143 176]. 176|. 143|095} 051|. 023|. 008|. 602 001
~
Stichprobenmittel
M= 0.008

Stichprobenstandardabweichung
3

6 = .41
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6.2 Diskretes Modell der Brownschen Bewegung

Wir wdhlen das Modell fiir die Bewegung einer Kugel unseres

"Gases" analog zu 5.3.1:

(a) Die Kugel soll sich nur an den Stellen xk=k6 , ke 2 auf-~
halten.

(b} Je Zeiteinheit soll sie einen Sprung um & machen, und
2zwar von der Stelle X, aus mit der Wahrscheinlichkeit
1(xy) nach links, mit der Wahrscheinlichkeit r(xy) nach
rechts.

{c) Wegen der flUr x>0 bzw. x,<0 konstanten Rickstellkraft

gelte
ixy)=0,5+% ) £4r x >0 1{xy)=0,5-23¢ fir x_ <0.
K K
r(xy)=0,5-% r (%) =0,5+% (3¢>0)
Skizze:
0,5=-£ 0,5+& 0,5 0,5 0,5+ 0,5-%
—O0—> 00— ——>
T L L T I |
~28 -$ 0 6 2s

Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Die Gleichgewichtsbedingungen fir die station&dre Verteilung

s (Xy) :=s) lauten:

(1) 0,5-850=(0,5+%)s;

(2) (0,5-®)s;=(0,5+X)s5,7 , i>0  bzw.
_ 05-3¢ _ 0,5-3 .4 i
(3) sj41% 0,50 o1 <£5+zc }7es1 =q7sy,
bei qi= o= % t de. W 0,5+¢%= 1 folgt 1
wobei qu-qgix’gese zt wurde. Wegen 0, =g folgt aus (1)
o2
(4) spy= e Sq.

Wegen der Symmetrie des Problems hat man weiter sj;=s und

-3
da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben muB,
folgt:
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= ;= . o= 2 i-1
1 =20 s; = sg+2 2, 55 silpg *2 2, «7)

sy ( ) = s5; 1’91 . also

4*‘? 1-9 1~

. 1-9
(5) sq = %

Berechnung der Varianz:
Wegen u=0 gilt

52:2 (6-i)2si = 2627 42 si = 282 )7 i2 gi-1 s1

162 AN ieN
_';_ .2 A 2 9(1:9) _ 2(1+9) (a+9)(1- 9)
7 (15./ 1 Cﬂsl =8 (1-9)3 1= —'@ 2)3 —% 8
2 2 4 4 2 2 4 2
P A A IR B -
T2 (4—q ) & = 2 (2 ) 5 = 8 %2 &

Bestimmung von

Um unser Modell den experimentellen Ergebnissen anzupassen,
missen wir ¥ so wdhlen, daB die Varianzen gleich werden, also

¥ =5 .
AN

Die Gleichgewichtsbedingung (2} lautet dann fir x=x,=k-§ >0:

(6) (0,5+ 6,)S(X*'S) = (0,5-

= V—,E.)S(X):

analog fiir x<0.

6.3 Verfeinerung der Diskretisierung, Ubergang zur

Exponentialverteilung

Wir verfeinern die Schrittweite § in unserem diskreten Modell
(§- 0). Wenn Y (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte fir den
Aufenthaltsort eines Teilchens ist, dann gilt s(xk)x %(xk)s
und die Gleichgewichtsbedingung (6) (fiir x>0) geht iiber in

§

0,5
05 e

$
) Y (x+6)6 = (0,5-52) Yp(x) § .
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Division durch §, Entwicklung von ¥ und Vernachl&dssigung von
Termen hdherer Ordnung in & 1liefert:

0,5+ 521 (F5(x)+ 6 951 (x)) = (0,5—7%) Yo (x)
V"G Yo(x) + 0,5% (x)) =~§ v*sv%(x)
05% == Zofo
‘f’s' (x) = - Fi ¥ (x) fur x>0,
analog tr(x) = %—i— ‘/’G(x) fur x<o0,
also: ¥ (x) =c e-z'ﬁ’)(l y c=_',%, wegen f‘/’g(x) = 1.

Dies ist die zweiseitige Exponentialverteilung mit =0 und
Standardabweichung 6 .

6.4 Anmerkung zur einseitigen Exponentialverteilung

LidBt man einen Aufenthaltsort x<0 nicht zu, so hat man in
unserem diskreten Modell eine Reflexionsbedingung fiir x=0 zu
formulieren. Drei M&glichkeiten scheinen plausibel, sie sind
den folgenden Skizzen zu entnehmen.

Das erste Modell

1/142€ 1/2 - 142 +3C 112-3C

fiihrt zu einer diskreten Verteilung mit

)

M =6 (,‘%z -0,5) ¥ Tt fir kleines 2¢
b2 §2(1 ;0,25 ~: fUr kleines %
1632 4 16 2. .
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Das zweite Modell

1/2 112 11243 1/2 -
0% 75 e RY %

ftihrt zu einer diskreten Verteilung mit

4 442 s .

M= 8w Teww &~ ¢ fUr kleines #
2_ g2 4 (oM 4423 ,2, 5% i

6%= 82 5220 - ({559 = b, fur kleines .

Das dritte Modell

1 11+ 717-3¢

9

H—
0g 16 28 3¢ (23

filhrt zu einer diskreten Verteilung mit

4
mw= 85
62-¢2 =

S

2t

1602
Sind/A und 6 vorgegeben, so gilt bei feiner Diskretisierung
(&, also auch ¥ sehr klein) stets:

(*) 2~  bzw. x =~ S .
by

Deswegen liefern beim Grenzibergang $-> 0 alle drei Modelle
die gleiche Differentialgleichung, diesmal

Yo' (x) = - & Y5 (x)

mit der einseitigen Exponentialverteilung

A

_FX

Yo(x) = Fe

als L8sung. Das dritte Modell ist jedoch fir diese
Herleitung am bequemsten, weil die Niherungsbeziehung (*)

exakt gilt.
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7 Heuristische Begriindung des zentralen Grenzwertsatzes

7.1 Vorbemerkung

Unbestreitbar gehdrt der zentrale Grenzwertsatz zu den fas-
zinierendsten Bestandteilen der Stochastik. Leider sind die
bekannten exakten Beweise schwierig und sie machen nur "in-
direkt" sichtbar, warum gerade die Normalverteilung als
Grenzverteilung auftritt 1),

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, wie man das rekursive
Faltungsprinzip zu einer heuristischen Begriindung des zen-
tralen Grenzwertsatzes ausbauen kann, die dem Niveau eines
Leistungskurses durchaus angemessen ist: Grob gesprochen
leiten wir aus dem Faltungsprinzip eine Rekursionsformel fiir
die normierten Wahrscheinlichkeitsfunktionen 2zu beliebigen
Summenexperimenten ab. Sie liefert nach Erhéhung der Summan-
denzahl eine Bedingung an die Form der Grenzverteilung,
welche nicht von der Form der einzelnen Summanden abhéngt
und wieder als Differentialgleichung Prox)+x9 (x)+ 9(x)=0
formuliert werden kann. Die Normalverteilung 16st diese
Differentialgleichung.

Wie die Herleitung im Spezialfall der Binomialverteilung mit
dem Gedankengang aus Kapitel 5 zusammenhdngt, entnimmt man
der Gegenilberstellung auf der folgenden Seite,

Der Unterschied zu Kapitel 5 besteht im Grunde genommen nur
darin, daB dort die Eigenschaft der Binomialverteilung,
stationdre Verteilung einer Markoffkette zu sein, hier aber
ihre Eigenschaft, Summenverteilung zu sein, fiir die Aufstel-
lung von Rekursionsformeln herangezogen wird. Diese Rekur-
sionsformeln gehen nach Normierung in verschiedene Differen-
tialgleichungen der Normalverteilung iiber.

1) Sie ist die einzige Verteilung, die stabil ist und endli-~.
che Varianz hat. Die analytische Form der Normalverteilung
geht in die Beweise iberhaupt nicht ein.
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Kap. 5: Binomialverteilung als
stationdre Verteilung einer

Markoffkette

Kap. 7: Binomialverteilung als

spezielle Summenverteilung

Rekursionsformel, die die Binomial-
verteilung als stationire Vertei-

lung der Markoffkette erflllt:

Nek

aN,p(k+1)=k+1

P
7 BN.p(k)

Rekursionsformel, die die Binomial-
verteilung als Summenverteilung

erflllt:

Byep,p(k)= By (k-1)+aBy (k)

‘Dahinter steht die Rekursionsformel

() ()

Dahinter ‘steht die Rekursionsformetl

Cey - () ()

Sie geht durch Normierung Uber in

Mok Bosyix) -

_ P
sp(xpap)= ot .

Mit sy(x)=P(x) und Taylorentwick-

Tung um x=xk=(l%_,’5 flr groBes N

folgt:

)+ 2 (P ()+axfx) )=

'f(x)—g%ﬁp)c‘f(x)

also

Y'(x)+ X ? (x)=0,

Sie geht durch Normierung Uber in
?N+1(®—%L)=PYN("U*QYN("“1) /
mit P(x) =Py q (x)= P(x) und Taylor-
entwicklung um x=x,= £12 fir groges
N folgt:

)= b fr(x)- o x 1 (x)
P(x)- L g0 S0 P00r g x)
also

91 () 4x§" (x)+P(x)=0  d.h.

oder

(F' (x)+xf(x})}'=0

Y'(x)+xY(x) =C.
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Wahrend sich die in der Gegeniiberstellung linksstehenden
Uberlegungen (Kapitel 5) auf andere Markoffketten (vgl. etwa
Kapitel 6) Ubertragen lassen, besitzt der folgende Zugang
(rechte Spalte) flir beliebige Summenverteilungen Giltigkeit,
liefert also den zentralen Grenzwertsatz.

Wir wollen seine heuristische Begriindung gleich allgemein,
d. h. flir Verteilungen durchfilhren, die von der Binomialver-
teilung verschieden sind. Dabei so0ll durch Anschluf an kon-
krete Beispiele (vgl. 2.4, "Der umgekehrte Wahrscheinlich-
keitsbaum") bezweckt werden, daB der Gedankengang von Schii-
lern in betrdchtlichem Umfang selbst erarbeitet werden kann.

Der fachdidaktische Wert der heuristischen Herleitung wird
erkennbar, wenn man bedenkt, daB der einzige Zugang zu
diesem Satz auf Schulniveau (und in einfiihrenden Hochschul-
vorlesungen) bisher rein "optisch-experimenteller" Natur
war 1) und eine Begriindung weder fir die Unabhdngigkeit der
Grenzverteilung von den Ausgangsverteilungen noch ihre ana-
lytische Form gegeben wurde. Zundchst sei jedoch an die
genaue Formulierung des zentralen Grenzwertsatzes erinnert.

7.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Es sei Pir i¢ N eine Folge von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen iber der reellen Achse mit Erwartungswerten u(pj)=4; und
Varianzen Gz(pi)=6i2. Die zu den Summenexperimenten der P
N
geh8rigen Verteilungen Py= *, p;. Némkhaben die Varianzen
?h2=_ 6&2 und den Erwartungswert .2 uj. Ihre Standardi-
awA 41 N

sierungen, die wir mit fy(x):=(x- Z;/‘i)/ij als £y o (* py)
bezeichnen wollen, haben den Erwartungswert 0 und die Vari-
anz 1.

1) vgl. etwa [Ineichen, S. 70 £ ],[Winter, S. 30 ﬁ]oder die
Schulblcher der Sekundarstufe II.
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Der zentrale Grenzwertsatz besagt, daB bei Erfiilltsein der

Lindebergbedingung 1)
+ 1 N 2
VEeR TT DN (x=p)“ py (dx) —>0
N [T lxvuJ>Lﬂ¥

die Folge der standardisierten Summenverteilungen schwach
gegen die Normalverteilung N(0,1l) konvergiert. Zquivalent
dazu ist die gleichmdBige Konvergenz der zugehdrigen Vertei-
lungsfunktionen gegen die Verteilungsfunktion der Normalver-
teilung.

Unter Benutzung des zentralen Grenzwertsatzes beweist man

den lokalen Grenzwertsatz von Gnedenko Zh

Es sei p;, 1€ N eine Folge identischer Wahrscheinlich-
keitsverteilungen Uber Z mit Schrittweite 1, Erwartungswert
M varianz 62¢ R*. Dann h?’t die zum Summenexperiment der p;
gehdrige Verteilung Py= * p; den Erwartungswert Nﬂ und die
Standardabweichung 6vN. Normiert man die zugehdrigen Wahr-—
scheinlichkeitsfunktionen

N
Py: k= (% pi) (k) =Py(k)

4

durch Verschiebung um -qﬁsowie Stauchung mit Faktor G¥N in
Richtung der Léngsachse und Streckung mit dem gleichen Fak-
tor in Richtung der Hochachse 2zu

Pus (b ) = CYW - py(k),

so konvergiert die Folge der Yy gleichmiBig gegen die
Dichte der Normalverteilung. In Formeln:

- 2
i . S T N
Lin | o Byt - 2 e VA 0.

l)etwa im einfachsten Fall, daB alle Pi miteinander iden-
tisch sind und endliche Varianz haben.
2) [Fisz, s. 252].

9 Riemer, Stochastik
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Der lokale Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace ist mit
PN(kH=BN,pUO ein Spezialfall hiervon.

Bemerkungen zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes:
In der Literatur findet man im wesentlichen zwei Wege, den
urspriinglichen Beweis von [Lindeberg (1921)], dem [Trotter

(1959)] eine moderne und von der Struktur her durchsichtige
Form gegeben hat ("Operatorenmethode") und den Beweis iber
Fouriertransformationen, der auf [Levy (1925)]2urﬂckgeht.

Zur Operatorenmethode:

Jedem WahrscheinlichkeitsmaB q wird mittels Faltung ein
linearer Operator § : C°(R) » C°(R), f ~» g*f zugeordnet,
wobei (q*f)(x):= [ f(x-t) q (dt) gilt ). Dpie schwache
Konvergenz von WahrscheinlichkeitsmaBen ist dann &quivalent

zur punktweisen Konvergenz der zugehdrigen Operatoren. 2um
Beweis der im zentralen Grenzwertsatz behaupteten Konver-
genzaussage benutzt man wesentlich die Eigenschaft der Ope-
ratoren

(1) |agray*e*a, () - ritryte.rrg(f)| <
[T -FL ()| g Nap () -T3(E)y +eot JJay(D)-Ey(D)]

die Zerlegbarkeit der Norhalverteilug:
(2) N(0,1)=N(0,Gi)*N(0,€2)*u.*N(OIGN)r 612+6é2+”.+GN2=1

und die Tatsache, daB filr f¢ C2(R) Ha;(f)-fz(f)ko sehr
klein wird, falls q; und rf)sehr kleine Varianz haben. 2Zur
Rolle, die die Normalverteilung als Grenzverteilung spielt,
schreibt Trotter: "The proof has the interesting feature
that the only facts about the normal distribution used in
the argument are that it has finit variance, and that the
sum of independent normal varieties is again normal. In

1) c™(R) bezeichnet den Raum der Funktionen f: R =+ R mit
beschrédnkten und gleichmidBig stetigen Ableitungen bis zur
Ordnung n, lfl, := sup|f(x)].

xé R
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particular , the explicit analytic form of the distribution
plays no part." [Trotter, S. 226].

Beim Beweis {iber Fouriertransformationen

ordnet man jedem WahrscheinlichkeitsmaB8 q seine Fourier-
transformierte § mit g(x) = Qeixy q{dy) zu und fthrt die
schwache Konvergenz von WahrscheinlichkeitsmaBen zurick auf
die punktweise bzw. Uber kompakten Intervallen gleichmdBige
Konvergenz der Fouriertransformierten, flr die statt der
Operatoreneigenschaft (1) die Beziehung

———

~ A
(3) g*r = g-r

gilt. Zum Konvergenzbeweis fidhrt man dann Taylorentwicklun-
gen der Fouriertransformierten durch, benutzt die Tatsache,
das8 MaBe mit Momenten bis zur Ordnung k k-mal stetig diffe-
renzierbare Fouriertransformierte haben - und natirlich
wieder die Zerlegbarkeit (2) der Normalverteilung.

7.3 Herleitung der Differentialgleichung filir die Grenzver-

teilung im Spezialfall gleicher Summanden

Es soll nun das Auftreten der Normalverteilung ¢ als Dichte
der Grenzverteilung im zentralen Grenzwertsatz (bzw. als
Grenzwert der normierten Wahrscheinlichkeitsfunktionen im
lokalen Grenzwertsatz von Gnedenko) heuristisch begriindet
werden. Dabei betrachten wir in diesem Abschnitt nur dis-
krete beschrdnkte Summandenverteilungen

pi: {-m,...,m}~ [0;1],

die voneinander nicht verschieden sind (pj=p fir alle ieIN).

1) Die Rolle der ay wird iitbernommen durch N(O'Gi/?ﬁ)' die
Rolle der r: wird ilbernommen durch die Verteilungen

1
(1/TN)°pi.

o%
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Gilt 6 (p)=& >0 und o.B.d.A, p(P)=0, so hat man fUr die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ' Py= ;*, p des zugehdrigen N-
fachen Summenexperimentes,u(PN)=0 und G(PN)=G/ﬁ: Mit dem
umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaum

Py (k-m) Py (k) Py (k+m)

(1) p{m) p(0)

PN+1(k)

erhdlt man die Rekursionsformel

(2) Py, (k) = 55 p(i)Pylk-i).

ar-m

Fiir die zugehdrigen normierten Wahrscheinlichkeitsfunktionen
¥ s definiert durch

¢ nlehm) = 6V By(K) baw. By(K) = g Py(em)

folgt daraus die Rekursionsformel

k . Gy A k-4
s ¥ ey ) T2 P e fulem ) o also

k N+ 4 i . -4
() Cylerms) = Ve et Pylgse) -

Az-m

Zur Weiterentwicklung veranschaulichen wir uns den bisheri-
gen Gedankengand am Beispiel des Gllicksrades aus 3.6:

e‘ p(0)=p(1)=p(~1)=1/3

D) ke

Es wird N mal hintereinander gedreht, wir summieren die Er-
gebnisse und fragen nach der Wahrscheinlichkeit Py(k)=

(it p) (k) , daB sich dabei insgesamt k Punkte ergeben. Die
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rekursive Berechnung mit dem umgekehrten Wahrscheinlich-

keitsbaum
Py (k=1) Py (k) By (k+1)
(1)
Py+p (k)
(2*) Py g () = —ubet] +1>~3(k)+ P (ke 1)

liefert die Tabelle auf der folgenden Seite, deren Anfang
schon in 3.6 durch den Faltungsabakus enaktiv bestimmt wor-
den war. Die zugehdrige Skizze auf der ilbern&chsten Seite
zeigt die zu Pg und P;) gehdrigen normierten Wahrscheinlich-
keitspolygone ?9 und ?10 mit Stdtzstellen bei xp= V%ﬁi bzw.
k=7%7?7 . Die Rekursionsformel (3L die flr unser Glicksrad
die Form

(3") ’PNM(G“:/-—NT?) =/ %[LFN + ?N(ﬁkﬁ) + qu k,:/i:]

hat, liefert fiir N=9 und k=4

(3'") Lflo(GF) f [509‘(;1/4 ‘fg(g,,ﬁ) 309( ] .

Ihre Interpretation wurde in der Skizze durch Pfeile ange-
deutet, die den umgekehrten Wahrscheinlichkeitsbaum wieder-
erkennen lassen: Man bildet das (allgemein durch p gewich-
tete) arithmetische Mittel aus 3 (2m+l) nebeneinander 1lie-
genden Stitzstdben zu Vg (7N), verldngert den entstehenden
Stab um VI57§1(%§:57E), schiebt ihn von der Stelle g%f;
(/%) auf die Stelle go=
den zugehdrigen Stlitzstab von ?10 (¢ N+1)- Er liegt wie alle

K . h
(gvﬁﬁ;) nach links und erhilt

anderen Stitzstdbe sehr nahe am Polygonzug ¢9 ( ?N).
Wenn die { gegen eine Grenzfunktion ¥ konvergieren (und
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das setzen wir voraus), dann muB auch sie eine Form haben,
fiir die das entsprechend "verl&ngerte" und "verschobene"
arithmetische Mittel aus Funktionswerten von Y wieder ein
Funktionswert von ¥ ist. Nun liegen bei hohem N alle .Stel-
len, die zur Bildung des Mittelwertes bendtigt werden, sehr
nahe beieinander, und wir k8nnen ihn auch durch eine Taylor-
entwicklung von ¥ um die Stelle x=%§, berechnen. In unse-
rem Spezialfall ergibt sich auf der rechten Seite von (3'):

[ et ) te) -

A 4 4
o g + P+ Pied] >

— ) — —
%[wm-v" (K + P (KT () 2o 1)+ )+ (x);7ﬁ+‘f"(x);—(6—3,?)2]=
4 1 4
(4) Lf(x)+1— gzﬁ(f"(x) = (P(x)tl—;; ¥ (x).

1 .
Wegen V3= V1+% ~ 1+ 77 erhalten wir hiermit fUr die rechte
Seite von (3'), also das "verlingerte arithmetische Mittel”:

(5) (B (Y e P TR+ L (x) .

Die linke Seite von (3'), also der Funktionswert von Y an der

“verschobenen Stelle" G_-JW =x-§& ergibt sich wegen

4

51,-__,*4 G‘w"‘ GWZN =x- sz zu

(6) F (g )= PUX) =gy X" (x)

und als Bedingung an die Grenzfunktion erhdlt man durch
Vergleich von (5) und (6) die Differentialgleichung

(7) Yx) + x§'(x) + ¢ (x) = 0.
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Da die linke Seite dieser Differentialgleichung eine
Ableitung darstellt, kdnnen wir sie durch Integration sofort

in die lineare Differentialgleichung
(8) x f(x) +¢y'(x) =C, CeR

erster Ordnung Uberfilhren. Weil Y symmetrisch zur y~-Achse
verlaufen, also Y'(0)=0 erfilllen wird, folgt durch Einsetzen
in (8)

C= 0-f(0) + 4'(0) =0

und (8) vereinfacht sich zu Y'(x)/?(x)=-x. Wie in Kapitel 5
erhalten wir damit durch Integration 1n(?(x))=-x2/2 + k und
Y(x)= ¢ e~1¥t,

Das Faszinierende an dieser Herleitung - und gleichzeitig
das heuristische Argument fiir die Universalitdt der normalen
Grenzverteilung - besteht darin, daB sie sich auf beliebige
Verteilungen p ibertragen 1&48t. Die Mittelwertbildung (auf
der rechten Seite von (3)) liefert ndmlich mit

> P (k) = 5 p(i)Y (k-

te-m Ad3-m
F(x) 7 p(1) -2 Y10 28 p(iri + 3¢ 0y p(i)i? =
Ammpe 42-nt -
1 o} 62

(41 F+ 9=

ein Ergebnis, das wegen Z:p(l) 1, ;: p(i)i=0, Zj p(1)12 62
von der speziellen Form der Summandenvertellung P unabhanglg
ist und mit demjenigen fidr unser Gliicksrad (4)
ibereinstimmt. (5) und (6) liefern dann auch fir allgemeines
p die Differentialgleichung {(x)+ x¢'(x)+¢'"(x)=0 als

notwendige Bedingung an die Form der Grenzverteilung.



138

7.4 Herleitung der Differentialgleichung im allgemeinen

Fall nicht identischer Summanden

Die obige Begriindung des zentralen Grenzwertsatzes ist bei
Veranschaulichung durch den Spezialfall des Glicksrades in
Leistungskursen ohne Schwierigkeiten problemorientiert zu
erarbeiten. Damit diirfte man allen Intentionen, die mit
einer Behandlung der Normalverteilung als einer universellen
Grenzverteilung in der Schule angestrebt werden k&nnen,
gerecht werden.

In diesem Abschnitt soll ergdnzend dargelegt werden, wie
sich der Gedankengang auf nicht identische, nicht notwendig
beschrédnkte “Summandenverteilungén“ Ubertragen 1l&d8t. Dabei
wird auch die Stellung der Lindebergbedingung einsichtig.

Es sei alsc Pjs ieN eine Folge von Wahrscheinlichkeitsver-

teilungen Uber Z mit dem Erwartungswert u(pj)=#; und der

Varianz Gz(pi)= gi2_ Die zugeh®rigen Summenverteilungen
o :

Py= X, Pj haben den Erwartungswert Vy = ;: Mmi und die

Varianz TNZ ;} G 2, Aus der Rekursionsformel (2) von 7.3

(1) Pe1(K)= 20 P (4) Py (k-4)

folgt jetzt filr die zugehdrigen normierten Wahrscheinlich-
keitsfunktionen VN definiert durch

)

=TnPy(k)  bzw. Pyg(k) =? Pl S5

die Rekursionsformel

(2) ({)N+l(#) = rJVNHZ:PNA(” PN IN Ko

K- Vnira

bzw. mit x=
TN?1

(3)

YN+1(X) 2 pN+l(l) ch([x— _M] Jm»f).

Thed Turs N
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Die Skizze auf der folgenden Seite zeigt die anschauliche
Deutung von (2) fdr N=7, k=9, x=3=2¢

anhand des Beispiels
aus 2.4. (Mit den dort eingefllhrten Bezeichnungen gilt
Po=p*q*r*s*p*q*r, P8=p*q*r*_s*p*q*r*s und pS=S')

Wir nehmen in (3) mit ‘fN N+1~L{, Taylorentwicklungen um die

¥

Y/
Stelle x= ;f M-‘vor und zwar bis zur ersten Ordnung in 8-

2
Nf‘
(also bis zur zweiten Ordnung in ;N"::'" ~Y5). Mit

’ 7 1 ¥R
Tyed _1/ Tneq t _/ 1 . ~ 1+ 1 GN+4

= 7 = T x -~ =
T Tyes ™ B s? 1- ':?MZ_ T Tueq?

N4

erhalten wir

. 2 .
RSk v Tty L Qrrexp Bt Sl g

GNMZ 4- 4 ";‘&ml 2

X) + X ' - TP (x) +—- (X)),

lf,( ) 2'TNMZ (f (X) INi g ?( ) 2 ( frN+-1 ) (f ( )
Durch Summation folgt fur die rechte Seite von (3)

2
W R e P ] B =

N04

[‘f (x) +x ZM G”” = I (x)] 2= Py () '7:_1 P (x) 2 e (1) (ipggey)
* AL |

1 o]
"/“N+1)2=
GNMZ I
(5) ¥ 00+t x o) B g
2']’;,'} ZTNMl :

Fir die linke Seite von (3) erhalten wir mit

7 2! 2! 2
Tv - T = Ousa =/1- Gwaa” 1-2 Syra
Tysa Thea® cr’NM." 2 TN+11

_N_] LP . - T’
(6) Tt (x)= (f(x) ) N: (x)

Ein Vergleich von (5) und (6) liefert auch hier wieder die
Differentialgleichung P(x) + x (/'(x) + " (x) = 0 als
notwendige Bedingung an die Grenzverteilung. '
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7.5 Die Lindebergbedingung 1)

Die Herleii:ung 7.4 funktioniert formal flr alle Folgen p;,
ie N, doch sind die Taylorentwicklungen nur sinnvoll, wenn

(7) —4',}:'” und g:

sehr klein sind. Da i jedoch alle ganzen Zahlen durchliuft,
missen wir durch eine Voraussetzung dafiir sorgen, daB in (3)
die Summe aller Wahrscheinlichkeiten py, (i) flr solche i,
die groBe Abweichungen (i-u N+1)/TN+1 liefern, mit wachsen-
dem N immer kleiner wird, so daB diese Summanden von vorn-
herein zu vernachlidssigen sind. Wir setzen also voraus:

(8) Yero 21 pyli) =0 fir N oo,

oy

Tv
Damit sich trotz dieser Vernachlédssigung (beim Ubergang von
(4) zu (5)) Erwartungswert und Varianz von py nicht veradan-
dern, milssen wir zusdtzlich fordern

(9) VE>O (1) (i- ) - 0 fUir N —$oe
(s B

und

(10) VY& 0 2. pyli)(i-peg)? =+ 0 flr N -,

|48
Wir stellen fest, daB (10) (bis auf zus&dtzliche Summation
lber N, die zum Beweis der Konvergenz von Y)N bendtigt wird)
mit der Lindebergbedingung iibereinstimmt. Da zwischen den
genannten Forderungen die Beziehungen (7)x=(10)=3(9)=(8) 2)
bestehen, genligt es, flr die heuristische Begrlindung alleine

1) Die Numerierung der Formeln schlieBt an 7.4 an.
2) (7) & (10) zeigt man wie folgt:

(;(N1 A-pry : 1o |2 3 i-py\t .
Fom L () e ¢ 2 (R T () e, )
N {¢2 L4 | |‘%|SZ I Il%q”: ~

$ &2 —b 0 wegen (10)
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die "Lindeberg-#hnliche" Bedingung (10) vorauszusetzen. Der

Vollstdndigkeit halber seien die Stellen im einzelnen

angegeben, an denen (10) bzw. (7)-(10) zur Entwicklung der

rechten Seite von (3) bendtigt werden.

. 1"'/“'mu Ths e _
22 Pya(D) FU[x-g] £ )=
- 4‘_-,“-,«4 TNM . - i'ﬁyol {’\'Iuv .
‘_% Pn+1 (1) ‘f([x T 4 W )+Ji§":' PN+1(1)‘(([X T ) Tw ¥
Tuwt i Thed ,>£
11 i L |
hier ist wegen ~ 0 nach (8) <k, da ¥
ﬁ%kz und (7) beschrinkt

die Taylorent-
wicklung sinnvoll

~[‘f’(x)+x€“‘ ¢ 0] > g (i) -

| extes
~ 1 wegen (8)

-9 )'r,,,, Z Prv1 (1) (imgpeg) + %) 55 Z-} Pt (1) (o) %s
ee Tl

{ Tm' i
~ 0 wegen (9) % 0')e1 Wegen (10)

2
M4 O
» QU+ e ) ¢ B ).

Indie Taylorentwicklung auf der linken Seite von (3) geht

nur (6) ein.
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ANHANG

Paradoxien zur Bayesschen Regel

Im folgenden sei an vier bekannte Paradoxien zur Bayesschen
Regel erinnert. Sie beruhen darauf, daB man intuitiv entwe-
der a priori Wahrscheinlichkeiten oder die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten falsch einschdtzt. Mit dem umgekehrten
Baumdiagramm lassen sich diese Fehler prégnant herausarbei-
ten.

1. Prisoners Paradoxon
' [Beckenbach, S. 47], [Engel 1, S. 146]. Wir Ubernehmen die
Formulierung von Engel: Matth&us, Markus und Lukas sind zum

Tode verurteilt. Einer der drei wird ausgelost und begna-
digt. Der Name des Glicklichen wird streng geheimgehalten.
Matthdus sagt sich: Die Wahrscheinlichkeit, daB ich es bin,
ist 1/3. Er sagt dem Widrter: Einer der beiden, Markus oder
Lukas, wird sicher hingerichtet. Du wirst mir also nichts
verraten, wenn Du mir einen Mann nennst, Markus oder Lukas,
der hingerichtet wird. Darauf sagt der Wirter: Markus wird
hingerichtet. Diese Antwort hat Matth#dus ermutigt. Denn er
oder Lukas wurden sicher begnadigt. Daher ist die Wahr-
scheinlichkeit 1/2, daB er es ist. Hat Matthdus recht? Der

umgekehrte Wahrscheinlichkeitsbaum sieht wie folgt aus:

1/3 1/3 1/3
A: B: C:
Matth. u. Markus Matth. u. Lukas Markus u. Lukas
hingerichtet hingerichtet hingerichtet

falsch: 1/2
richtig: 1 0 1/2

Indiz I:
wdrter sagt zu Matthdus:

Markus wird hingerichtet
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Es liefert fir Matth8us die revidierten Wahrscheinlich-

keitsverteilungen:

A B C

Matthdus hat nicht recht. Die Wahrscheinlichkeit, daB er
hingerichtet wird, ist trotz der Information des W&arters
2/3 geblieben. Das liegt daran, daB8 die Alternativen A, B, C
das beobachtete Indiz I nicht mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit nach sich ziehen. Falls ndmlich Matth&us und Markus
hingerichtet werden, muB der Wdrter dem Matthdus den Namen
Markus mit Wahrscheinlichkeit 1 nennen. Werden dagegen Mar-
kus und Lukas hingerichtet, nennt er den Namen Markus mit
Wahrscheinlichkeit 1/2, er hat jetzt ja Wahlméglichkeit.
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, daf der Wirter den Namen
Markus nennt, weil Matthidus (er selbst) und Markus sterben,
doppelt so groB wie die Wahrscheinlichkeit, daB8 er ihn
nennt, weil Markus und Lukas sterben. Die Tatsache, daB die
Information an Matthidus geliefert wird, ist wesentlich.

2. Bertrands Schubfidcherparadoxon

Gegeben sind drei K&4sten mit je zweli Schubladen. In jeder
Schublade liegt eine Miinze; im ersten Kasten (GG) enthalten
beide Schubladen eine Goldminze, im zweiten Kasten (GS)
enthdlt eine Schublade eine Goldmﬂnze, die andere eine Sil-
bermiinze, im dritten Kasten (SS)‘enthalten beide Schubladen
Silbermiinzen. Ich wdhle zufdllig einen Kasten aus, ziehe
zufidllig eine Schublade, sehe eine goldenevMﬂnze und stelle
mir jetzt die Frage: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit,
daB auch in der zweiten Schublade des gewdhlten Kastens eine
goldene Miinze steckt, daB ich also den Kasten GG gew&hlt
hatte? Die Primdrintuition diktiert meist die falsche Ant-
wort 1/2 (denn nach dem Uffnen der Schublade ist der Kasten
SS ausgeschieden, es kann sich also nur noch um GS oder GG
handeln). Der Fehler liegt wieder darin, daB wir auch hier

Ubersehen, daB GG und GS mit verschiedenen Wahrscheinlich-
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keiten zum beobachteten Indiz filhren, GS mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2, GG mit der doppelten Wahrscheinlichkeit 1 ),

intuitiv akzeptiertes Diagramm richtiges Diagramm
1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3
GG GS SS

1 12 0

revidierte Wahrscheinlichkeitverteilungen:

GG GS SS GG GS SS
1/2 1/2 0 2/3 1/3 0

3. "Krebs-Paradoxon"

Das folgende Paradoxon tritt in vielen Varianten auf, wir
zitieren [Engel 1, S.142]: Angenommen, es gibt einen sehr
zuverlédssigen Test zur Krebsdiagnose: Habe ich Krebs (K),
ist der Test positiv (Indiz I) mit Wahrscheinlichkeit 96%,
habe ich keinen Krebs (K), dann ist der Test nur mit 6%iger
Wahrscheinlichkeit positiv. Ich unterziehe mich dem Test,
und er ist positiv. Wie groB8 ist die Wahrscheinlichkeit,
daB8 ich Krebs habe, wenn 1/145=0,68% aller Personen meines
Alters Krebs haben ohne es 2zu wissen a)gréBer als 70%
b)zwischen 30% und 70% c)kleiner als 30%? Sehr wenige
Versuchspersonen kreuzen die richtige L&sung c¢) an. Das
liegt daran, daB wir uns intuitiv die geringe a priori
Wahrscheinlichkeit fiur Krebs nicht zueigen machen. Da wir
uns normalerweise erst dann einer Untersuchung

1) In der frequentistischen Interpretation: In der H&dlfte
aller Fdlle, in denen man GS erwischt, wird man die Schub-
lade S ziehen und braucht sich dann die obige Frage gar
nicht mehr zu stellen.

10 Riemex, Stochastik
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unterziehen, wenn wir irgendwelche anderen Anzeichen fiixr die
befirchtete Krankheit entdeckt haben, ist die subjektive
a priori Wahrscheinlichkeit flir K grdser als 0,68%, viel-
leicht 10%:

Diagramm zur Intuitiv akzeptiertes
Aufgabenstellung Diagramm
0,0068 0,9932 0,1 0,9

K L] & |

0,06

Durch das Indiz revidierte Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

K X
/9 0,64 0,36

o | =

0,1

Man kann sich an dieser Stelle trefflich dariiber streiten,
ob uns hier die Prim&rintuition einen Streich spielt oder
die Mathematiker es sind, die ihre Aufgaben mit unrealisti-
schen bzw. der Primdrintuition der Versuchspersonen wider-
sprechenden a priori Wahrscheinlichkeiten konstruieren.

4. Simpsons Paradoxon

Auch dieses Paradoxon, das eigentlich mit der Bayesschen
Regel nichts zu tun hat, kann anhand eines umgekehrten
Baumdiagramms prdgnant dargestellt werden. Seine mathemati-
sche Formulierung lautet wie folgt:

(1) p(AlBaC) < p(AlBaC) und

{2) p(AIBaC) < p(A [BaC) } implizieren nicht

(3) p(alB) < p(alB)"

Mit der Interpretation [Morgenstern, S. 48]

A: Erkrankung (Indiz)

B: prophylaktische Behandlung

C: Stadt
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erhdlt es folgende wirklich paradoxe inhaltliche Deutung:
Sowohl in der Stadt (C) als auch auf dem Land (C) ist die
Krankheit bei Behandelten (B} weniger wahrscheinlich als bei
Unbehandelten (B),
hung gelten kann.

wdhrend insgesamt die gegenteilige Bezie-~
Wir Ubersetzen das von Morgenstern gege-

bene numerische Beispiel in ein umgekehrtes Baumdiagramm:

[B: Behandlung [B: keine Behandlung]
1/3 2/3
2| [c:_staat] [E: Land [c: stadat| [C: Land | |2
//
4/5 S\ 5/6 -7 1/12
N rd
N e
e
Krankheit

Man sieht, daB ein behandelter Landbewohner mit kleinerer
(1/2)
Ebenso erkrankt ein behandelter Stadtbewohner

Wahrscheinlichkeit erkrankt als ein nicht behandelter
(7/12) (~---).
mit kleinerer Wahrscheinlichkeit (4/5) als ein nicht behan-
delter (5/6)
delte Person mit gr&Berer Wahrscheinlichkeit
nicht behandelte (2/3)
Das Baumdiagramm macht den Grund deutlich:
(1), (2) (Pfeile ---- und~¥) milssen

noch mit unterschiedlichen Gewichtsfaktoren multipliziert

Insgesamt erkrankt jedoch eine behan-
(5/7) als eine

(~——s).

(=),

Die bedingten
Wahrscheinlichkeiten in
werden, ehe man aus ihnen die bedingten Wahrscheinlichkeiten
(3)
Eine behandelte Person lebt mit sehr groBer Wahrscheinlich-
keit (5/7) in der Stadt,
trotz Behandlung mit 4/5 sehr viel grdBer als die An-
steckungsgefahr (7/12) flr die Uberwiegend (2/3) auf dem
Lande lebenden nicht behandelten Personen.

(Pfeile —» ) berechnen kann. Im Beispiel heiBt dies:

und hier ist die Ansteckungsgefahr

10*
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